Exercices : Calcul intégral

Intégrale d’une fonction continue positive

» Exercice 1
On considere une fonction f dont la courbe représentative est tracée ci-dessous dans un repere or-

thonormé

Déterminer les valeurs des intégrales suivantes

0 5
f(z)dz f(x)da
-9 0
3 5
IRCLE f(a)ds
-1 -2
. 0 . . 2x2
= Correction 1: o f(z)dz est I’aire d’un triangle et vaut =7
=2
5
2+3)x1
. f(z)dz est I’aire de deux trapezes. Le premier a une aire de & et le deuxieme
0
2) x4
une aire de % L’aire total vaut donc 12.5.
° 1+3)x2
. / f(z)dzx est Iaire de deux trapeézes. Le premier a une aire de % et le deuxieme
—
(342.5) x 2

a une aire de . L’aire totale vaut donc 9.5.

2
5 0 5
e Pour calculer I'aire / f(z)dz, il suffit d’ajouter les aires / f(z)dx et / f(z)dz. L aire
2 ) 0

recherchée vaut donc _14.5
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» Exercice 2
On considere la fonction f dont la courbe représentative est donnée ci-dessous dans un repere or-
thonormé.

/\f

5
Donner un encadrementde [ f(x)dx
4

m Correction 2 : Il est possible d’encadrer I’intégrale en comptant le nombre de carreaux sous
la courbe pour avoir un minorant. On ajoute les carreaux que la courbe traverse pour obtenir un

5
majorant. On a donc 19 < f(x)dx < 30. Cet encadrement peut largement étre amélioré (en ne
4

considérant que des demi-carreaux par exemple).

» Exercice 3 s
Pour tout réel x, on pose f(x) = 2z + 8. Calculer / f(z)dz.
-3

5
m Correction 3 : Pour tout réel x, on pose f(z) = 2z + 8. / f(z)dx désigne I’aire ci-dessous
-3

~

Il s’agit de I’aire d’un trapeze dont les bases ont pour longueur 2 et 18 et la hauteur a pour longueur

241 & 241
2+18)x8 8. Ainsi,/ f(z)dx = 2+18 x 8 = 80. ]
=3

8. Cette aire vaut donc 5
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» Exercice 4 .

On rappelle que pour tout réel z, |z| = max(x, —z). Déterminer / |x|dx
-3

5
m Correction 4 : L’intégrale / |z|dx est représentée par I’aire ci-dessous.

“

A4

Il s’agit de I’aire de deux triangles. Le premier a une aire de et le deuxieéme une aire de

5x3 b
el Ainsi,/ lz|dz = 17. .
2 -3

» Exercice 5

Soit x un réel supérieur ou égal a 4. Exprimer / (2t 4 3)dt en fonction de z.
4

m Correction 5 : L’intégrale / (2t + 3)dt représente I’aire de la surface grisée ci-dessous.
4

dx + 3 4
11

/)

/

Il s’agit de I’aire d’un trapeze dont les bases ont pour longueur 11 et 2o + 3 et la hauteur a pour
(2x+3+11) x (z —4)
2

longueur x — 4. Cette aire vaut donc soit % + 3z — 28.

Ainsi, / (2t + 3)dt = 2° + 3z — 28
4
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» Exercice 6

Soit f une fonction affine que 1’on suppose positive sur [—3; 5], telle que / f(x)dx = 24 et
-3

5
/ f(z)dz = 14. Donner une expression de f(x) pour tout réel z.
1

m Correction 6 : Soit a et b deux réels tels que, pour tous réels z, f(z) = ax + b. Représentons la
situation

5a +bt------------- -~
a+bl-=
/_a+b
—3 5

5
L’aire / f(x)dx correspond a I’aire jointe des deux trapezes.
-3

— b b
Celle-ci vaut Sat 2+ bat X (b —(—3)) =8(a+b).

5
L aire / f(z)dz correspond a I’aire du trapéze foncé.
1

Celle-ci vaut w X (b —1) =2(6a + 20b).
5 5
. . o . [ 8(a+b) =24
Ainsi, on a /3 flx)dx =24 et/1 f(x)dx = 14 si et seulement si { 2(6a -+ 2b) — 14 °

a+b=3

Ce systeme est équivalent a { 6a+2—7"

at+b=3

En soustrayant deux fois la premiere ligne a la deuxieme ligne, on obtient { da — 1

p=L1
Finalement, { ot
T4
11
Ainsi, pour tout réel z, f(z) = % + 7
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Intégrale et primitives

» Exercice 7
Calculer les intégrales suivantes

7 \/_ 14 1 9 3
2dx / —dx / —da:

m Correction 7 : / V2dr = [V2z]7, = V2(7 — (—=5)) = 12v/2. 1l est aussi possible de

procéder a un calcul d aire.

o [ L= oot =10t10) - @) =1 ()

. /lg%d:c—[iﬂ\/_}l

» Exercice 8
Calculer les intégrales suivantes :
4 1 2
/ (2% + 3z + 4)dx / (z* —2® + 2 —1)dzx / (82° + 52° + 2x)dx
) —1 -2

4 3 4
3
= Correction 8 : ° / (2% + 3z + 4)dr = {% + 5:{;2 + 44
—9) —2

S £ 3 o (=2 3 2
d’ou | (z +3x+4)dx:§+§><4 +4x4— 3 +§><(—2) +4x(=2)) =66
—2

1 5 3 2 1
34
42 _1d:[£_£ x__] _ 34
0/_1(35 z*+x—1)dz 3 3+2 :cil =

2 2
4 5
° / (8x°+52°+2z)dxr = [—x6 + -zt + wQ} = (. On aurait également pu tout simplement
2

3 4
-9 —
remarquer que la fonction intégrée était impaire et I'intervalle d’intégration symétrique par
rapport a 0.
]
» Exercice 9

Calculer les intégrales suivantes :

1 10 L
/ e dx / e dx / dx
0 0 0 1 +x
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1 2271 2
-1
= Correction 9 : ° / eXdr = [G_} €
0 2 0 2

10 527110 e50
° / e Cdy = [ } — ——— ¢ 5 Attention a d’éventuelles erreurs de signe ici !
0 0

51, 5

o /0 ] Jlr wdx = [In(1 + z)]; = In(2)

» Exercice 10
Calculer les intégrales suivantes :

/02((x+1)(x+2))dx /12”3;16195 /37%61;5

= Correction 10 : .

o /02((x+1)(x+2))dac:/02(x2+3x+2)dx: [3—1—7—#230

» Exercice 11
Calculer les intégrales suivantes :

4 e 3 1/z
1
/ 2xe” d / dx / ‘ dx
-2 o zln(z) o a?
= Correction 11 : e Pour tout réel x € [—2;4], on pose u(z) = x2. On a alors u'(r) = 2 et
2xe”” = u/(x) x e“®), Une primitive de 2 — 2ze*” sur [—2; 4] est donc la fonction & — €.

Ainsi,
4 2 274
/ 2zxe” dr = [e“c } =elf ¢t
-2
3
e Pour tout réel x € [2;¢], on pose u(z) = In(z) (qui est alors strictement positif). On a alors
1 . u'(z)

wiz) = T ot xIn(z) a In(z)  u(z)’
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1
Une primitive de x 7In(@) sur [2; e] est donc la fonction x — In(In(x)). Ainsi,
zln(x
@ 1 .
i :Eln(x)dx = [Inln(z)]; = —In(In(2))
) 1 , 1 el/® I
e Pourtoutréel z € [1;3],onpose u(z) = —. Onaalors u/(z) = —— et — — [[—— Jelle —
x x? x? x?
1/x
—u/(x) x "), Une primitive de = — —- sur [1; 3] est donc la fonction z — —e!/*. Ainsi,
G
3 1/x 3
/ € —dz = [—el/“’”} —e—e!/3
1 T L

» Exercice 12
Calculer les intégrales suivantes :

/4 2 p /4 T p /2 e J
T —Qax - ax
o 1+a° ~1V9+2a? _3 (14 €7)?

= Correction 12 : e Pour tout réel = € [0;4], on pose u(z) = 1 + z2. On a alors v/(z) = 2z et
2 !/
Lt (z) . Une primitive de x sur [0; 4] est donc la fonction z — In(1+ 2?).
1+22 u(x) 1+ 22
Ainsi,

/ 8 [In(1+ 2] = In(17)
o I4+a2 " o

e Pour tout réel z € [—1;4], on pose u(z) = 9 + z2. On a alors v/(z) = 2x et S

V9 + x2

2 /
: 4 sur [—1;4] est donc la fonction

_ u(z)
WI+22 2 /ul@)
T — /9 + 22, Ainsi,

dr=[Vota?| =5 V10

Une primitive de z +—>

x
V9 + z2

4 x
/_1 V9 + x2

x

e Pour tout réel z € [—3;2], on pose u(z) = 1 + e*. On a alors u/(z) = e” et (1—1;6—)2 =
€$
/ X 1
_ ) . Une primitive de = +— % s [—3; 2] est donc la fonction = +— — .
u(x)? (1+e7)? 1+e®
Ainsi,

el 1 72 1 1
A o= |~ x| = 5 2
_3 (14 e€%) 1+erl 5 1+4e l+e
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» Exercice 13
Pour tout réel = > —1, on pose f(z) =

(x+1)%

1 1
1. Montrer que pour tout réel = > —1, f(x) = g R P
T €T

2. En déduire une primitive de f sur ] — 1; 00|

3
3. Calculer alors / f(z)dx
1

= Correction 13 : 1. Pour tout réel x > —1,
1 1 r+1)—1 T
- 2:< )2 - 2 = f(2)
z+1 (z+1) (x+1) (x+1)
1
2. Une primitive de f sur | — 1;+oo[ estdonc F' : z — In(xz + 1) + —
T
3/3f()d e+ 1)+ ——| @)+ * —m@) - £~ () - .
: z)dz = |In(z = I - —In(2)— = =In(2) — -
. z+1), 1 2 4
|
» Exercice 14
22+ ysir < —1

On considere la fonction f définie pour tout réel x par f(z) = { 20— rtl siz> 1
_ : P

1
Vérifier que f est continue sur [—4; 1] puis calculer [ f(¢)dt
4

= Correction 14 : Le scul probleme éventuel se situeen —1. Ona lim f(z) = (—1)2+(-1) =0
T——1
et lim f(z) =2 x (=1)> = (=1) + 1 = 0. Ainsi, f est continue sur [—4; 1].
z——1

D’apres la relation de Chasles,

/1 ft)dt = /j f(t)dt + /11 f(t)dt = /;l(t2 + t)dt + /1 (263 —t 4 1)dt

1

Or,
1

-1 {3 tz}_ 27
2 N -z _ =
./_(t+t)dt_{3+2_ ;

4 4
1 , 4 12 1

2t° —t 1d:[——— t} =2

o [er—teni=|5-51)

-1
1
1
Ainsi, f(t)dt = 31 n
4 2
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» Exercice 15 )
Déterminer la valeur de /
0

1 1
z 1

dx en utilisant celle de / ¢ dx + / dx.

14 e” 0 1+e* o 1+e”

m Correction15: On a
1 1 1 1
/ ¢ d:c+/ dxz/ +edx:/1dx:1
o 1+e* o 1+e* o 1+e* 0

Par ailleurs, si on pose pour tout z € [0,1], u(z) = 1 + €%, on a

e d(x)
1+er 1+ u(z)

sur [0; 1] est la fonction z +— In(1 + €*). Ainsi,

. u étant

T

] " 30,0 €
strictement positive, une primitive de x — 11eo
(&

/01 : j_zemdx = [In(1 + e’«“)]}) =In(l1+e¢)—In(2) =In (1 —;— e)

Finalement,

bl 1 1 2
/ dle—ln( +6):1n(e)—1n( +e):ln( ¢ )
o 1+e* 2 2 1+e

» Exercice 16
On a tracé ci-dessous, dans un repere orthonormé, les courbes des fonctions f : . — z%etg: x +— 3
sur Iintervalle [0; 1].

Y.

1. Justifier que, pour tout réel = € [0; 1], f(z) = g(z).
2. Calculer I’aire de la surface grisée.

m Correction16: 1. Soit z € [0;1]. On a alors 0 < z < 1 puis, en multipliant cette ingéalité
par 22, 0 < 2® < 2%, et donc g(z) < f(x).
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2. L’aire de la surface grisée vaut

/  — 9)(a)de = / (@ — )ds =

» Exercice 17

. " 2
Pour tout entier naturel n, on pose u,, = e "dx
0

1. Montrer que la suite (u,,) est croissante.
2. Montrer que pour tout réel z > 0, ona —22 < —2z + letque e < e~ 2o+!

. . (&
3. En déduire que pour tout entier naturel n, u,, < 3

4. En déduire que la suite (u,,) converge. On ne cherchera pas a calculer sa limite.

n
m Correction 17 : Pour tout entier naturel n, on pose u,, = / e " dy
0

1. Pour tout entier naturel n

n+1 ) n ) n+1 )
Uppl — Up = / e~ % de / e % dr _ / e % dr
0 0 n

Puisque pour tout réel = entre n et n + 1, e > 0, il en vient que f:H e~ dx > 0 et donc
Upt1 = Uy. La suite (u,) est croissante.

2. Soitz > 0. Alors (z — 1)? > 0, c’est-a-dire, 22 — 2x + 1 > O et donc —2? < —2x + 1. La
fonction exponentielle étant croissante, on a alors e~ & A

3. Ainsi, pour tout entier naturel n,

n ) n 6—2&7—4—1
Uy = / e ¥dr < / e~y = [
0 0 —2

4. La suite (u,) est croissante et majorée : cette suite est donc convergente.

n
e2n+1 e

— +€<
o 2 2 2

» Exercice 18
Déterminer la valeur moyenne de la fonction f : z +— 3z + 2 sur [—2; 3]

m Correction 18 : La valeur moyenne de la fonction f : x +— 3x + 2 sur [—2; 3] vaut
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» Exercice 19
Déterminer la valeur moyenne de la fonction f : z — —z? + 4z sur [0; 4]

= Correction 19 : La valeur moyenne de la fonction f : x — —z% + 4z sur [0; 4] vaut

1 4 9 1[ z3 ]4 64 1 32 8
22 4V = = | — - 49292 =24 39=_x - —"_
4—(0)/0( ) 4 0 % 3

» Exercice 20
Un bénéfice, en milliers d’euros, que réalise une entreprise lorsqu’elle fabrique = milliers de picces
est égal a :

51In(z)

T

f(z) = +3

51n(xr)?

1. Montrer que F': x +— + 3z est une primitive de f sur [2; 4]

2. Calculer la valeur moyenne du bénéfice lorsque la production varie de 2000 a 4000 pieces.
m Correction 20 : 1. On rappelle que si u est dérivable sur un intervalle I, alors u? I’est égale-
ment et (u?)’ = 2u’u. Pour tout réel x € [2; 4],

F’($):gx2xéxln($)+3:f($)

F est donc une primitive de f sur [2; 4].
2. La valeur moyenne du bénéfice lorsque la production varie de 2000 a 4000 pieces vaut

/ It :% (I)]gz % 5 <51n2(4)2 g4 51n2(2)2 3y 2)

En utilisant le fait que In(4) = 21n(2), on obtient

/ e 1511;( )2

» Exercice 21

Soit f une fonction affine. Montrer que la valeur moyenne de f sur 'intervalle [a,b] vaut

fla) + f(b)
TR
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m Correction 21 : Soit m et p les réels tels que, pour tout réel z, f(x) = mx + p. La valeur
moyenne de f sur [a; b] vaut

1 J 1 [maz? r 1 <m62—ma2 )
b_a/a<m“p>dx—m — e =g\ tet-a)
puis
1 b b 2
b_a/a(mx—i—p)dx: - x(b—a)x(m( +2“)+ p)
et donc
1 /b(mx+p)d$:mb+ma+2p:ma+p—l—mb+p:f(a)+f(b)
b—a, 2 D 2

Intégration par parties

» Exercice 22 )

A T’aide d’une intégration par parties, calculer xIn(z)dz. On pourra poser v = In et déterminer
1
une fonction u tel que pour tout réel z, u'(x) = x.

m Correction 22 : Pour tout réel = € [1;4], on pose...
1
e v(x) =In(z). Onaalors v'(z) = —
2 3
o u(z) = ) de sorte que u/(z) = 1

4
On souhaite alors calculer / (v'v)(z)dx. D apres la formule d’intégration par parties,
1

4 4 2 274

¢ 1 T 15
— — X —dx = 81 4—[—} =8In(4)——
/2“ n(4)=| F| =8

/1 4(u'v)(w)dx = [uv]t— /1 4(uv’)(a:)dx — [%2 In(z)

» EXxercice 23

1
.1: . 7 . . . 2 . 2 x
En utilisant deux intégrations par parties successives, déterminer / xoetdx
0
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1
a Correction 23 : On souhaite calculer / x2e®dr
0

Pour tout réel = € [0; 1], on pose...
e v(x) = 2% Onaalors v'(z) = 2z
e u(z) = e de sorte que u'(x) = e*

1
On souhaite alors calculer / (u'v)(x)dz. D apres la formule d’intégration par parties,
0

[ aria =l - [ oo = e [ motsme—2 [ s

1
On souhaite maintenant calculer / 2xe*dx
0

e Pour tout réel = € [0; 1], on pose v(z) = x. On a alors v)(x) =
e Pour tout réel = € [0; 1], on pose uy(z) = e de sorte que u)(z)
1

On cherche alors a calculer [ (uyvo)(x)dz. D’apres la formule d’intégration par parties,
0

1
:e(E

/Ol(u/zvz)(:v)dx = [U2U2]é—/01(uw;)(x)dx _ [xex]é—/ol el = e— et = e— (e—1) =

Finalement,

1
/ r2etdr = e — 2
0

» Exercice 24
Pour tout entier naturel n, on définit I’'intégrale [,, par

1 1
Iy = / el ~%dr  et,sin>1,1, = / et dr
0 0

1. Calculer la valeur exacte de I
2. ATl’aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n,

Inga=-14+(n+1)I,

3. En déduire les valeurs de I; et Is.
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= Correction24: 1. Onal, = fol el%dy = [~  —e—1

2. Soit n un entier naturel.
e Pour tout réel = € [0,1], on pose v(z) = z"'. On a alors v/(z) = (n + 1)z"
e Pour tout réel = € [0; 1], on pose u(z) = —e'~* de sorte que v/(z) = '™
Ainsi,

1 1
Iy = / " el dy = / (u'v)(z)dx
0 0

D’apres la formule d’intégrations par parties,

1 1
Iy = [—x"“el“]é—/ (n+1)z"x (—e'™%)dx = —1+(n+1)/ e~ %dz = —1+(n+1)1,
0 0

3. Ainsi,
e 1=—l+1lxlp=-l+e—1=e—2
e h=—-1+2x=-1+2(e—2)=2e—5

» Exercice 25
Soit ¢ un réel strictement supérieur a 1.

t
A T’aide d’une intégration par parties, calculer / In(z)dz. On pourra poser v = In et déterminer une
1

fonction u tel que pour tout réel z, v/(z) = 1.

» Correction 25 : Pour tout réel x € [0;1], on pose v(z) = In(x) et u(z) = x. Ainsi, par
intégration par parties,

/j In(z)dr = /j o (x)v(z)de = [w]} — /1tu(x)v’(x)dx

Il en vient que

/It In(z)dz = [zIn(z)]] — /lt lde = tln(t) —t — 1

En particulier, la fonction ¢ — ¢ In(¢) —t est une primitive de In sur [1; +oo[ (mais aussi sur |0; +o0|
en réalité !).
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» Exercice 26
Pour tout réel z, on pose f(z) = z%e™*

1. Construire le tableau de variations de f sur R. On précisera les limites en —oo et +oo.
. Trouver deux réels m et M tels que pour tout réel « € [0;4], m < f(z) < M

2
4

3. En déduire un encadrement de / f(z)dz.
0

4

. Chercher trois réels a, b et c tels que la fonction = — (az? 4 bx + ¢)e™* soit une primitive de
4

f et en déduire la valeur exacte de [ f(z)dx.

0
5. Retrouver cette valeur a I’aide de deux intégrations par parties successives.

= Correction 26 : 1. D’eun part, lim e™*
T—>—00
2

. , X . , .
Par aIHCUI'S, pOllI‘ tout reel dbs f((L') = _x Par croissances comparees, hm f(x) = 0
(& T—+00

= +oo et donc, par produit, lim f(z) = +o0.
r——00

La fonction f est dérivable sur R et pour tout réel x,

fl(x) =2ze™® +2° x (—e™®) =x(2 —z)e™®

On en déduit le tableau de variations de f

x —00 0 2 +o0
L - 0 + +

2—x + + 0 —

f'(x) = 0 + 0 -

; +00\0/4‘64\

2. D’apres la question précédente, pour tout réel = € [0;4], 0 < f(z)
4 4 4
3. On en déduit que/ Odx < / f(x)dx < / 4e~*drsoit 0 < [ f(x)dx < 16e™*.
0 0 0 0

4. Soit g : © + (az® + bz + c)e™®. g est dérivable sur R et pour tout réel ,

44,

/AN

g () = (2ax + b)e™ — (az® + bz + c)e ™ = (—ax® + (2a — b)x +b—c)e””

11 suffit alors de prendre a, b et c de telle sorte que —a = 1,2a—b = 0etb—c = 0. Ainsi, a =
—1,b = —2etc = —2 conviennent. Une primitive de f estdonc g : © — —(z* + 2z +2)e *.
De fait,

/4 f(@)dz = [—(2® + 2z + 2)6’“’“]3 =2 — 26e*
0
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5. Pour tout réel x, on pose u(x) = z? et v(x) = —e . On a alors v/(z) = 2z et v'(z) = e 7.
D’apres la formule d’intégration par parties, on a

/04 | ()@ = )t — / (o) (@)da

Ainsi,

4 4 4
/ e dr = [—xQe’ﬂé - / 22 x (—e %)dx = —16e™* + 2/ xe “dx
0 0 0

Pour tout réel , on pose alors w(x) = x. D apres la formule d’intégration par parties, on a

/0 Y re—tdn = /0 (0! (@) = [wolt — /0 (') ()de

et donc

4 4
/ ze *dx = [—xe‘ﬂé - / —e %dr = —4e - [e‘ﬂé =1—5e*
0 0

Ainsi,

4
/ e dr = —16e* +2(1 — 5e™*) =2 — 26e™*
0

» Exercice 27 )
Pour tout n € N, on pose [,, = / 2" In(1 + x)dx
0

1. Calculer I
2. Montrer que la suite ([,,) est positive et décroissante. Que peut-on en déduire ?
3. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n et tout z € [0; 1], 2" In(1 4+ z) < 2"
(b) En déduire que pour toutn € N, [, < p——
n
(¢) En déduire lim I,

n—+oo
4. (a) En effectuant une intégration par partie, montrer que pour tout entier naturel n, on a

In(2 1 Logpntl
I, = n(2) / v dx
0

_n+1_n+1 14+

(b) Etudier la convergence de la suite (n1),).
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1
m Correction27: 1. Onal, = / In(1 + x)dx. On procede a une intégration par parties, en

0
posant, pour tout réel z entre O et 1, u(z) = x (et donc v'(x) = 1) et v(x) = In(1 + z). Ainsi,

1 1
i
In(1 + z)dz = [zIn(1 + z)]; — d
[ @+ 2)ds = et + 2y - [ o
1
D’une part, [z In(1 + z)], = In(2). Par ailleurs, pour tout réel = € [0; 1], ] i o= 1— T2

Ainsi,
/1 In(1 + z)dz = In(2) — [ — In(1 + z)]; = In(2) — (1 — In(2)) = 2In(2) — 1

2. Pour tout entier naturel n, pour tout réel z € [0;1] ona 0 < 2™ < 2. Par ailleurs, pour
tout réel x € [0;1], 1 + x > 1 et donc, en appliquant la fonction logarithme népérien qui est
croissante sur [1; +o00[, on a donc que In(1 + x) > 0. Finalement, pour tout entier naturel n,
pour tout réel z € [0;1],0 < 2" In(1+x) < 2" In(1 + ). En intégrant cette inégalité entre
0 et 1, on a donc que, pour tout entier naturel n, 0 < I,,1 < I,,. La suite (1,,) est positive et
décroissante, elle est donc convergente.

3. (a) Pourtoutz € [0,1],1 < 14+ 2z < 2etdonc 0 < In(1 + z) < In(2), qui est lui-méme

inférieur a 1. Ainsi, pour tout entier naturel n et tout x € [0; 1], 2" In(1 + z) < 2"
(b) En intégrant cette derniere inégalité entre O et 1, on en déduit que pour tout n € N,

1
1, </ z"dz. Or,
0

1
n+1

(c) On sait que pour tout entier naturel n, 0 < [, <

Ainsi, pour tout entier naturel n, [,, <

.Or, lim 0= lim =
n + n—+oo n—+oo N, + 1

0. D’apres le théoreme d’encadrement, la suite (7,,) converge (ce que ’on avait déja

démontré) et lim [, =0
n——+o0o

In-i—l

4. (a) Soit n un entier naturel. Pour tout z € [0; 1], on pose u(z) = In(1 +z) et v(z) = 1
n

(on a alors v'(x) = x™). Par intégration par parties, on a alors

In _ |:$n+1 1n(1—|—x):|1 B 1 /1 l.nJrl i ln(2) B 1 /1 l,nJrl o
n+1 o n+1ljy 1+=x n+l n+1), 1+2

(b) Pour tout entier naturel n,

n[n:nln@)— 1 /1 and:v
n+1 n+1Jy 142
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. . L. n 1
Or, lim = 1 (on peut factoriser par n ou écrire = Il = ). Par
n—toom + 1 n+1 n+1
33” xn—l—l
ailleurs, pour tout réel = € [0; 1], > < o < 2" et donc, en intégrant entre 0 et 1,
T

1 1 gntt 1
< dz <
2(n+ 1) \/0 1rz il

Ainsi, en utilisant le théoreme d’encadrement, on trouve que cette intégrale converge et
1 n+1

que lim

dx = 0. Finalement, la suite (n/,,) converge et lim nl, = In(2).
n—-+oo 0 1 +x n—-+oo
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