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1. Cours : Suites et recurrence

Démonstration par récurrence

Exemple introductif, tiré de 1’épreuve de spécialité de Polynésie 2022 : On considere la suite (u,,) définie
par ug = 1 et, pour tout entier naturel n,

Unp,
1+ u,

Un+1 =

A I’aide de cette expression, il est possible de calculer les termes de la suite de proche en proche.

uop 1 1
[ ] = = — = —,
R I I
1 1
o UHY = = = £ = —,
Tl4w 144 373
1 1
u9 3 3 1
® U3 — = = = = —,
ST 14w 1417474
o ...

Toutefois, il n’est pas possible de calculer usg sans calculer tous les termes précédents... On souhaiterait
déterminer une expression de u,, en fonction de n pour tout entier naturel n.

D’apres les premiers termes de notre suite, il semblerait que pour tout entier naturel n, on ait u,, =

n+1
Cette formule fonctionne pour les rangs 0, 1, 2 et 3 mais qu’en est-il pour le reste ?

Un moyen de s’assurer que cette formule fonctionne pour tous les rangs est de la démontrer par récurrence.

Définition 1 : Lorsque I’on souhaite démontrer une proposition mathématique qui dépend d’un entier n, il
est parfois possible de démontrer cette proposition par récurrence.

Pour tout entier 7, on note P (n) la proposition qui nous intéresse. La démonstration par récurrence comporte
trois étapes

e Initialisation : On montre qu’il existe un entier ng pour lequel P(ng) est vraie ;
e Hérédité : on montre que, si pour un entier n > ng, P(n) est vraie, alors P(n + 1) I’est également ;
e Conclusion : on en conclut que pour tout entier n > ng, la proposition P(n) est vraie.

Le principe du raisonnement par récurrence rappelle les dominos que I’on aligne et que
I’on fait tomber, les uns a la suite des autres.

On positionne les dominos de telle sorte que, deés que I'un tombe, peu importe lequel,
il entraine le suivant dans sa chute. C’est I’hérédité. Seulement, encore faut-il
faire effectivement tomber le premier domino, sans quoi rien ne se passe : c’est
Pinitialisation.

& Si ces deux conditions sont remplies, on est certain qu’a la fin, tous les dominos seront
tombés : c’est notre conclusion.
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1 Démonstration par récurrence 12

m Exemple 1 : On considére la suite (u,,) définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n,

Un
U =
n+1 1 T U,
el " 1 "
Pour tout n € N, on note P(n) la proposition "u,, = 1
n

e Initialisation : Pour n = 0.

1 1
7:7:1:’11/0
0+1 1

La propriété P(0) est donc vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. On a donc u,, =

. A partir de ce résultat,
1
n+l+1 n+2

n+1
1

on souhaite démontrer que P(n + 1) est vraie, ¢’est-a-dire que w1 =

1 Unp
Nous avons donc u,, = ——. Or, up41 =

. Ainsi,
n+1 14+ up
1 1 1
RS = S = SR = QU SV S
warll = T -1 n+l = n42 -
ST mEor oo @l med s
On't bi ! P(n+1)estd i
n trouve bien que Uy = —— : P(n est donc vraie.
e T - | |
e Conclusion : La propriété est vraie au rang O et est héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier n.
. . 1
Nous avons montré que pour tout entier naturel n, on a bien u,, = Tk L]
n

Une propriété utile qui peut étre démontrée par récurrence est la suivante. Souvenez-vous en, elle reviendra
dans un prochain chapitre !

Propriété 1 — Inégalité de Bernoulli. : Soit a un réel strictement positif. Pour tout entier naturel n,
(I1+a)*>1+na

Démonstration 1 : Nous allons démontrer cette propriété par récurrence. Fixons-nous un réel a strictement
positif. Pour tout entier naturel n, on note alors P(n) la proposition "(1 + a)” > 1 + na".
o Initialisation : Prenons n = 0.
- D’une part, (1 +a)’ =1
— D’autre part, 1 + 0 X a = 1.
On abien (14 a)? > 1+ 0 x a. P(0) est donc vraie.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. On adonc (1 + a)” > 1 + na.
En multipliant des deux c6tés de 1’inégalité par (1 4 a), qui est strictement positif, on obtient alors que

(14a)"" > (14 na)(1+a).
Or,
(1+na)l+a)=14+na+a+na®>=1+n+1a+na®>>1+ (n+1)a

Ainsi, (14 a)"™ > 14 (n+ 1)a. P(n + 1) est donc vraie.
e Conclusion : P(0) est vraie et, si pour n € N, P(n) est vraie, P(n + 1)I’est aussi. Ainsi, d’aprés le
principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
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2 Suites majorées, minorées, bornées 13

On a bien montré que, pour tout entier naturel n, (1 4+ a)” > 1 + na. |

Une interprétation graphique de cette inégalité est possible.

La droite d’équation y = 1 + nz n’est autre que la tangente a la courbe
d’équation y = (1+x)™ al’abscisse 0. L’inégalité de Bernoulli dit donc
que la courbe se trouve au-dessus de la tangente lorsque z > 0.

Nous verrons, lorsque la dérivation n’aura plus de secret pour vous, que

7 cette remarque nous fournira une autre démonstration de 1’inégalité de
. Bernoulli.

Suites majorées, minorées, bornées

Définition 2 — Suites majorées, minorées, bornées. : Soit (u,,) une suite réelle. On dit que...

o ..(uy) est majorée s’il existe un réel M tel que, pour tout entier naturel n, u,, < M. Un tel réel M
est alors appelé majorant de la suite (uy,).

o ...(uy) est minorée s’il existe un réel m tel que, pour tout entier naturel n, u, > m. Un tel réel m est
alors appelé minorant de la suite (uy,).

o ...(uy) est bornée si (u,) est a la fois majorée et minorée.

Les majorants et minorants sont indépendants de n ! Bien que pour tout n > 0, on ait n < n?, on ne peut

pas dire que la suite (u,) définie par u, = n est majorée. Cette indépendance se traduit dans I’ordre des
quantificateurs employés dans la définition précédente (le majorant y apparait avant I’entier n).

m Exemple 2 : Pour tout n, on pose u,, = cos(n).

La suite (uy,,) est bornée puisque, pour tout entier n, —1 < u,, < 1. ]

= Exemple 3 : Pour tout entier naturel n, on pose v, = n? + 1. La suite (v,,) est minorée puisque pour tout
entier naturel n, v, > 1. En revanche, elle n’est pas majorée. n

m Exemple 4 : Pour tout entier naturel n, on pose w, = (—1)" n. Cette suite n’est ni majorée, ni minorée.m

Lorsque la suite est définie par récurrence, une majoration ou une minoration peut elle-méme &tre démontrée
par récurrence.

m Exemple 5 : On considére la suite (u,, ) définie par ug = 5 et pour tout entier naturel n, u,4+1 = 0.5u, + 2.
Pour tout entier naturel n, on note P(n) la proposition "u,, > 4".

e Initialisation : On a bien uy > 4. P(0) est donc vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire u,, > 4. En multipliant cette
inégalité par 0,5, on en déduit que 0.5u,, > 2. En ajoutant 2, on en déduit que 0.5u,, + 2 > 4,
c’est-a-dire up4+1 > 4. P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : Ainsi, P(0) est vraie et la proposition P est héréditaire. D’apres le principe de récur-
rence, on en conclut que pour tout entier naturel n, P(n) est vraie.
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SiI’on se donne une fonction f définie sur un ensemble I et une suite (u,,) a valeurs dans I telle que, pour tout
entier naturel n, u,11 = f(uy), 1’étude de la fonction f pourra également nous fournir des informations sur la
suite (uy,) étudiée.

m Exemple 6 : On considere une fonction f définie sur R et dont le tableau de variations est le suivant

T —00 -1 3 +oo
f \

On considere alors la suite (u,,) définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = f(uy).

0

Pour tout entier naturel 7, on considére la proposition P(n) : « 0 < u,, < 3 »

e Initialisation : On a bien 0 < ug < 3. P(0) est donc vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire 0 < u,, < 3.
La fonction f est décroissante sur I'intervalle [—1; 3], lequel contient I’intervalle [0;3]. 1l est alors
possible d’appliquer cette fonction a notre inégalité (attention, la fonction étant décroissante, I’inégalité
sera alors renversée).
Ainsi, on a f(0) > f(u,) = f(3). On sait par ailleurs que f(un) = un+1, que f(3) = 0 et que,
d’apres les variations de f, f(—1) > f(0), c’est-a-dire que 3 > f(0).
On en conclut donc que 3 > w41 > 0. P(n + 1) est donc vraie.

e Conclusion : Ainsi, P(0) est vraie et la proposition P est héréditaire. D’apres le principe de récur-
rence, on en conclut que pour tout entier naturel n, P(n) est vraie.

|
Suites croissantes, suites decroissantes
Définition 3 — Variations d’une suite. : Soit (u,,) une suite réelle et ng un entier naturel.
e On dit que (uy,) est croissante a partir de ng si, pour tout entier naturel n > ng, Up41 = Up.
e On dit que (u,) est décroissante a partir de ng si, pour tout entier naturel n > ng, Up+1 < Up.-
Etudier la croissance ou la décroissance d’une suite revient donc souvent 2 étudier le signe de Up+1 — Un.
= Exemple 7 : On considere la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par wu,, = n? — n.
Pour tout entier naturel n,
Unii —Un=M+1)2—(n+1)—n2—n)=n?4+2n+1-n—-1-n2-1=2n2>0
La suite (u,,) est donc croissante. "
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Propriété 2 : Soit (u,,) une suite strictement positive et no un entier naturel.
Unp+1

e (uy,) est croissante a partir de ng si, pour tout entier naturel n > ny, > 1.
mn

Un+1

o (uy) est décroissante a partir de ng si, pour tout entier naturel n > ny, < L

n

n
m Exemple 8 : On considére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel non nul n par u,, = —.
n

Pour tout entier naturel non nul », on a u,, > 0 et

2n+1
Uny1 _ p1 2" I _ 2n
U, 2n n+1" 2" n+1
n
Or, sin > 1, on a, en ajoutant n aux deux membres de I’'inégalité, 2n > n + 1 et donc > 1. Ainsi,
pour tout entier naturel non nul n, el > 1. La suite (uy,) est donc croissante. n
un

Encore une fois, lorsqu’une suite est définie par récurrence, ses variations peuvent également étre étudiées par
récurrence.

m Exemple 9 : On considére la suite (u,,) définie par ug = 4 et pour tout n € N, uy, 11 = /5 + up.

Pour tout entier naturel n, on note P(n) la proposition 0 < 1,11 < u,. Montrer que P(n) est vraie pour tout
n démontrera que la suite (u,,) est décroissante et minorée par 0, un résultat qui nous intéressera fortement
dans un prochain chapitre...

e Initialisation : ug = 4, u; = v/5 +4 = /9= 3. Onabien 0 < u; < ug. P(0) est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. On a alors

0 < Unt1 S up
En ajoutant 5 a chaque membre, on obtient
5<un+1+5<un+5

On souhaite "appliquer la racine carrée" a cette inégalité. La fonction x — /x étant croissante sur
I'intervalle [0; 00|, I’appliquer ne changera pas le sens de I’inégalité. On a donc bien

V5 < Vg1 +5 < Vg +5
D’une part, V5 > 0. D’autre part, \/Un+1 + 5 = Upy2 €t Uy + D = Up41. Ainsi
0 < Uny2 < Upt1

La proposition P(n + 1) est donc vraie.
e Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

3 Suites croissantes, suites décroissantes 16

Comme précédemment, si I’on dispose d’une fonction f que 1’on sait étudier et d’une suite (u,,) telle que pour
tout entier naturel n, u,4+1 = f(uy), il est sans doute possible d’utiliser les informations que nous avons sur la
fonction pour en déduire des informations sur notre suite.

Attention ! Ce n’est pas parce que la fonction f est croissante que la suite le sera également !

m Exemple 10 : On considere une fonction f définie sur R et dont le tableau de variations est le suivant

T —00 —1 3 5 +oo

On considere alors la suite (u,,) définie par ug = 3 et, pour tout entier naturel n, up+1 = f(uy,).

On souhaite montrer que la suite (uy,,) est décroissante et bornée par —1 et 5. Pour tout entier naturel n, on
considere alors la proposition P(n) : « —1 < up41 < up < 5»

e Initialisation : Onaup = 3etu; = f(ug) = f(3) = 2. Onabien —1 < uy < ug < 5. P(0) est donc
vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire —1 < up41 < up < 5.
La fonction f est croissante sur I'intervalle [—1; 5]. I est alors possible d’appliquer cette fonction a
notre inégalité (la fonction étant croissante, le sens de I’inégalité est conservée).
Ainsi, on a f(—1) < f(upt1) < f(un) < f(5). On sait par ailleurs que f(up) = upt1, que
f(tunt1) = un+t2, que f(5) = 5etenfinque f(—1) =12> —1.
On en conclut donc que —1 < up+1 < up < 5. P(n + 1) est donc vraie.

e Conclusion : Ainsi, P(0) est vraie et la proposition P est héréditaire. D’aprés le principe de récur-
rence, on en conclut que pour tout entier naturel n, P(n) est vraie.
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2. Exercices

Principe

» Exercice 1 — Voir le corrigé.
Soit 7 un réel. On rappelle qu’une suite (uy,) est arithmétique de raison r si pour tout n € N, w41 = up, + r

1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, = ug + rn.

2. Application : On considere la suite (u,,) arithmétique de premier terme uy = 4 et de raison r = 8
(a) Exprimer u,, en fonction de n
(b) Calculer u1g a I’aide de cette formule.

» Exercice 2 — Voir le corrigé.
Soit ¢ un réel. On rappelle qu’une suite (u,,) est géométrique de raison ¢ si pour tout n € N, u,+1 = quy,

1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, = ug X ¢".

2. Application : On considere la suite (u,,) géométrique de premier terme ug = 3 et de raison r = —2
(a) Exprimer u,, en fonction de n
(b) Calculer u12 a 1’aide de cette formule.

» Exercice 3 — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,) telle que up = 12 et pour tout entier naturel n, u,+1 = 3u, — 8. Montrer par
récurrence que pour tout entier naturel n, u, = 4 + 8 x 3.

» Exercice 4 — Voir le corrigé.
On considére la suite (u,) définie par u; = 1 et, pour tout entier naturel n,

Un

Untl = —F——=
u? +1

1. Calculer us et ug
2. Conjecturer une expression de u,, en fonction de n.

3. Démontrer cette conjecture par récurrence.

» Exercice 5 — Voir le corrigé.

. s . s . Up — 2
On considere la suite u,, définie par ug = 3 et, pour tout entier naturel n, u,11 = 5 n 5
Unp
Montrer que pour tout entier naturel n,
9 —8n
Uy —
" 348n

» Exercice 6 — Voir le corrigé.
Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n, on a

n(n+1)

1+243+...+n= 5
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» Exercice 7 — Voir le corrigé.
Soit n un entier naturel non nul et

Up=1+345+T+ -+ (2n—1)

1. Calculer uq, us, us, ugq
2. Conjecturer une expression simple de u,, en fonction de n puis démontrer cette conjecture par récurrence.

» Exercice 8 — Voir le corrigé.
On considere les suites (x,,) et (y,,) définies comme suit

{ g = —4 { Yo = 3
Pour toutn € N, x,,41 = 0.8z, — 0.6y, Pour toutn € N, y,+1 = 0.62,, + 0.8y,

Montrer que pour tout entier naturel n, 22 + y2 = 25. Interpréter géométriquement cette propriété.

» Exercice 9 — Suites arithmético-géométriques — Voir le corrigé.
Soit a et b deux réels, avec a différent de O et 1. On considere une suite (u,,) telle que, pour tout n € N,

Upy1 = aUp + b

1. Résoudre I’équation « = ax + b, d’inconnue réelle x. On note r la solution de cette équation.
2. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

up =a"(ug—r)+r

3. On propose de montrer ce résultat par une autre méthode. On considere pour cela la suite (c,,) définie
pour tout entier naturel n par ¢, = u, — 7.
(a) Exprimer ¢, en fonction de ¢, pour tout entier naturel n.
(b) Quelle est la nature de la quite (¢;,) ?
(c) En déduire une expression de ¢, puis de u,, en fonction de n, pour tout entier naturel n.

» Exercice 10 — Voir le corrigé.
On rappelle que pour tout entier naturel n, la fonction f,, : z — 2", définie sur R, est également dérivable, de
dérivée f! : x — n 2" ! Nous allons le démontrer par récurrence.

1. Montrer, a I’aide du taux de variation, que les fonctions f; : x — x et fo : x — 22 sont dérivables sur R
et donner leur fonctions dérivées.

2. Soit u et v deux fonctions dérivables. Rappeler la formule de la dérivée de uwv.

3. Pour tout entier naturel n, on pose P(n) la proposition "pour tout réel x, f/ (z) = n2""!". Démontrer
cette proposition par récurrence.

Suites majorées, minorées, bornées

» Exercice 11 — Voir le corrigé.
Dans chacun des cas suivants, déterminer si la suite (u,,) est majorée, minorée, bornée.

1
a u, =(—1)"+—pourn#0  b.u, =cos(n)+sin(n) ¢. u, = —3cos(n) + 2sin(n)
n
d. u, = 2cos(n) e. u, = cos(n) + 3 fouy =
. Up = 2cos(n) —n . Up, = cos(n S =
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» Exercice 12 — Voir le corrigé.

o . o . 2
On considere la suite (u,,) définie par uy = 2 et, pour tout entier naturel 7, u,4+1 = 10 Un + 8. Montrer par
récurrence que pour tout entier naturel n, u, < 10.

» Exercice 13 — Voir le corrigé.
Uy + 3

On considere la suite (u,,) définie par uy = 5 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = . Montrer que, pour

tout entier naturel n, 3 < up, <5

» Exercice 14 — Voir le corrigé.

On considere la suite (u,,) définie par ug = 1 et, pour tout entier relatif n, u,+; = . Montrer par

1+ u,
<up < L

DN | =

récurrence que, pour tout entier n,

» Exercice 15 — Voir le corrigé.
On considere la suite (v,,) définie par vyp = 0.3 et, pour tout entier naturel n, v,+1 = 4v,, — 41)2.

1. Pour tout réel = € [0; 1], on pose f(z) = 4x — 4x2. f est dérivable sur R. Donner une expression de
/' (x) pour tout réel x € [0;1]

2. Etudier le signe de f'(z)

En déduire les variations de f et en déduire que pour tout réel z, 0 < f(x) < 1.

4. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < v, < 1.

et

Suites croissantes, suites décroissantes

» Exercice 16 — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par u,, = 2n? — 24n + 3

1. Montrer que pour tout entier naturel n, upy1 — U, = 4n — 22
2. En déduire le sens de variations de la suite (u,,).

» Exercice 17 — Voir le corrigé.

. s . o . 1
On considere la suite (u,,) définie par ug = 5 et pour tout entier naturel n, u,+1 = iun +4

1. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u,, < 8
2. Montrer que pour entier naturel n, tup4+1 — Up = _iu" +4

3. Déduire des deux questions précédentes que la suite (u,,) est croissante.

» Exercice 18 — Voir le corrigé.
2uy,

24+ up,

On considére la suite (u, ) définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n, u, 11 =

1. Montrer que pour tout entier naturel n, u, > 0
2. Montrer que la suite (u,,) est strictement décroissante

» Exercice 19 — Voir le corrigé.
L . i ) 2
On considere la suite (u,,) définie par ug = 2 et pour tout entier naturel n, u,+; = gun — 7. Montrer que pour

tout entier naturel n, u,, > —21 et que la suite (u,,) est décroissante.
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» Exercice 20 — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,,) définie par ug = 5 et pour tout entier naturel n,
Un+1 = v/2u, — 1. Montrer que pour tout entier naturel n, u, > 1 et que (u,) est décroissante.

» Exercice 21 — Bac 2021 — Métropole — Voir le corrigé.
On considére la suite (u,,) définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n,

Sy, + 4

Unp+1 =
e Up + 2

est strictement crois-

1. Montrer que la fonction f définie pour tout réel x € [0; +oo[ par f(x) =

sante sur [0, + ool.
2. Montrer que pour tout entier naturel n,

0<up <upyr <4

» Exercice 22 — Bac 2022 — Centres étrangers — Voir le corrigé.

On considere les suites (ay,) et (by,) définies par ag = 0 by = 1 et, pour tout entier naturel n,
{ Angp =€
bpy1 =€ "

On rappelle que la fonction x — e~ * est décroissante sur R. Montrer que pour tout entier naturel n,

O<an<an+1<bn+1<bn<1
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3. Corrigés

Principe
» Correction 1 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel 2, on considére la proposition P(n) : "u, = ug + rn.

e Initialisation : Pour n = 0, on a bien ug + 7 x 0 = ug. P(0) est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire u, = ug + rn. Or, up41 = up, + 1.

Ainsi, up41 = ug +rn+1r =wug +r(n+1). P(n + 1) est donc vraie.
e Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

D’apres la question 1, , pour tout entier naturel n, on a u,, = 4 + 8n. Ainsi, ujg =4 + 8 x 18 = 144.

» Correction 2 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel 2, on considére la proposition P(n) : "u, = ug x ¢".

e Initialisation : Pour n = 0, on a bien 1y x ¢° = uy x 1 = ug. P(0) est vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire u,, = ug X ¢". Or, Up11 = q Up.
Ainsi, uy, 11 = ¢ X ug X ¢" = ug x ¢"*. P(n + 1) est donc vraie.

e Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

D’apres la question précédente, on a, pour tout n € N, u,, = 3 x (—2)". Ainsi, ujp = 3 x (—2)!2 = 12288.

» Correction 3 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel n, on considere la proposition P(n) : « u,, =4 + 8 x 3" ».

o Initialisation : Pour n = 0, onabien4 + 8 x 3° =4 + 8 x 1 = 12 = ug. P(0) est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire u,, = 4+8x 3". Or, u, 11 = 3u, —8
Ainsi, U1 =3(4+8x3") —8=3x4+3x8x3"—8=4+8x 3", P(n+1) est donc vraie.

e Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

» Correction 4 — Voir I’énoncé.

Ona
(3] 1 1
[ ) ’u2 = = = —
Jui+1l VIP+1l o V2
us NG NG 111 5 1
.'U,3=\/2 1: > :\/1+1:—2XF:—2X gzﬁ
us + 1 5 5
’ UCHETING :
1
Pour tout entier naturel non nul n, on pose P(n) : « up = — »
n
=1 = 1wy, P(1) est vraie.
Up

o Initialisation : —
val ,

e Hérédité : Soitn € N\{0}. Supposons que P(n) est vraie. On adonc u, = —=.0r, Uyt = —F———.
Vn uZ +1
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Ainsi,

1
n 1 1 1 1 1 n 1
Upt1 = = — X =— X = — X =
1\2 vn 1.1 Vn ntl  \/n n+1 n+1
() +1 " "

P(n + 1) est donc vraie.

e Conclusion : P(1) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P (n) est vraie pour tout entier naturel
non nul n

» Correction 5 — Voir I’énoncé.

9—8n
Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « u, = ».
pose P(n) : «un = 370

e Initialisation : m = % = 3 = ug. P(0) est vraie.

PP . . < g -8
e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, ¢’ets-a-dire u,, =

. On cherche a établir
8n

" _9-8(n+1) 9-8r—-8 1-8n
T 318(n+1) 3+8n+8 1l+8n

9—8n 9—8n—2(3+8n)
Up —2 . . 3+ 8n 3+8n
Or, Up11 Su. 15 insi, Up41 2X9_8n - 500 —8n) + 5(3 + &1) On a alors
34 8n 3+ 8n
9—8n—2(3+8n)X2(9—8n)+5(3+8n) 9—8n—2(3+8n)
u = =
il 3+ 8n 3+ 8n 2(9 — 8n) + 5(3 + 8n)
et donc
9—8n—6—16n 3 —24n
Up4+1 =

18 —16n + 15+ 40n 33 — 24n

. < [ . . 3(1—8n
En factorisant au numérateur et au dénominateur par 3, on obtient finalement u,4+; = Q
1—-8n

3(11 — 8n)
T+ 8n qui est bien le résultat voulu. P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : P(0) est vraie, P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

» Correction 6 — Voir I’énoncé.

Pour tout entier naturel non nul n, on note P(n) la proposition « 1 +2+3+ ...+ n

~ n(n+1)

2

’ . ‘o . 1x(1+1)

e D’une part, la somme de tous les entiers entre 1 et 1 vaut évidemment 1. Par ailleurs, ———
P(1) est vraie.

»

=1.
e Soit n un entier naturel non nul. Supposons que P(n) est vraie. On a alors

1 1 2 1 1 2
1+2+3+...+n+(n+1):7"(7“L ) ippr= et 2+l (ntDn+2)
2 2 2 2
P(n + 1) est donc vraie.

e P(1) est vraie, P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul 7.
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» Correction 7 — Voir I’énoncé.
Onaui=LlLu=14+3=4u3=14+3+5=9u1=14+3+54+7=16
Pour tout entier naturel non nul 7, on pose P(n) : « u, = n? »
e Initialisation : 12 = 1 = uy, P(1) est vraie.
e Hérédité : Soit n un entier naturel non nul. Supposons que P(n) est vraie. On a donc u,, = n2.0r,
Upy1 =14+34+54+7+---+2n—-1)+2n+1)—-1)=u,+(2n+1)
Ainsi, puisque u,, = n? par hypothése de récurrence,

Upp1 =n?+2n+1=(n+1)>2

P(n + 1) est donc vraie.
e Conclusion : P(1) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel
non nul n

» Correction 8 — Voir I'énoncé.
Pour tout entier naturel 7, on considére la proposition P(n) : « 22 + y2 = 25 ».

e Initialisation : Pour n = 0, on a bien 23 + y2 = (—4)% + 3% = 16 + 9 = 25. P(0) est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire 2 + y2 = 25. Alors,

22 4 4 y2 41 = (0,82, — 0,6y,) + (0,6, + 0,8y,)
En développant, on a

221+ Y2 = 0,642 — 0,967,y + 0,36y2 + 0,362 + 0,962,yy, + 0,64y
En simplifiant, on a donc

Tpi1 + Yni1 = T+ yp =25

P(n + 1) est donc vraie.
e Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Si I’on se place dans un repére orthonormé, pour tout entier naturel 7, le point de coordonnées (x,; y,, ) est sur
le cercle de centre 1’origine et de rayon 5.

» Correction 9 — Voir I’énoncé. )

_a'

On ax = ax + b si et seulement si x — ax = b si et seulement si 2:(1 — a) = b si et seulement si x = 1

Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « u, = a™(up — ) + 1 »

e Initialisation : a° x (ug — ) +7 = ug — r + 7 = up. P(0) est vraie.
e Hérédité : Soit n un entier naturel non nul. Supposons que P(n) est vraie. On a donc u,, = a"™(uy —
r) 4 r.0r,

Uni1 = atn +b=ax (a"(up—7) +7)+b=a""(ug—r) +ar+b
Or, r est solution de 1’équation x = ax + b. Ainsi, ar + b = r. Il en vient que

R (T

Up4+1 = @

P(n + 1) est donc vraie.

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

24

e Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N

Pour tout entier naturel n,
Cntl = Uptl —T =aly, +b—r
Or, r est solution de I’équation x = ax + b. Ainsi,
Cnt1 = Ay +b— (ar+b) =a(u, — 1) =a X ¢,

La suite (¢, ) est une suite géométrique de raison a

D’apres la question précédence, la suite (c,) est une suite géométrique de raison a. Ainsi, pour tout entier
naturel n,

cn=coxa"=(uy—r)xa"

Or, pour tout entier naturel n, ¢, = u,, — r et donc u,, = ¢, + r. On en conclut que, pour tout entier naturel n,

Up =a"(ug— 1) +7

» Correction 10 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel x et tout réel non nul A,
file+h)— fi(x) z+h-x

h
= =-=1
h h h

Ainsi, f; est dérivable sur R et pour tout réel z, f1(z) = 1. Par ailleurs, pour tout réel z non nul,

fo(x+h) — fa(z)  (x+h)?—2? :x2+2hx+h2—x2

=2z +h

h h h

Ainsi, fo est dérivable sur R et pour tout réel z, f}(x) = 2.
Soit u et v deux fonctions dérivables sur R. Alors uv est dérivable sur R et (uv) = u'v + uv’

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on considere la proposition P(n) : « la fonction f,, :  — z"
est dérivable sur R, de dérivée f/ : z +— na" ! »

e Initialisation : D’apres la question 1., fo est dérivable sur R et pour tout réel z, f5(x) = 2 = 2221
P(2) est donc vraie.
e Hérédité : Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Supposons que P(n) est vraie. Pour tout réel x

fn-i—l(x) =" =z xa" = fl(x) X fn(x)

Or, f; est dérivable sur R (question 1.) et f,, est également dérivable sur R par hypothése de récurrence.
Ainsi, f,,+1 est dérivable sur R et

fo1 = A X+ fix fy
Pour tout réel x,
flo@) =1xa"+rxna" ' =2"+na" =(n+1)2" = (n+ 1)z" 1

P(n + 1) est donc vraie.
e Conclusion : P(2) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel
n supérieur ou égal a 2
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Suites majorées, minorées, bornées

» Correction 11 — Voir I’énoncé.

a. Pour tout entier naturel n, —1 < (—=1)" < let0 < — < 1. Ainsi, —1 < (—1)" < 2. La suite (uy,) est

SEE

bornée.

b. Pour tout entier naturel n, —1 < cos(n) < 1et —1 < sin(n) < 1. Ainsi, —2 < cos(n) + sin(n) < 2. La
suite (uy,) est bornée.

c. Pour tout entier naturel n, —1 < cos(n) < 1 etdonc 3 > —3cos(n) > —3, soit —3 < —3 cos(n) < 3. Par
ailleurs, —1 < sin(n) < 1etdonc —2 < 2sin(n) < 2. Ainsi, —5 < —3 cos(n) + 2sin(n) < 5. La suite (uy,)
est bornée.

d. Pour tout entier naturel n, —2 < cos(n) < 2 et —n < 0. Ainsi, 2 cos(n) —n < 2. La suite (u, ) est majorée.
En revanche, elle n’est pas minorée.

e. Pour tout entier naturel n, —1 < cos(n) < 1. Ainsi, 2 < cos(n) + 4 < 4. La suite (u,) est bornée.

. n . .
f. Pour tout entier naturel n, 0 < n < n+ 1etdonc 0 < T < 1. La suite (uy,) est bornée.
n

» Correction 12 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel n, on consideére la proposition P(n) : « u, < 10 ».

e Initialisation : Pour n = 0, on a ugp = 2 et donc uy < 10. P(0) est vraie.

2 2
e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire u,, < 10. Ainsi, o 10 < <10 % 10

2 2
et ToUn +8 < 10 x 10 4 8, c’est-a-dire u, 41 < 10. P(n + 1) est donc vraie.

e Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

» Correction 13 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) : « 3 < u, < 5 ».

e Initialisation : Pour n = 0, on a ug = 5 et donc 3 < ug < 5. P(0) est vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire 3 < u,, < 5.

3+3 3 543
Ainsi, 3+3 < u, +3 <5+ 3et —; gu"; < —; , c’est-a-dire 3 < up41 < 4.

Or, puisque 4 < 5, on a donc bien 3 < up4+1 < 5. P(n + 1) est donc vraie.
e Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

» Correction 14 — Voir I’énoncé.

Pour tout entier naturel 2, on considére la proposition P(n) : « = < u, < 1.

2
1
o Initialisation : Pour n = 0, on a ug = 1 et donc 3 < up < 1. P(0) est vraie.
1 1
e Hérédité : Soitn € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire 3 S < up < 1. Ainsi, 5—1—1 <up+1<

.3 . . 1 . : .
1+1, c’est-a-dire 3 < up +1 < 2. On applique alors la fonction x — — a cette inégalité. Cette fonction
x
1 1 2
> —. Or, g < 1.

étant décroissante sur |0; +o00l, 1’inégalité est alors renversée. On a donc 3 > 150 22
Un,

1
On a donc bien — 5 < Upy1 < 1. P(n+ 1) est donc vraie.

e Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
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» Correction 15 — Voir I’énonceé. )
Pour tout réel x, f'(x) =4 — 8z. Ona f/(x) > 0 si et seulement si 4 — 8z > 0 si et seulement si = < 5 On

construit donc le tableau de signes de f’ et le tableau de variations de f sur [0; 1].

T 0 i 1
f(x) + 0 —
1
F T T~ O

En particulier, on voit que pour tout réel z € [0;1],ona 0 < f(x) < 1. Pour tout entier naturel 2, on pose
P(n):«0< v, <1»

e Initialisation : pour n = 0, on a vp = 0,3 et donc 0 < v,, < 1. P(0) est vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire 0 < v,, < 1. En utilisant les résultats
de la question précédente, on a alors 0 < f(v,) < 1, c¢’est-a-dire 0 < v,41 < 1. P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

Suites croissantes, suites décroissantes

» Correction 16 — Voir I’énoncé.
Soit n un entier naturel

Upi1 =2(n+1)> —24(n+1) +3=2(n*+2n+1) — 24n — 24 + 3
et donc
Upp1 = 2n% +4n +2 — 24n — 24 4+ 3 = 2n? — 20n — 19
Ainsi,
Uil — Up = 2n% — 200 — 19 — (2n? — 24n + 3) = 4n — 22
Etudions le signe de u,,+1 — un,, c’est-a-dire le signe de 4n — 22. On a 4n — 22 > 0 si et seulement si n > 5,5.
Ainsi, (u,) est décroissante jusqu’au rang 5 puis croissante a partir du rang 6. On a par ailleurs us = —67 et

ug = —69. Ainsi, (uy,) est en fait décroissante jusqu’au rang 6 puis croissante a partir de ce rang. Une autre
méthode consiste simplement 2 étudier les variations de la fonction x — 222 — 242 + 3.

» Correction 17 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « up, < 8»

e Initialisation : pour n = 0, on a up = 5 et donc u,, < 8. P(0) est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire u,, < 8.

1
On a donc S Un +4 < 3 X 8 + 4 c’est-a-dire u,+1 < 8. P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

1 1
Soit n un entier naturel, on a wup+1 — Up = §un +4—u, = —§un + 4.
1 1 1 1
Puisque pour tout entier naturel n, on a u,, < 8, on a donc _iu" > —5 x 8 et _Qu" +4 > —5 X 8 +4,

c’est-a-dire uy,+1 — uy, > 0. La suite (uy,,) est donc croissante.

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

27

» Correction 18 — Voir I’énonceé.
Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « u, > 0»

e Initialisation : pour n = 0, on a up = 1 et donc ug > 0. P(0) est vraie.

.. . . < . 2u
e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire u,, > 0. Or, up4+1 = # Up 41
Un
est donc le quotient de deux réels strictement positifs, il est donc strictement positif lui aussi. P(n + 1)

est vraie.
e Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

On a montré que pour tout entier naturel n, u, > 0. On peut donc déterminer les variations de la quite (u,,) en

Un+1

étudiant le quotient . Or, pour tout entier naturel n,

n

un+1__ 2un 1 2

= X =
Up, 24u, U 24+ uy,

Or, puisque u, > 0, il en vient que 2 + w, > 2 et donc que n < 1. Ainsi, pour tout entier naturel n,
Up

Un+1
Un

< 1, etdonc up4+1 < uyp. La suite (u,) est strictement décroissante.

» Correction 19 — Voir I’énoncé.
On rappelle qu’une suite décroissante vérifie que pour tout entier naturel n, u, = Up41

Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « up = tupy1 = —21 »

2 17 )
o Initialisation : pourn = 0,onauy = 2etu; = 3 X2—7= —3- On a bien ug > u; > —21. P(0)
est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire u,, > up+1 = —21.

2 2
Onadonc —uy, —7 2> —upy1 —7 = —21 X 3~ 7 c’est-a-dire up41 > Upt+o = —21. P(n+ 1) est vraie.

e Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

» Correction 20 — Voir I’énoncé.
On rappelle qu’une suite décroissante vérifie que pour tout entier naturel n, u, = un41

Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « uy = tupq1 = 1 ».

e Initialisation : pourn = 0,onauy =2=5etu; = V2xb—1= V9 = 3. On abien ug > u; > 1.
P(0) est vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire u,, > up+1 > 1.
On adonc 2u,, —1 > 2u,4+1 —1 > 2 x 1 — 1. On applique alors la fonction = — /x a I'inégalité. Cette
fonction étant croissante sur R, le sens de I’inégalité ne change pas.
Ainsi, 2up, — 1> 2upi1 — 1 2 /2 x 1T — 1, Cest-a-dire w11 = upio > —21.
P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

» Correction 21 — Voir I’énoncé.

La fonction f est dérivable comme quotient de fonctions dérivables sur [0, 4 oo, le dénominateur ne s’annulant
pas sur cet intervalle. De plus, pour tout réel positif x,

 5x(x+2)-1x(5r+4) 5r+10—5r—4 6

(z +2)? (2 42)? (z +2)?

f'(x)

Ainsi, pour tout réel positif z, f’(x) > 0. f est strictement croissante sur [0; +00]
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Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) : « 0 < u, < tpy1 < 4».

e 5x14+4 9
e Initialisation : Pourn = 0,onaug = letu; = 17_'_; =3~ 3etdonc 0 < up < up < 4. P(0) est
vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire 0 < wu,, < up4+1 < 4. La fonction
f étant strictement croissante sur [0; +oo[, on peut I’appliquer a cette inégalité sans en changer le sens.
Ainsi,

f(0) < flun) < flun+1) < f(4)
Or, f(0) = 2, qui est supérieur 2 0, f(uy) = tpt1, f(tnt1) = uny2 et f(4) = 4. il en vient que
0< Un+1 < Un+4-2 <4

P(n + 1) est donc vraie.
e Conclusion : P(0) est vraie. P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel .

» Correction 22 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : «0 < ap, < apy1 < bpy1 < by <1»

1 0,1

L 1 1
e Initialisation : pour n = 0,0n a ag = 10 bo=1,a1 = e —el=Zeth =e W =¢"

e
D’une part, puisque 10 > e, en appliquant la fonction inverse qui est décroissante sur R* , on a que
1 1 ,
— < —, c’est-a-dire ag < a1.
10 . e . . .
Par ailleurs, la fonction 2 +— e® étant croissante sur R. On a donc que e ! < e 0! < €0, ¢’est-a-dire
a; < by < by.
Finalement, on a bien que 0 < ap < a1 < by < by < 1. P(0) est donc vraie.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire 0 < a,, < ap41 < bpy1 < by < L

La fonction x — e~* étant strictement décroissante sur R, on a alors
&) > e > eIt > gTbntl S g7bn > o1

Et donc, puisque e~! > 0, on a, en lisant cette inégalité dans I’autre sens,
0 <apt1 < anyo <bpto <bpyr <1

P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.
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1.1

1. Cours : Limites de suite

Limite d’une suite
Limite infinie
Définition 4 — Limite infinie. : Soit (u,,) une suite réelle.

e On dit que u, tend vers +oo lorsque n tend vers +oo si, pour tout réel A, I’intervalle [A4; +oo] contient
tous les termes de la suite (u,,) & partir d’un certain rang. Autrement dit, il existe un entier naturel N
tel que, pour tout entier n > N, on a u, > A. On note alors lim w, = +00

n——+o0o
e On dit que u,, tend vers —oo lorsque n tend vers +o0o si, pour tout réel A, Iintervalle | — oo; A[
contient tous les termes de la suite (u,,) & partir d’un certain rang. Autrement dit, il existe un entier
naturel NV tel que, pour tout entier n > N, on a u,, < A. Onnote alors lim u, = —oco

n—-+o0o

La premiere définition traduit le fait que la suite dépasse n’importe quel seuil donné sans jamais repasser en
dessous par la suite. Attention, cela ne signifie pas que les termes de la suite sont de plus en plus grands ; une
suite qui tend vers +o0o n’est pas nécessairement croissante.

Ilustration : On a représenté graphiquement une certaine suite (u,,) ci-dessous. On se fixe un seuil A = 6.

On remarque que u12 > 6. Cependant, certains des termes suivants sont inférieurs a 6 : pour qu’une suite tende
vers 400, il faut que tous les termes a partir d’un certain rang soient au-dessus du seuil A, et ce, peu importe
le seuil A. On voit ainsi que, pour tout n > 22, il semblerait qu’on ait bien u,, > 6.

Le raisonnement que nous venons de tenir pour A = 6 tient pour toutes les valeurs de A, aussi grandes soient-
elles : la suite (u,,) tend vers +oc.

Naturellement, plus la valeur de A est grande, plus la valeur a partir de laquelle tous les termes de la suite sont
tous plus grands que A sera lointaine.

Il faut par ailleurs remarquer et insister lourdement sur le fait qu’une suite qui tend vers +oo n’est pas forcé-
ment croissante. Cette suite ici représentée en est un exemple. Il est également faux de dire qu’ une suite qui est
strictement croissante tend forcément vers +oo.
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m Exemple 11 : Pour tout n, on pose u,, = n°. u, tend vers +oo lorsque n tend vers +oc.
En effet, fixons un réel A.

e Si A < 0, alors pour tout entier naturel n, u, > A.

e Si A > 0, alors pour tout entier n supérieur ou égal a v/ A, on a n2 > VA", par croissance de la
fonction  +—+ x? sur R+. Ceci revient a dire que u,, > A.

Dans tous les cas, a partir d’un certain rang, tous les termes de la suite (u,,) sont au-dessus de A, peu importe
le réel A choisi : la suite (uy,) tend donc vers +oo. =

Il y a une différence entre une suite qui tend vers +oo et une suite non majorée. : évidemment, toute suite qui
tend vers +o0o n’est pas majorée, puisque pour tout réel A, il y a des termes de la suite supérieurs a A.

La réciproque est en revanche fausse sans davantage d’hypothese sur la suite. Considérons par exemple la suite
(uy,) définie pour tout entier naturel n par u, = (1 + (—1)")n. La suite (u,) n’est pas majorée : elle a des
termes arbitrairement grands. Cependant, elle ne tend pas non plus vers oo puisqu’un terme sur deux de cette
suite vaut 0. Elle ne reste donc pas supérieure a n’importe quel réel donné a partir d’un certain rang (elle est en
particulier en dessous de 1 tous les termes impairs).

Limite finie : suite convergente
Définition 5 : Soit (u,,) une suite réelle et [ un réel.

On dit que w,, tend vers [ lorsque n tend vers oo si, pour tout ¢ > 0, I'intervalle ] — &, [ + €[ contient tous
les termes de la suite (u,,) a partir d’un certain rang.

Autrement dit, pour tout € > 0, il existe un entier N tel que, dés que n > N, ona |u, —I| < e.

Ilustration : On a représenté graphiquement une certaine suite (u,,) ci-dessous.

X

WN
poeo -;-'-'-‘-‘-‘-‘-X it e S R Ko =g == X= B '( l

M M

X

N

La suite (u,,) semble tendre vers 2. Par exemple, pour ¢ = 0,4, tous les termes de la suite sont dans I’intervalle
12 —¢€;2 + €], soit |1,6 ; 2,4[ a partir du rang 7. Ce raisonnement vaut pour n’importe quel &, aussi petit soit-il.

Propriété 3 : Soit (uy,) une suite réelle, [ et I’ deux réels. Si u,, tend vers [ et u,, tend vers I’ lorsque n tend
vers +oo, alors [ = 1.

L’idée de la démonstration suivante est assez simple : elle consiste a montrer I’impossibilité d’étre a la fois tres

proche de [ et de [’ si ces deux valeurs sont différentes. Pour cela, on va trouver une valeur de ¢ pour lesquels

les intervalles |l — e,1 + e[ et ]I — &,1' + €[ sont disjoints, ce qui contredira le fait que ces deux intervalles

doivent tous deux contenir tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

U'+e
U —¢

[ +e¢
l—¢

L 8 1 0 0 o 0 o 0 0 1 o 0 o 0 e 0 o 0 0 £ 1 0 0 e 0 o (o 0 e 5 o iy o o _,_,_,_,_,,I ll
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Démonstration 2 : Supposons que [ # I/, par exemple que [ > I’. Soit £ un réel strictement positif.

e Puisque u,, tend vers [ en 400, I'intervalle || — €, + €[ contient tous les termes de la suite a partir d’un
certain rang N. En particulier, & partir d’un certain rang NV, tous les termes de la suite sont strictement
supérieurs al — ¢

e Puisque u,, tend vers [’ en +oo, I'intervalle ]I’ — €,1’ + ¢[ contient tous les termes de la suite a partir
d’un certain rang. En particulier, & partir d’un certain rang N’, tous les termes de la suite sont strictement
inférieurs a I’ + ¢

Ainsi, a partir de la plus grande valeur entre N et N, les termes de la suite sont a la fois strictement supérieurs a

[ — ¢ et strictement inférieurs & I’ + . Autrement dit, pour tout entier n > max(N,N’),onal—e < u, <l +¢
/

Puisque cela vaut pour n’importe quelle valeur de ¢, cela reste vrai en prenant par exemple € = (ce réel
est bien strictement positif puisque [ > ).
7/ 1 l l/ l l/
Ainsi, pour tout entier n > max(N,N’),onal — — <up <l + et donc <u, < eten
N = A . .. . /g c
particulier < — C’est impossible : notre supposition de départ, qui était que [ # !’ était donc erroné.

Par conséquent,onal = ['.

Le raisonnement que nous venons d’appliquer, qui consiste, en supposant une proposition vraie, a aboutir a une
conclusion fausse et a en déduire que la proposition de départ devait donc également étre fausse s’appelle le
raisonnement par I’absurde. D

Cette propriété nous permet de définir sans ambiguité la notion de limite d’une suite.

Définition 6 — Limite finie, suite convergente. : Soit (u,,) une suite réelle et [ un réel.

Si u,, tend vers [ lorsque n tend vers 400, on dit que [ est LA limite de la suite (u,) lorsque n tend vers

4o00. On note alors lim u, = [.
n—-+o00

Une suite qui admet une limite finie est dite convergente.

Dans le cas contraire, on parle de suite divergente : cela regroupe les suites qui ont une limite infinie mais
aussi les suites qui n’admettent pas de limite.

2n +1
dn+5 )
Pour se faire une idée de la limite, il est possible de calculer quelques termes de la suite. Ainsi, ug = 5

m Exemple 12 : Pour tout entier naturel n, on pose u,, =

1
Ul = = ~ 0.467, u190 = 105 ~ (.496... Il semble que la suite soit convergente et que sa limite vaille 3

Pour le prouver formellement, repassons pas la définition : pour n’importe quel € > 0, il faut trouver un rang

1 1
N a partir duquel, pour tout n > N, on ait u,, € } 5~ €5 3 + 5{.
Soitn € N,
1 2n41 1 an + 2 dn +5 -3
U, = = = = =

2 4n+5 2 2(4n+5) 204n+5) 2(4n+5)
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Cette quantité est négative. On a alors

3
“"_2‘ = 2(4n +5)

Fixons alors € > 0. Ainsi,

u—1 <es ——<e& <%©4n+5>i@n>i—§
"2 2(4n + 5) dn+5 " 3 2 8 4
. . 3 1 1 . .
Ainsi, pour tout ¢ > 0, des que n > % 1 onauy, € 5~ & > + £|. La suite (u,,) est bien convergente
1
et sa limite vaut —.
. 3 5
Par exemple, si ¢ = 0.001, ona — — — = 374.99.
8 4
Ainsi, pour tout entier n > 375, on a 0.499 < wu,, < 0.501. [

Nous verrons tres bientot des résultats qui nous permettront de passer outre cet aspect formel. Méme si une telle
démonstration de la convergence d’une suite n’est que rarement demandée en classe de terminale, comprendre
les bases de ce raisonnement constituera un avantage certain dans les études supérieures.

Propriété 4 : Si une suite est convergente, elle est bornée. Par contraposée, si une suite n’est pas bornée,
elle ne peut étre convergente.

La réciproque est fausse : toute suite bornée n’est pas convergente.

Par exemple, pour tout n, prenons wu,, = (—1)". La suite (u,) est bornée puisque, pour tout n, —1 < u, < 1.
En revanche, elle n’est pas convergente : ses termes de rangs pairs valent tous 1 et ses termes de rangs impairs
valent tous —1. Une limite étant unique, la suite (u,,) ne peut étre convergente.

1.3 Limites de suites usuelles
Propriété 5 : Les limites suivantes sont a connaitre

. . . 1
lim n =400 lim n?=+o0 lim — =0
n—+oo n—+o00 n—+oo n
Plus généralement, pour tout entier naturel non nul o, lim n® = +ocet lim — =0.
n——+00 n—-+oo N
lim +/n = +o0 lim e" = +oo lim e =0
n—-+0o n—-+0o n—-+00

Les suites (cos(n)), (sin(n)) et ((—1)™) n’admettent quant a elles pas de limite lorsque n tend vers +oo.
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Opérations sur les limites

Limite de la somme
Propriété 6 : On considere deux suites réelles (uy,) et (vy,) et deux réels [; et lo.

lim  w, l1 I l 400 —00 400
n—-+00

lim v, lo +00 —0 +00 —00 —00
n—+00

Hm (up +vp) | 11+ 1o +00 —00 +00 —00 Indéterming
n—-+o0o

Démonstration 3 : Bien qu’elles ne soient pas explicitement au programme, les démonstrations de ces résul-
tats permettent de manipuler et comprendre les définitions des différentes limites de suite.

On s’intéresse ici au cas ot lim wu, = +ooet lim v, = 4o00. Les autres démonstrations pourront étre
n—-4oo n—-4oo

traitées en guise d’exercice.
Soit donc A un réel.
e Puisque hr_{l u, = 400, il existe un entier naturel N; tel que, pour tout entier
—+00

n
e Puisque lirf vy, = 400, il existe un entier naturel Ny tel que, pour tout entier
n—-+0oo

S 3

> Np
=

9 2
Ns,onau, >

Posons alors N = max(NN1,N2). Alors, pour tout entier naturel n > N, on a u, + v, > A+ 0 et donc
Up + v, = A. Ainsi, on a montré que lim (u, + v,) = 00 &)
n—-+o00o

m Exemple 13 : Pour tout entier naturel 7, on pose u,, = n? + e~ " — 4.

Onsait que lim n? = +oo, lim e ™ =0et lim (—4) = —4. Ainsi, lim u, = 400 .
n——+0o00 n—-+00 n—-+00 n——+00
Les cas ou lim wu, = +ooet lim v, = —oo n’obéissent a aucune regle précise : il faut les traiter sé-
n—-+o0o n—+0o00

parément. L’expression "Forme indéterminée" ne signifie pas qu’il est impossible de déterminer une éventuelle
limite : il précise simplement qu’il nous est impossible d’appliquer directement les regles de calcul sur les
limites de suite.

La limite de la somme peut alors aussi bien étre 0, 1, +00, —oo ou peut méme ne pas exister du tout !

m Exemple 14 : Pour tout entier naturel n, on pose u,, = n, v, = 1 —netw, = n>+n

Onaalors lim wu, = +ocoet lim wv, = —oo. Il n’est pas possible de conclure sur I’éventuelle limite de
n——+0o00 n—-+0oo
la suite (u,, + vy,) avec ces seules informations.

Or, pour tout entier naturel n, u,, + v, = 1 et on en déduit que liI_'I_l (up, +vp) = 1.
n——+0oo

Par ailleurs, lim w, = +ocoet lim v, = —oo. La encore, il n’est pas possible de conclure sur
n——+0o0o n—+o0o
I’éventuelle limite de la suite (v, + wy,) avec ces seules informations.

Or, pour tout entier naturel n, v,, + w, = n® + 1. Ainsi, lirf (v + wy) = +00.
n——+0oo

Nous avons la deux exemples o la somme de limites "co — oo" produit des résultats totalement différents.m
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2.2 Limite du produit

Propriété 7 : On considere deux suites réelles (uy,) et (vy,) et deux réels [; et lo.

lim Un, ll ll 75 0 oo 0
n—-+4o0o

lim v, lo 00 00 '9)
n—+400

Hm  (upvy) | 11 lo oo (.8.) oo (.8.) Indéterminé
n—-+00

r.s. : Regle des signes

3
m Exemple 15 : Pour tout entier naturel non nul n, on pose u,, = ( - 4) x (n? 4+ 2y/n).
n

e lim §:()donc lim (3—4>:—4.

n—-+oo N, n—4+oo \Nn

e lim n?=+ocoet lim /n = +oco. Ainsi, lim (n®+ v/n) = +oc.
n—-+00 n—-+00 n—-+oo
e Finalement, d’apres les regles de calcul de limite d’un produit, liI_’I_l Uy = —O00.
n—-+00
]
2 2

m Exemple 16 : Pour tout entier naturel non nul n, on pose u, = —, v, = n et w, = n*.
n

e Ona lim wu, =0, lim v, = 4oo. Par ailleurs, pour tout entier naturel non nul n, u, v, = 2.
n——+0o n——+o0o

Ainsi, lim (u,v,) = 2.
n—-+o0o

e Ona lim wu, =0, lim w, = 4o0. Par ailleurs, pour tout entier naturel non nul n, u, w, = 2n.
n—-4oo n—-+oo

Ainsi, lim (uyv,) = +oo.
n—-+4o0o

On voit sur cet exemple que le produit d’une limite infinie et d’une limite qui vaut O peut aboutir a plusieurs
résultats différents. ]

2.3 Limite du quotient
Définition 7 : Soit (u,,) une suite réelle et a un réel.

e On note lirJrrl up, = a* si u, tend vers a lorsque n tend vers +oo ET s’il existe un entier N tel que,
n—-+00

pour tout entier naturel n supérieur a N, on a u,, > a.

e On note lir}rq Uy = a~ Siuy tend vers a lorsque n tend vers +-oo ET s’il existe un entier NV tel que,
n——+0o0

pour tout entier naturel n supérieur a N, on a u,, < a.

1 1
m Exemple 17 : On sait que lim <1 — > = 1. Or, pour tout entier naturel non nul n, 1 — — < 1. On
n——+0oo n n

pourra alors écrire  lim (1 = —) =1". L]
n—-+oo n

Cette petite subtilité nous est notamment utile lorsque 1’on étudie la limite de quotients dans certains cas...
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Propriété 8 : On considére deux suites réelles (uy,) et (vy,) telles que (vy,) ne s’annule pas a partir d’un
certain rang. On consideére deux réels [; et l9, avec lo # 0.

lim Un l1 ll l1 7é 0 o0 0 o0
n——+400
lim v, Il #0 00 0F ou 0~ 5,07 ou 0~ 0 00
n—-+oo
[
lim <“"> 1 0 00 (.) 50 (&5.) Indéterminé
n—+o0o \ Uy Iy

r.s. : Regle des signes

142

n

3+n

m Exemple 18 : Pour tout entier naturel non nul 7 on pose u,, =

2
Ona lim (1 + —) =1let lim (3+n)= +oo. Ainsi, lim wu, =0. "
n

n—-+00 n—-+00 n——+0o

. 1—n

m Exemple 19 : Pour tout entier naturel non nul n on pose u,, = ﬁ
e_ _
n

. . - 1 . .
Ona lim (1—-n) = —coet lim (e O ) = 0. Par ailleurs, pour tout entier naturel non nul n,
n——+00 n——+o00 n

1
e "+ % > 0. Onaenfait lim (e‘” + ) =0"
n

n—-+o0o

Ainsi, lim wu, = —oo (ne pas oublier d’appliquer la régle des signes !). ]
n——+o0o

3 Formes indéterminées

3.1 Factorisation par le terme dominant

m Exemple 20 : Pour tout entier naturel n, on pose u, = 4n? + 2n + 3 etv, = 3n?> + 7n — 1.

N 52 . g Un, . N ..
On cherche a déterminer lim —. Or, en utilisant les régles sur les calculs de limites, on trouve que
n—+00 Uy,

. . n w n

lim wu, = 4+ocoet lim v, = +00. On se retrouve dans le cas "—".

n—-+4oo n—-+oo 0

I est toutefois possible de factoriser u,, et v,, par leur terme de plus haut degré (ici, n? dans les deux cas).

Pour tout entier non nul n, on a donc

2 3 2 3
2 2.2
Un_4n2+2n+3_n(4+n+n2> 4+ﬁ+ﬁ
1

v 3n2 -1 7 1
Uy 3N 4+ Tn-—1 n2(3+—2) 34— —
n o n n o n
. 3 ) 1
Or, lim 4—1——4——2 =4et lim 3—1————2 =3
n—-+00 n n n—+00 n
4
Ainsi, lim % =" .
n—+oo vy, 3
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3 Formes indéterminées 37

Il est a noter qu’avant de se lancer dans la factorisation par le terme dominant, il faut s’assurer que celle-ci est
nécessaire : en voulant lever une forme indéterminée inexistante, on peut tres vite se retrouver a en créer une
involontairement.

Quantité conjuguée
La partie suivante s’intéresse aux formes indéterminées faisant intervenir des racines carrées.
Propriété 9 : Soit (u,,) une suite réelle positive et a un réel positif.

e Si lim wu, =a,alors lim +/u, =+a
n—-+o0o

n—-+00
e Si lim w, = +4oo,alors lim +/u, = +o0
n——+00 " ’ n—+o0o "

4n? 4+ 1
n

m Exemple 21 : Pour tout entier naturel non nul n, on pose u,, =

. 1
D’une part, pour tout entier naturel non nul n, 4n? + 1 = n? (4 + 2) et donc
n

1 1 1
Vian? +1=4/n? (4—}— 2> =VnZx 4+ 5 =nx\/4+ =
n n n
.. . / 1 . 1 .
Ainsi, pour tout entier naturel n, u, = /4 + e Or, lim (4 + 2) —4etdonc lim wu, = Vi=2.u
n n—-+oo n n—-+oo

Lorsque I’on est en présence d’une différence de racines carrées \/a — /b, on peut multiplier et diviser par la
quantité conjuguée v/a + v/b.

L objectif est ici d’utiliser 1’identité remarquable (z — y)(z + y) = 22 — y>. En particulier, dans le cas des
racines carrées, cela entraine que, pour tous réels strictement positifs a et b,

(Va— Vo) (Va+Vb) =va' Vb =a—b

m Exemple 22 : Pour tout entier naturel non nul n, on note u,, = v/n + 1 —+/n — 1. Il s’agit de la différence
de deux termes qui tendent vers 400, il n’est pas possible de conclure directement sur sa limite. Or,

vi+l+vn—-1 n+l1-(n-1) 2

i = (VL = ) e T VRt Tiva T Varlivaol

Le numérateur vaut 2 et le dénominateur tend vers +o0o. Ainsi, lirf u, = 0. [
n——+0oo
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2. Exercices

Limite d’une suite

» Exercice 23 — Voir le corrigé.
Pour tout entier naturel n, on pose u, = \/n

1. Résoudre I’inéquation u,, > 100

2. Résoudre I’inéquation u,, = 100000

3. Soi A un réel quelconque. Résoudre I’inéquation wu,, > A
4. Que peut-on en déduire sur la limite de la suite (uy,) ?

» Exercice 24 — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,,) définie pour tout n € N par u,, = 4 — 3n.

1. Calculer usp, w70, u1000- Quelle semble étre la limite de la suite (u,) ?
2. Soit A un réel. Résoudre 1’équation u,, < A, d’inconnue n € N.
3. Que peut-on en conclure sur la limite de la suite (uy,) ?

» Exercice 25 — Voir le corrigé.

1  sinestpremier .
{ 9 P . A-t-on lim wu, =+oc0?

Pour tout n € N, on note u,, = .
n* sinon n——+00

» Exercice 26 — Voir le corrigé.
3—5n

————. Quelle semble étre la limite de la suite (u,,) ?
10n + 2

Pour tout n € N, on pose u,, =

» Exercice 27 — Voir le corrigé.
PRI . , . . u
On considere la suite (u,,) définie par ugp = 12 et pour tout entier naturel n, w41 = 7" + 2.

1. Quelle semble étre la limite de la suite (u,) ?
2. Cette limite change-t-elle si ug = 3 ?

» Exercice 28 — Voir le corrigé.
3n+6

n+1"
Donner des valeurs approchées au centieme de w10, w100, %1000
La suite (u,,) semble-t-elle convergente ? Quelle serait sa limite ?

On considere la suite (u,,) définie pour tout n € N par u,, =

Montrer que pour n € N, up, — 3 = T Quel est le signe de cette quantité ?
n

Ll e

En déduire que |u, — 3| = u, — 3. On rappelle que la valeur absolue d’un réel = vaut x si ce réel est
positif et —x sinon.
5. Soit € > 0. Résoudre I’inéquation |u,, — 3| < &, d’inconnue n € N. Conclure

» Exercice 29 — Voir le corrigé.
Pour tout entier naturel n, on pose u,, = (—1)". La suite (u,,) semble-t-elle avoir une limite ?

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr



http://mathoutils.fr

39

Opérations sur les limites

» Exercice 30 — Voir le corrigé.
Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite, si elle existe, de la suite (u,,) définie pour tout entier naturel
non nul n,

1
a.u, =n’+n b. u, = — —n3 C.u, =¢e " +3n
n
1 1 1 1
du,=—+—-5+n e u, = —6n2+1+ — f.u, = T
non n n
2\ ( 5 , )
gu,=(2n+1)( = +2 hou, =(3+=) (5 -2 i up = /n—nyn
n n
n 6+ 3% -143
[ - koup = =2 Lu, =—7-"
1+5 ﬁ_l n2
1 3 3
m. u, =n?—n nun:(l—><2 ) 0. Up = TV
n 2 2
1+ =
n
p. u, = —2n% — > q. u, = > .U :(3n+1)<—2>
n n+1 " 1-n " n

» Exercice 31 — Voir le corrigé.

Donner deux suites (uy,) et (v,) t.q. lim u, = 400, lim v, =0et lim (uyv,)=0.
n——+oo —+00

n n—-4o0o

» Exercice 32 — Voir le corrigé.

Donner 2 suites (uy,) et (v,) t.q. lim wu, =400, lim v, =—ccet lim (u, +v,) =3.
n—-+o0o n—-+4oo n—-+4o0o

» Exercice 33 — Voir le corrigé.

Démontrer la propriété suivante : soit (uy,) et (v, ) deux suites telles que lim u, = +occet lim v, =1 € R,
n—+oo n—+o00

alors ngrfoo(un + vp) = +00.

» Exercice 34 — Voir le corrigé.
Soit (u,,) une suite convergente et (v,,) une suite divergente. En procédant par 1’absurde, montrer que la suite
(un, + vy) est divergente.

Formes indéterminées

» Exercice 35 — Voir le corrigé.
En factorisant par le terme dominant, déterminer la limite de la suite (u,,) dans chacun des cas suivants.

a 3 +2n -5 b n?+1 . 1—2n3
Uy = ————————— Uy = ——— Uy = ———=
" 2 — 4n3 " n+3 " n2 —3n3
1
2
1—6nt —1)(n?+1 L'y
d. u, n e U, = (n )(n" +1) f.ou, = n pour n > 0

TS ronZ 11 2 — 3n2 n3 +3
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» Exercice 36 — Voir le corrigé.
Déterminer les limites suivantes

1
a. lim <4n3 +2n° +5+ —2) b. lim (—5n3 +2n® + 4n — §>
n—-+4oo n n—-+oo n
4 4 5
n*+nd+2n— = n7—|—2n5—4n3+2—7+—8
c. lim n d. lim n_ n

n——+o00 n——+00

2
—n? —b5n+ — 3T +4n? —5n? + —
n n

» Exercice 37 — Suite auxiliaire — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,,) définie par

U(]Il

Pour tout entier naturel n, u, 1 =

6 — up,

1. Calculer u; et us

2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u,, < 3
1

3 — uy

3. Pour tout entier naturel n, on pose a,, =
3a, — 1

Gn

(a) Justifier que pour tout entier naturel n, u,, =

. 1 . .
(b) Montrer que pour tout entier naturel n, a,4+1 = a, + —. Pour cela, on exprimera a,1 en fonction

de u,+1, puis en fonction de u,,, puis en fonction de a,.
(c) En déduire que la suite (a,,) est arithmétique. Préciser sa raison et son premier terme.
(d) Exprimer a,, puis u, en fonction de n pour tout entier naturel n.
(e) Quelle est la limite de la suite (u,,) lorsque n tend vers +oo ?

» Exercice 38 — Voir le corrigé.
Déterminer la limite de la suite (u,,) dans chacun des cas suivants

au,=+vn—3—+vn+38 b. u, =vn+2+vV2n+5
1
d. up, = VaAn +3 — V4n + 2

C Uy =
Y Vn+1-vn+2

» Exercice 39 — Voir le corrigé.
Pour tout entier naturel n > 1, on pose u, = vVn2 +3n —2 —v/n2 —n — 1.

1. En utilisant la quantité conjuguée, montrer que pour tout entier naturel n > 1

_ 4dn —1
V2 3n—24vVnZ—n—1

Un

2. Montrer que pour tout entier naturel n > 1,

3. En déduire, si elle existe, la limite en 400 de la suite (uy,).
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3. Corrigés

Limite d’une suite

» Correction 23 — Voir I’énoncé.
Puisque n > 0, u,, > 100 si et seulement si n > 1002 ¢’est-a-dire n > 10000.

Puisque n > 0, u,, = 100000 si et seulement si n > 1002 ¢’est-a-dire . > 10000000000.
On considere un réel A quelconque.

e Si A < 0, alors pour tout n, u,, > A.
e SiA>0,onsatque/n> A& n> A2, Ainsi, dés que n > A2 on au, > A et ceci est valable
quelque soit la valeur de A

Puisque pour tout A, on a u,, > A a partir d’un certain rang, on peut en conclure que lirf Up = +00
n—-—+00

» Correction 24 — Voir I’énoncé.
On a ugy = —86, uzg = —206, uigoo = —2996. Il semble que la limite de la suite (u,,) soit —oo.

. . . . A—4 .
u, < Asietseulement si4 — 3n < A siet seulement sin > —5 Puisque pour tout réel A,onau, < Aa

partir d’un certain rang, on peut en conclure que lirf Uy = —00
n—-+0oo

» Correction 25 — Voir I’énoncé.

Cette suite tend pas vers +oo. En effet, on rappelle qu’il existe une infinité de nombres premiers, et donc une
infinité de valeur de n pour lesquels u,, = 1. Prenons en particulier A = 2 dans la définition de la limite infinie.
On a donc que, pour tout [V, il existe un rang n > N tel que u,, < 2 : il n’est pas possible d’avoir tous les
termes de la suite supérieurs a 2 a partir d’un certain rang. La limite de la suite ne peut donc étre +oc.

» Correction 26 — Voir I’énoncé.

1
Il semble que la limite de la suite (u,,) soit —3

» Correction 27 — Voir I’énoncé.
Il semblerait que la limite de cette suite soit 4. On obtient la méme limite si on prend ug = 3.

» Correction 28 — Voir I’énoncé. 3006
Onauyg = 11 : ?.272, U100 = 101 ~ 3.030, w1900 = TooL ~ 3.003. Il semblerait que la suite (u,,) soit
convergente, de limite 3.

3 6 3 1 3 6—3n—3 3
Pourn € N, u,, — 3 = ntb_ (n+1) _ont n = . Puisque cette valeur est positive,

3+1 n+1l n+1 n+1
ona|un—3\=un—3=n+1
3 1 1 3
Soite>0.0na|un—3|<€<:>—<€<:>i>—<:)n>——1
n+1 3 € €

. R 3 . .
Ainsi, pour tout ¢ > 0, dés que n > — — 1, on a |u, — 3| < e. Ainsi, la suite (uy) est convergente et
€

lim wu, = 3.
n—-+00
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» Correction 29 — Voir I’énoncé.
Les termes de rang pair de cette suite valent 1 alors que les termes de rang impair valent -1. Cette suite n’admet
pas de limite.

Opérations sur les limites

» Correction 30 — Voir I’énoncé.

a. Onsait que lim 72 = +o0, lim +/n = +ooc.
n—-+00 n—-+00

Ainsi, d’apres les régles de la limite de la somme, lim n%+ v/n = 400

n—-+00
. .1 . 3
b. Onsaitque lim — =0et lim —n® = —oo0.
n—+oo n n—-+oo
Ainsi, d’apres les regles de la limite de la somme, lim ( — n3) = —00
n—+o0o \ N

c. Onsaitque lim e

=0et lim (3n)=4occ.
n—-+o00 n—-+o0o

Ainsi, d’apres les regles de la limite de la somme, lim (e_” =+ 3n) = +o00

li
n—-+o0o

. . 1 . 1 )
d. Onsaitque lim — =0, lim — =0et lim n = +4oo.
n—-+oo N n—-+00 n2 n—-+00

Ainsi, d’apres les regles de la limite de la somme, lim ( + =+ n) = 400
n—+o0 \ N n

1
e. On sait que lim —n?=—-00, lim = =0et lim 1=1.
n—-+4oo n—+oo n n—-+oo
Ainsi, d’apres les regles de la limite de la somme, lim <—6n2 + 1+ > = —00
n—-+oo n
n+1 1 n 1 1
f. Pour tout entier naturel non nul n, 2 + — =14 —.0Onsaitque lim —=0et lim 1=1.
n n n n—+oo n n—-+00

1
Ainsi, d’apres les regles de la limite de la somme, lim ( + n) =1
n—-+oo n

1 1
g. D’une part, lim (2n + 1) = +o0. D’autre part, lim — =0d’ou lim (— + 2> =2.

n—-+oo n—+oo n n—+00 \ 1

1
Ainsi, d’apres les régles de calcul de la limite d’un produit, lim (2n + 1) ( + 2) = +o0.
n

li
n—-+o0o

2 2 5 5
h.Ona lim — =0,dou lim (3 + ) = 3. D’autre part, lim — = 0Od’ou lim <2 — 2) = -2
n

n—-+oo N n—-+00 n—-+oo N n—+o0o \ N

2 5
Finalement, par produit de limites, lim (3 + > <2 - 2) =3 x(—2)=—6.
n/ \n

n—-+00

i. Si ’on fait la limite de chaque terme de la somme, on aboutit a une forme indéterminée, de type "oo — oco". 1l

faut donc factoriser u,,. Pour tout entier n, u,, = v/n(1—n?). Or, lim /n =+occet lim (1—n?) = —oo.
n—-+00 n——+0o0o
Ainsi, lim w, = —oo.
n——+00

1 1
lim e" = 4o00. D’autre part, lim — =0d’ou lim <1 + ) =1.
n——+oo n—+oo N n—+00 n
n

j- D’une part,

Finalement, lim = 40

n—-+oo

1+

<6+ 32> — 6. D’autre part, lim 5 =0dou lim (5 — 1> =—1.
n

1
n
. 3 N
k. Ona, lim — = 0Odou lim
n—-+oo M n—+oo \n

n——+oo N n—-+o0o
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3
6+5 6
Finalement, lim n~ — — — _6.
n——+oo E 1 —1

n

3 1 :
. D’une part, lim — = 0,dou lim (1 + ) = 1. Par ailleurs, lim — = 0 par valeurs supérieures.

n—+oo n n—+o0o n n—+oo n
3
1+ —
Ainsi, lir}rl 1 = +4oo. Il est également possible de remarquer que dans ce cas, pour nous n > 0,
n—-+00o
n2

3 . .
Up = n? <1 + —) et utiliser les regles de calcul sur un produit.
n

m. Si’on fait la limite de chaque terme de la somme, on aboutit a une forme indéterminée, de type "oco—oo". Il
faut donc factoriser u,,. Pour tout entier naturel n, u,, = n(n—1). Or, lim n =+4occet lim (n+1) = 4o0.
n—-4o00 n—-+4o0o
Ainsi, lim wu, = +oo.
n——+o0o

1 3
n. D’une part, lim (1 — > = 1. D’autre part, lim (2 + 2) =2.
n—+o0o n n—+oo n
Ainsi, par limite du produit, lim wu, =2
n—-+o0o

2
0. D’une part, lim (3 + v/n) = +oo. D’autre part, lim (1 + —) = 1. Finalement, lim wu, = +oo.
n—-+00 n —+00

n—-+00 n
, . 2 , . 5 S

p. D’une part, lim (—2n° = —oo. D’autre part, lim —— = 0. Ainsi, lim w, = —oc0

n——+00 n—+oo N n—-+o0
g. Puisque lim (—1—n)= —oo,ona lim wu, =0.

n—-+0o0o n—-+00
1 . - N

r. D’une part, lim (3n + 1) = +oc0. D’autre part, lim (— — 2) = —2. Ainsi, en utilisant la regle des

n—-+oo n—+oo \ N
limites sur les produits, lirJrrl u, = —o0 (ne pas oublier la régle des signes).

n—-+00

» Correction 31 — Voir I’énoncé.

. 1 . .
Pour tout entier naturel non nul n, on pose u, = n et v, = —5- Ona lim u, = +ooet lim v, =0. Or,
n n—-+o0o n—-+o0o

. 1 ... ..
pour tout entier naturel non nul n, u,v, = —. Ainsi, lim (uyv,) =0
n n—4o00

» Correction 32 — Voir I’énoncé.

Pour tout entier naturel non nul n, on pose u, =netv, =3 —n.0Ona lim u, =4ococet lim v, = —oc.
n—-+oo n—-+o0o

Or, pour tout entier naturel non nul n, u,, + v,3. Ainsi, lirf (up, +v,) =3
n—-+0oo

» Correction 33 — Voir I’énoncé.
Soit € un réel strictement positif et A un réel

e Puisque lir+n u, = +00, il existe un entier [V tel que, pour tout entier n > Ny,onau, > A—1+¢
n—-—+00

e Puisque lirf v, = [, il existe un entier Ny tel que, pour tout entier n > No,ona v, € [l —e,l + €].
n——+0oo

En particulier, v,, > €
Prenons alors N = max(Ny; Ny). Alors, pour tout entier naturel n > N,onawu, + v, > A—1l+ec+1—¢,

c’est-a-dire u, > A. Ainsi, lim (u, + v,) = +00.
n—-+00
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» Correction 34 — Voir I’énoncé.

Supposons que la suite (u,, + v,) converge. Alors, pour tout entier naturel n, v, = (upn, + vy) — Up. (V) est
donc la différence de deux suites convergentes, elle est donc convergente, ce qui est contraire a ce qu’indique
I’énoncé. Finalement, la suite (u,, + v,,) diverge.

Formes indéterminées
» Correction 35 — Voir I’énoncé.

2 5 2 5
3
3+ = -2) 3,2 5
md+2m—5 < 2 3) 373
a. Pour tout entier naturel non nul n, notin = L 2” n-.

2 — 4n3 3 2
n <na‘4) e R

3n®+2n—5 3
En appliquant les regles de calcul classiques sur les limites, on en déduit que lim mAen oo 9

n——+oo 2 —4n3 4
1 1
2 —
. n?+1 n<1+n2> 1+ﬁ
b. Pour tout entier naturel non nul n, T3 = 3 =n X —3
" n (1 + ) 14 =
n n
1
14+ — 2
2 1
Or, lim N~ —1let lim n = +oo. Ainsi, lim Al +00
n——+o0 14 § n—-+o0 n—+oo N+ 3
n
1 1
3
1—2p8 7 <$_2) e
¢. Pour tout entier naturel non nul n, = =N .
n2 — 3n3 1 1
ndx|—-3 — =3
n n
1—2n3 -2 2
Ainsi, lim ——— —_T2_ =2
n—+oo n? — 3n3 -3 3
1 1
4( - _
. 1—6n " <n4 6> 1 il
d. Pour tout entier naturel non nul n, 5+ on? 11 = 5 Y] X — 51
neen n6(5+4+6> Tost St
n n n n
1
— —6 4
4 6 1 1—-6
Or, lim —2 ——  — "¢t lim — =0. Ainsi, lim L
n——+o00 2 1 5 n—-+oo N2 n——+oo hnd -+ 2n2 +1
P e

e. Pour tout entier naturel non nul n,

wonoe ey (g) ot () (o) (1)

= =n X
o 2 (7 -3) (% -3)
— -3 — =3
n® X 2 2
. ) 2 . 1
Or, im n=+40c0, lim (—-—-3)=-3et lim (1+ —)=1.
n—-+oo n—-+00 n2 n—-+00 n2
Lo (n—l)(n2+1)_
Ainsi, ngrfoo 532 - _
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4 6
f. Pour tout entier naturel non nul n, n- — = — X n-.
nd +3 3 3 n 3
ndx |14+ — 14+ —
n3 3
1
2
. 1 . 1 . 3 .o T g
Or, im — =0, lim (1—— ] =1let lim (14— )=1. Ainsi, lim — =0
n——+o0o n n——4o00 no n—-4oo n3 n—+oo n3 +3

» Correction 36 — Voir I’énoncé.

1
a.Ona lim 4n® = +oo, lim 2n® =400, lim 5=5et lim — =0.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—+oo N

1
En sommant ces limites, on obtient lim (4713 +2n%+5+ 2) = +400.
n—-+oo n

b. On remarque que 1’on a une forme indéterminée de type oo — co. Factorisons donc par le terme de plus haut

5 2 4 5
degré. Pour tout entier naturel non nul n, 53+ 22 +4n — = =n? <—5 +t-+— )
n n o on

ot
. 3 . . . 4 . 5
Or, lim n° =+oc. Deplus, lim —-5=-5, lim — =0, lim — =0et lim — =0.
n——+0oo n—-+00 n—-+oo N n—-+00 n2 n—-+00 n4
2 4 5 )
Ainsi, lim <—5 +—+—= - ) = —b5. Puis, par produit, ona lim <—5n3 +2n% +4n — > = —00.
n—+00 n n2 n4 n—-+00 n

. z sz &) . ~ , .
¢. On a une forme indéterminée de type —. On factorise donc le numérateur et le dénominateur par les termes
00

de plus haut degré. Pour tout entier naturel non nul n,

4 3 4 1 2 4 1 2 4
nt4+nd42m—— 4 14—+ - I+-+5 - —=
n _ % n_n n’ _ n_n n
3 6 n3 1 5 6 1 5 6
Tnheont g Tmtw Tmtw
1 2 4
I+—-+—=-—=
Or, lim n = +o0 et, en appliquant les regles sur les calculs de limite, lim L |
n—-+o0o n—-+o0o 1 ) 6
R R

4
nt4nd+om— =
Ainsi, lim n = —00.
n—-+o0o 3 6
—n° —5n + 1
n

. 7z * 7z m . 7z 7z .
d. On a une forme indéterminée de type —. On factorise donc le numérateur et le dénominateur par les termes
00

de plus haut degré. Pour tout entier naturel non nul n,

4 5 2 4 2 4 5
7 5 3
mrI A2 s T Mt s s
7 o7 I 5 2
7 3_ 524 2 22,4
3n’ 4+ 4n° — bn* + 3 3+ YRR SN T
et donc
4 b 2 4 2 4 9
7 5 3
noh —dnt 2 s It st st s
2 B 4 9 2
7 3 _£,2 _
3n’ 4+ 4n’ — 5n® + 3 3+ 1 5T
2 4 2 4 5
1+ 4 7 8 13 1
En appliquant les régles d’opération sur les limites, on obtient lim n___n N N - _
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» Correction 37 — Voir I’énoncé.
9 9 9

9 45 15
u :7:7”& = ——= = — =
PTe-1 57 62 T oo 7

Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « 0 < u, < 3 »

e Initialisation : Puisque vy = 1, on a bien 0 < up < 3. P(0) est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Ainsi, 0 < u,, < 3 En multipliant par —1, qui est négatif,

on adonc 0 > —u, > —3. On ajoute 6 pour avoir 6 > 6 — u,, > 3. On applique alors la fonction inverse
1

6 — up,

qui est décroissante sur |0; +oo[. On a donc 5 <

3 <
2 6 — up,

e Conclusion : P(0) est vraie, P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

< 3 Enfin, on multiplie par 9 pour obtenir

3
< 3. Or, puisque 0 < 2 onabien 0 < up4+1 < 3. P(n + 1) est vraie.

Soitn € N. On a a, = . Puisque a,, # 0, on peut appliquer la fonction inverse a cette égalité. On a

Un

1 1 3a, — 1
alors — = 3 — u,. Ainsi, up, =3 — — = dn
Qnp A anp,
- 1
Pour toutn € N,onaa,, = CAinsi, a4y = ———.
— Un 3 — Upt1
1 1 6 —up
Or, = . Ainsi = = = .
PTG, T T T 0 T 36w =9 9 Buy
6 — up 6 —uy
3a, — 1 6a, — (3a, — 1)
Or, d’apres la question précédente 3an — 1 Ainsi 6~ an an,
) u 1 s Up = . 1mns1, a = = .
b a P " an e 9_3)(3(171_1 9an—3><(3an—1)
Qn an
3 1 3 1 1
On adonc a,,1 = ot 1 Gn _ S0n + —a, + -
an 3 3 3

1 1
=——=-.0n

3— uQ 3—1 2
rappelle que si (a,,) est une suite arithmétique de raison r, alors pour tout entier naturel n, a,, = ag + rn. Dans

) 1 n
notre cas, pour tout entier naturel n, a,, = 5 +

. L . 1 .
La suite (a,,) est donc arithmétique de raison r = 3 Son premier terme vaut ag =

3

. . 3a, — 1
On sait que pour tout entier naturel n, u,, =

. Ainsi, pour tout entier naturel n
n

1 n 3 ( 1)
§ _3X(2+3>‘1_2+"—1_6X "t3) en+s
A S 3+2n —  3+2n  3+2n
273 6

- N o s S .. 00
En utilisant les régles sur les calculs de limites, on aboutit & une forme indéterminée —.
00

3
n(6+7) 04
Or, pour tout entier naturel non nul n, u, = = n

3
n<§+2> —+2
n n

6
Finalement, lim wu, = - = 3.
n——+oo 2

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

47

» Correction 38 — Voir I’énoncé.
a. Pour tout entier naturel n > 3,

Vn—3—-vn+8=(vVn—-3—vn+8)x

Vvn—3++vn+8 n—-3—(n+8)
Vn—3+vn+8 Vn—-3+vn+38

et donc
Vn—3—Vn+38 =
n—o—vVn = -
vVn—3++vn+38
Ainsi, lim (vVn—3—+vn+8)=0.
n—-+oo

b. Attention a ne pas se lancer dans des calculs par pur automatisme, il ne s’agit pas ici d’une forme indéter-
minée ! lim Vn+2+V2n+5 = +oo.

n—-4o0o

c. Pour tout entier naturel n,

" 1 X\/n—|—1+\/n—|—2_\/n—|—1+\/n—|—2_\/n—l—1-|—\/n—l—2
T Vn+1l—vn+2 Vn+l4+vn+2 (n+l)—(n+2) -1
Or, lim (\/n+1+\/n+2):+ooetdonc lim wu, = —oo.
n——+o00 n—+00

d. Pour tout entier naturel n,

Van+34+V4n+2  4n+3 — (4n+2) 1

Up = (VAn + 3 — V4dn + 2) x — _
v v ) Vin+3+vVaAn+2  VAn+3+VAn+2  VAn+3+V4n +2

Ainsi, lim wu, = 0.
n—-+o0o

» Correction 39 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel non nul n,

Vn2+3n—24+vn2—n-—1

Up =Vn2+3n—2—+v/n?2—n—1x
" \/ \/ Vn2+3n—-2+vVn2—n—1

En développant le numérateur, on a alors
' +3n-2-(n*-n-1) dn —1
Vn2+3n—-2+vVn2—n—-1 Vn2+3n-2+vn2-n-1

Un

On a en effet

3 2 3 2
Vn2+3n—2=vVnix\[1+—- -5 =n\/1+—-— =
n on n o n
1 1 1 1
Vnl—n—-1=vnZx\/l—-——-——==n\/1————
n  n? n  n?

et

Ainsi

3 3 2 1 1
Or, lim <4+f>:4, lim (\/1+—2>:16t lim ( 1——2>:
n—-+o0o n n—-+o0o n n n—-+00 n n

Ainsi, lim (\/n2—|—3n—2— \/n2—n—1) - _
n—-+00
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1.1

1. Cours : Comparaisons des limites

Théorémes de comparaison et d’encadrement

Théorémes de comparaison

Théoréme 4 — Théoréme de comparaison 1. : On considére deux suites réelles (u,) et (vy,). On suppose
qu’il existe un entier naturel IV tel que, pour tout entier n > N, on a uy, < vy,.

Si lim w, = +oo,alors lim v, =+
n—-+0o n——+oo

Il n’y arien de surprenant ici, si I’on fait preuve d’un brin de logique. Si une suite est plus grande qu’une suite
qui devient plus grande que n’importe quel réel, alors elle devient elle-méme plus grande que n’importe quel
réel.

Démonstration 5 : Soit IV un entier naturel tel que, pour tout n > N, u, < vy,.

Soit A un réel. Puisque lirf U, = —+00, il existe un entier N’ tel que, pour tout entier n > N’, ona u,, > A.
n—-+0o0

Ainsi, sin > N'etn > N, onaque v, > u, > A et par conséquent que v,, > A.

Finalement, lim wv,, = +oo. m
n—-+4oo

m Exemple 23 : Pour tout entier naturel n, on pose v,, = n + cos(n).
On sait que, pour tout entier naturel n, cos(n) > —1. Ainsi, pour tout entier naturel n, v, > n — 1.

Or, lirf (n — 1) = 4o0. Les termes de la suite (v;,) sont plus grands que ceux d’une suite qui tend vers
n—-+0oo

400, on a donc, par comparaison lim v, = 4o0. (]
n——+o0o

Théoreme 6 — Théoréme de comparaison 2. : On considere deux suites réelles (uy,) et (vy,). On suppose
qu’il existe un entier naturel N tel que, pour tout entier n > IV, on a u, = vy,.

Si lim w, = —oo,alors lim v, = —c0
n—-+o0o n—-+o00

Il s’agit d’une version similaire au premier théoréme de comparaison : une suite plus petite qu’une suite qui
tend vers —oo tend également vers —oo. La démonstration de ce résultat est d’ailleurs tout a fait similaire.

m Exemple 24 : Pour tout entier naturel n, on pose v, = (cos(n) — 2)n.
On sait que, pour tout n € N, cos(n) < 1 et donc cos(n) — 2 < —1 et donc v, < —n.

Or, lim (—n)= —oo. D’apres le théoréme de comparaison, on a donc lim wv,, = —oc0. n
n—-+oo n—+oo

Dans les deux exemples précédents, il était possible d’encadrer les termes de la suite dont on souhaitait
déterminer la limite. Ainsi, pour ce dernier exemple, on aurait pu préciser que, pour tout entier naturel n,
—3n < v, < —n. Cet encadrement est tout a fait juste mais seule ’'une de ces inégalités (en 1’occurrence,
celle de droite), permet d’établir la limite de la suite. Etre supérieur 2 une suite qui tend vers —oo n’a rien
d’incroyable, alors qu’étre inférieur & une telle suite est plus "exceptionnel"”.

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr



http://mathoutils.fr

1.2

1 Théoremes de comparaison et d’encadrement 50

Toutefois, le prochain théoreme ne pourra pas se contenter d’une simple inégalité...

Théoréme d’encadrement

Théoreme 7 : On considere trois suites (uy ), (vy) et (wy,). On suppose qu’il existe un entier naturel N tel
que, pour tout entier n > N, on a u, < v, < Wy,.

Si les suites (uy,) et wy, sont convergentes et sont de méme limite /, alors la suite (v;,) est également conver-

genteet lim v, =1.
n—-+00

Hlustration : Sur I’exemple suivant, trois suites (u,), (v,) et (wy,) sont représentées. Pour tout entier naturel
n, u, < v, < wy. Sil’on sait que (u,) et (w,) sont convergentes de méme limite, on en déduit la convergence
et limite de la suite (vy,).

X
X . (wn>
X x
(vp) x><><>.<><><><>.<><><i£><>
) e e Y
P i il ettt «
X X ) | X X 2 >
0 Y ® X X X < . .
? <
()
X

Ce théoréme est également appelé "théoreme des gendarmes". Les suites (wy,) et (uy,) jouent ici le role des
gendarmes qui encerclent leur cible, la suite (vy,). Peu a peu, les gendarmes se dirigent vers la prison. La suite
(vn), encerclée, n’a d’autre choix que de les suivre. D’autres noms plus ou moins évocateurs sont donnés a ce
théoreme : théoreme des carabiniers ou théoreme du sandwich par exemple.

Remarquons que ce théoreme est avant tout un théoréme qui établit la convergence d’une suite ! Encadrer les
termes d’une suite par ceux de deux suites convergentes ne garantit pas la convergence de la suite encadrée.

Si toutefois, la suite est convergente, alors la limite de cette suite est comprise (au sens large) entre les limites
des suites encadrantes. La convergence doit cependant étre établi au préalable.

Démonstration 8 : Notons N I’entier a partir duquel on a, pour tout n > N, u, < v, < w,. Notons [ la
limite commune des suites (u,,) et (wy,). Soit £ un réel strictement positif.

e Puisque liIE u, = [, il existe un entier IV,, a partir duquel tous les termes de la suite (u,,) sont dans
n—-+0o0

Iintervalle |l — € ; [ + ¢[. En particulier, tous ces termes sont supérieurs a / — ¢.

e Puisque liril wy, = 1, il existe un entier N, a partir duquel tous les termes de la suite (w,,) sont dans
n—-—+0o0

Iintervalle |l — ¢ ; | + ¢[. En particulier, tous ces termes sont inférieurs a [ + ¢

Notons alors N, = max(N,N,, N,,). Cet entier est supérieur aux trois entiers N, N, et N, : les trois
propriétés précédentes sont donc vérifiées.

Ainsi, pour tout entier n > Ny,onal — e < up < v, < w, < I+ € eten particulier, ] — e < v, <l +e.

Pour tout n > N,, on a alors u,, €]l —¢; [ + €[. On a bien montré que la suite (v,,) converge et lirf v, = o
n—-+0oo
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= Exemple 25 : Pour tout n > 0, on pose u,, = 3 + M. On sait que, pour tout n, —1 < cos(n) < 1.
n

. 1
Ainsi, pour toutn, 3 — = < u, <3+ —.

1 1
Or, lim <3 - —) = lim (3 + —) = 3. Ainsi, d’apres le théoréme d’encadrement, la suite (v;,) est
n

n—-4o0o n n—-+oo
convergente et lim v, = 3. [
n—-+oo

2 Suites géomeétriques

Propriété 10 — Rappel : Inégalité de Bernoulli. : Soit a un réel strictement positif. Pour tout entier
naturel n, (1 +a)” > 1+ na

Propriété 11 : Soit g un réel. On s’intéresse au comportement de la suite (¢™) selon la valeur de q.

Si 1, L = . )
¢ 1q= . oo e Si—-1<g<1, lim ¢"=0

n—-+4oo
. T < . ; 0<g<1
X . X X X X X
X
X
X < ES
X S X . —-1<qg<0
X v .
X & .
X
X
e Sig=1, lim ¢"=1 e Sig < —1,lasuite (¢") n’admet pas de limite.
n——+0o00
Démonstration 9 : Traitons séparément les différents cas mentionnés ici :
Premier cas : ¢ > 1 : Pour tout entier naturel n, ¢" = (14 (¢ — 1))™.
Or, ¢ — 1 > 0. Ainsi, d’apres I'inégalité de Bernoulli, on a que, pour tout entier naturel n,
(I+(g—-1)"=>1+4+n(¢—1)
Or, lim (14 n(q¢—1)) = +oc. Finalement, d’aprés le théoréme de comparaison, lim ¢" = +oc.
n—-+o0o n—-+o0o

Deuxiémecas: —1 < g <1

e Si g = 0, le résultat est immédiat puisque la suite est constante égale a 0 a partir du rang 1.

Y22

. 1
e Si0<g<1,notonsp= —.0Onaalorsp>1letqg" = —.
q

Or, d’apres le point précédent, lim p" = 4o00. Ainsi, en prenant I’inverse, ona lim ¢" =0
n—+oo n—+oo

e Si —1 < ¢ < 0, alors, pour tout entier naturel n, 0 < |g| < 1.
Par ailleurs, pour tout entier naturel n, on a —|g|" < ¢" < |q|™.
Or, d’apres le cas précédent, lim |[g|" = Oetdonc lim (—|¢|™) = 0. D’apres le théoreme d’encadrement,
n——+oo n—+oo

on a donc également lim ¢" =0
n—-+0o
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Troisieme cas : ¢ < —1
Dans ce cas, ¢2 > 1.
e D’une part, pour tout entier naturel &, ¢** = (¢?)*. Ainsi, klim ¢ = +o0.
——+00

241 — ¢ % (¢?)*. On en déduit que lim 2+ = —
k——+oo

e D’autre part, pour tout entier naturel &, ¢ 00

e Les termes de rangs pairs de la suite (¢") tendent vers +oo et les termes de rangs impairs tendent vers
—00 : la suite (¢") ne peut admettre de limite, finie ou infinie.

]
m Exemple 26 : On considere la suite géométrique (u,,) de premier terme uy = —2 et de raison ¢ = 4. Pour
tout entier naturel n, on a alors u,, = —2 x 4™. Or, puisque 4 > 1,o0n a lir}rl 4" = +o0.
n—-+00
Ainsi, en faisant la limite du produit, lim w, = —oo. m
n—-+oo
m Exemple 27 : Soit g un réel tel que —1 < ¢ < 1.
n
g _ 2 3 n __ k
Pour tout entier naturel n,onnote up, =14+q+q¢*+q¢>+...+q¢" = Zq .
k=0
D’apres ce que 1’on sait de I’année de premiere et du chapitre sur les suites, pour tout entier naturel n,
1— n+1
un = 7q
l—q
. . il T 1
Or, puisque —1 < g <1, lim gq = 0. Ainsi, lim wu, = ——. n
n—s+00 n—-+o00 1—gq
AN
m Exemple 28 : Pour tout entier naturel n, on pose u,, = .Ona lim 4" = +ooet lim 3" =
2+ 3" n——+00 n—-+oo
. a2 ., o0 .
+00. On se retrouver avec une forme indéterminée —. Or, pour tout entier naturel n
00
gL -1 Nt L1
Up = 5= X 5 =) x5
e L 3 am 1
G e = > 1L il e e eI (4)n+ De plus, lim L
r, puisque — ,ilenvientque lim (=] = +oo.Deplus, lim =—
PR 3 q n—+oo \ 3 P n—-+o00 3% +1
Ainsi, par produit, lim wu, = —oc. (]
n——+00
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Convergence des suites monotones

Théoréme de convergence

Théoreme 10 — Convergence des suites monotones. : Soit (u,,) une suite croissante.

e Si la suite (u,) est majorée par un réel M, alors la suite (u,,) est convergente et liT up <M
n—-+00

e Si la suite (u,) n’est pas majorée, alors lim = +oo.
n—-+00

Démonstration 11 : (Second point uniquement) Supposons que la suite (u,,) ne soit pas majorée. Alors, pour
tout réel A, il existe un entier IV tel que uy > A. Or, puisque la suite est croissante, ceci implique que pour
toutn > N, u, > uy = A, c’est-a-dire u,, > A.

On a montré qu’a partir d’un certain rang, tous les termes de la suites sont supérieurs a A, pour n’importe quel
réel A. Onadonc lim wu, = +oo. O

n—-+00

Attention a ne pas dire, dans le cas ou la suite est croissante est majorée par L, que la limite vaut L. ! Ce
raisonnement peut étre mis en défaut assez simplement : si une suite est majorée par L, alors elle I’est aussi
par L + 1, ce qui signifierait qu’elle tendrait aussi vers L 4+ 1 ? Le calcul de la limite demandera au moins une
étape supplémentaire.

. . o . 1
m Exemple 29 : On considére la suite (u,,) définie par uy = 1 et, pour tout entier naturel n, w1 = gun +4.

On peut montrer par récurrence que la suite (u,,) est croissante et que pour tout entier 7, u,, < 5. On admettra
ces deux points pour la suite de I’exemple

Ainsi, la suite (u,,) est croissante et majorée. D’apres le théoreme précédent, cette suite est donc convergente.

Onnotel = lim wuy,.
n—-+o0o

. 1 . .
Rappelons que pour tout entier naturel n, u,4+1 = £ Un + 4. Puisque la suite (u,,) est convergente, on peut

passer a la limite dans cette égalité. Ainsi,

1
lim wp4; = lim <5un+4)

n—-+o0o n—-+o0o

1 1

n—-+o0o n—-+o0o

1
Ainsi, [ est solution de I’équation | = 3 l+4.0Onadonc! = 5. L]

11 est important de montrer que la suite converge avant de passer a la limite.

En effet, prenons la suite (v,,) définie par vg = 1 et pour tout entier n, v,+1 = 2v, + 3. D’aprés le méme

raisonnement, si (v,,) admet pour limite [, alors [ = 2/ + 3, soit [ = —3... ce qui est absurde : on voit facilement
que pour tout entier n, v, > 0. Onaen fait lim v, = +oo0 !
n—-+o0o

Théoreme 12 — Convergence des suites monotones. : Soit (u,,) une suite décroissante.
e Si la suite (u,,) est minorée par un réel m, alors la suite (u,,) est convergente et liI_’I_l Up =M
n—-+0oo

e Si la suite (u,) n’est pas minorée, alors lim = —oo.
n——+o00

Démonstration 13 : 1l suffit de remarquer que si la suite (uy,) est décroissante, alors la suite (—u,,) est crois-
sante. On se retrouve alors dans le cas précédent. m
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Algorithme de seuil

Lorsqu’une suite est strictement monotone, il est courant de rechercher la valeur a partir de laquelle elle dé-
passera un certain seuil. Il est possible de résoudre un tel probleme a I’aide d’une résolution d’équation ou d’un
algorithme.

= Exemple 30 : On considere la suite (u,,) définie par ug = 9 et, pour tout entier naturel n, u, 11 = ?n + 1.

On peut montrer, par exemple par récurrence, que cette suite est strictement décroissante et que, pour tout
entier naturel n, u, > 2. La suite (u, ) étant décroissante et minorée, on en déduit qu’elle est convergente.

Un autre calcul permettra de montrer que l = lim wu, = 2
n—-+o0o

D’apres la définition de la limite, pour tout ¢ > 0, il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on a
un €]2 —€;2 + ¢[. La suite (uy,) étant ici décroissante, il suffit de trouver le premier rang n pour lequel
U, < 2+ € : les termes suivants seront forcément compris entre 2, qui est la limite, et 2 4 €.

e On commence au rang n = 0 et on prend comme valeur initiale de la suite celle de wuyg.

e Tant que la valeur actuelle u,, de la suite est supérieure a 2 + € on calcule la valeur suivante de la suite
et on incrémente le rang de 1.

o Si la valeur actuelle de w,, est inférieure a 2 + ¢, alors on s’arréte ici et on renvoie la valeur du rang n.

Pseudo-algorithme

Variable d’entrée : ¢

U=9

N=0

Tantque U > 2 + ¢
U«+U/2+1
N+N+1

Fin Tant que

Renvoyer N

La valeur de n est stockée dans la variable IV et celle de u,, est stockée dans la variable U. A chaque étape,
le terme suivant de la suite est calculé : [V est augmenté de 1 et on applique la relation de récurrence de la
suite (u,,) pour mettre a jour la valeur de U. Le programme renvoie alors la premiére valeur de n telle que
Uy, n’est pas strictement supérieur a 2 + €. On peut alors construire une fonction en Python qui prend en
parametres un réel E positif ou nul et qui renvoie cet entier n.
def seuil (E):
U =9
N =0
while U > 2 + E:
U=U0/2 +1
N=7N+1
return N

Dans notre cas, ’exécution de ’instruction seuil(0.001) renvoie la valeur 13. Cela signifie que w3 est le
premier terme de la suite inférieur ou égal a 2.001. L]

Cet algorithme peut varier sur certains aspects : on peut par exemple avoir une suite croissante, auquel cas on
souhaitera le premier terme supérieur & une valeur donnée. On peut également donner en entrée la valeur a
franchir plut6t que la différence entre la limite et les valeurs des termes de la suite. Cependant, la construction
d’un tel algorithme est toujours la méme.
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2. Exercices

Théorémes de comparaison et d’encadrement
» Exercice 40 — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n paru, = ((—1)" — 4)n>,

1. Montrer que pour tout entier naturel n, u,, < —3n2
2. En déduire la limite de u,, en +o0.

» Exercice 41 — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par u,, = v'n? + 1.

1. Montrer que pour tout entier naturel n, u, = n
2. En déduire la limite de u,, en +oo0.

» Exercice 42 — Voir le corrigé.
A T’aide d’une majoration ou d’une minoration par une autre suite, déterminer la limite de la suite (u,,) dans
chacun des cas suivants.

a u, =n+3x(=1)" b. u, = n (sin(n) — 3)

cos(n)

C U, =n+ pourn > 0 d. u, =sin(3n% +1) —n3

» Exercice 43 — Voir le corrigé.

A P’aide d’un encadrement par deux suites convergentes, déterminer la limite de la suite (u,,) dans chacun des
cas suivants.

(="
NG

3+ sin(n)

3 pour n. > 0 b. u, =2+

a. un, pour n > 0

» Exercice 44 — Voir le corrigé.
A I’aide d’un encadrement, d’une majoration ou d’une minoration par une autre suite, déterminer la limite de
la suite (u,,) dans chacun des cas suivants.

2 4 cos(2n) + 4sin(n) 18n3
a. u, = b. u, = —
n 2sin(n) + 3cos(2n) — 9
242 — bsi
c. up = n? —2cos(n) + 3sin(5n + 1) d. u, = nt cos;n)Z sin(n)
n

» Exercice 45 — Voir le corrigé.

. 6n 42 x (—1)" S . . .
Pour tout entier naturel n, on pose u,, = T Déterminer, si elle existe, lim wu,,.
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» Exercice 46 — Bac 2021 — Métropole, Sujet 1 — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,,) définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n,

3 + L +1
U = -u -n
n+1 4 n 4
Calculer, en détaillant les calculs, u et ug sous forme de fraction irréductible.
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: n < up, <n+1
En déduire le sens de variations de la suite (u,,) ainsi que la limite de u,, lorsque n tend vers +o0.

Ll e

. u
Montrer que lim — =1
n—+oo N

» Exercice 47 — Bac 2021 — Métropole, Sujet 2 — Voir le corrigé.
On considere les suites (u,,) et (v,,) définies pour tout entier naturel n par

Uy =vg =1
Unp+1 = Un + Un
Un+1 = 2up + vy

Dans tout I’exercice, on admet que les suites (u,,) et (vy,) sont strictement positives.

1. (a) Calculer uy et vq
(b) Démontrer que la suite (v,,) est strictement croissante et en déduire que pour toutn € N, v,, > 1
(c) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > n + 1
(d) En déduire la limite de la suite (u,).

] Up ) (_ 1)n+1
2. On pose pour tout entier naturel n, r, = — On admet que r;, = 2 + 3
Up, uz
) . -1 _ (="t
(a) Démontrer que pour tout entier naturel n, — < —5— < —.
un un uTL
(_ 1)n+1

(b) En déduire lim

n—+400 u%
(¢) En déduire la limite de la suite (r2) puis celle de la suite (ry,).

Suites géomeétriques

» Exercice 48 — Voir le corrigé.
Dans chacun des cas suivants, exprimer u,, en fonction de n puis déterminer, si elle existe, sa limite lorsque n
tend vers +00.

e (uy) estla suite géométrique de raison ¢ = 1.01 et de premier terme ug = 10~>*
o (u,) est la suite géométrique de raison ¢ = —+/2 et de premier terme u,, = 42.
o (uy) est la suite géométrique de raison ¢ = m — 3 et de premier terme vy = —1235
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» Exercice 49 — Voir le corrigé.
Déterminer, si elle existe, la limite de la suite (u,,) dans chacun des cas suivants.

1\" 2\ "
a.un:2x(—§> b.un:(g) C. Uy, = —2 x 4"
62\" 7\ " 3n
d.un:3+40><<—63> e.un:3+6x(8> foun =0 1
gup =2"67" h. u, = 3" — 2" iy = 2" 4" o
. 9.5 (2)” K _1—2" | _n"
R T T U = g
3TL

» Exercice 50 — Voir le corrigé.
Soit n un entier naturel. On rappelle que pour tout réel ¢ différent de 1,

n . 1iqn+1
Y dF=1+q+@P+ 4.+ =———

k=0 1=q

A I’aide de cette égalité, déterminer la limite de la suite (u,,) dans chacun des cas suivants.

n

1 1 1 1

11 1 1
2oup=1+s+-+...+—=> —

379 3n 3k
k=0
11 8 8

» Exercice 51 — Voir le corrigé.
Soit a et b deux réels positifs. Déterminer la limite de la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par
uy = a — b™. On distinguera les cas a < b,a = beta > b.

Convergence des suites monotones

» Exercice 52 — Voir le corrigé.

On considere la suite (wy,) définie par wy = 1 et, pour tout entier n, Wy, +1 = gwn + 1.

1. Montrer que pour tout entier naturel n, w, < 3
2. Montrer que la suite (w,,) est croissante.
3. En déduire que la suite (w,,) est convergente et déterminer sa limite.

» Exercice 53 — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,,) définie par ug = 14 et, pour tout entier naturel 1, w41 = /u, + 2.

1. Calculer uq

2. Montrer que la suite (u,,) est décroissante et que pour tout entier naturel n, u,, > 2

3. En déduire que (u,,) est convergente.

4. On admet que la limite [ de la suite (u,,) vérifie /I + 2 = [. Déterminer la valeur de la limite /.
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» Exercice 54 — Bac 2022 — Métropole — Voir le corrigé.

Soit (uy,) une suite telle que pour tout entier naturel n, u,, < up+1 < —. La suite (uy,) est-elle convergente ?
n

» Exercice 55 — Voir le corrigé.
Soit a un réel strictement positif. On définit la suite (u,) par up €]/a; +0o0[ et, pour tout entier naturel n,

1 a
Up+1l = 5 | Un + —
2 Unp,

1. On considere la fonction f définie pour tout x € [\/a; +oo[ par f(x) = (33 + g). Montrer que f est
x

N | —

croissante sur [y/a; +o00|.

Que vaut f(1/a) ?

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, > \/a.

Montrer que la suite (u,) est décroissante. Que peut-on en déduire sur la suite (u,) ?

5. On admet que la limite [ de la suite (u,,) vérifie f(I) = [. Quelle est la limite de la suite (u,,) ?

Eall el

Cette méthode servant a estimer la racine carrée d’un nombre strictement positif se nomme la "Méthode de
Héron" et est notamment utilisée dans les calculatrices.

Exercices de synthése

» Exercice 56 — Suite arithmético-géométrique : découverte guidée — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,,) définie par ug = 100 et, pour tout entier naturel 7,

3
Un+1 = Zun +10

Partie A : Premiére approche

1. La suite (u,,) est-elle arithmétique ? Géométrique ?

2. A T’aide d’un tableur, d’un algorithme ou d’une calculatrice, calculer les premiers termes de cette suite.
Quelle semble étre sa limite ?

Montrer que pour tout entier naturel n, u,, > 40

Montrer que la suite (u,,) est décroissante.

5. La suite (u,) est-elle convergente ? Justifier.

= w

Partie B : Déterminer la limite

1. Pour tout entier n, on pose v, = u, — 40. Soit donc n un entier naturel.
(a) Exprimer v, en fonction de w41
(b) Rappeler la relation qui lie uy, 11 et uy,.
(c) Exprimer u,, en fonction de v,.
(d) En combinant les résultats des questions précédentes, montrer que v,4+1 = 0.75v,,
2. (vy) est donc une suite géométrique. Quelle est sa raison ? Que vaut vy ?
3. Pour tout entier naturel n, exprimer v,, en fonction de n.
4. Enrappelant la relation qui lie v,, et u,,, montrer alors que pour tout entier naturel n, u,, = 40+60x0.75".
5. En déduire la limite de la suite (u,,) lorsque n tend vers +occ.
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» Exercice 57 — Suite arithmético-géométrique : moins guidé... — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,,) définie par ug = 20 et, pour tout entier naturel n,

Un+1 = _gun +6

Pour tout entier naturel n, on pose alors v, = u,, — 3.6.

1. Soit n un entier naturel. Exprimer v,,4+1 en fonction de v,.

2. Quelle est la nature de la suite (v,,) ? On précisera sa raison et son premier terme vy.
3. Exprimer v,, en fonction de n puis u,, en fonction de n.

4. En déduire que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

» Exercice 58 — Voir le corrigé.
Cécile a invité des amis a déjeuner sur sa terrasse. Elle a prévu en dessert un assortiment de gateaux individuels
qu’elle a achetés surgelés. Elle sort les gateaux du congélateur a -19°C et les apporte sur la terrasse ou la
température ambiante est de 25°C.

On note T}, la température des gateaux, en degré Celsius, au bout de n minutes apres leur sortie du congélateur.
Ainsi, Ty = —19. On admet que pour modéliser 1’évolution de la température, on doit avoir la relation suivante

Pour tout entier naturel n, T,,41 — T,, = —0,06 x (T}, — 25)

1. Justifier que pour tout entier naturel n, on a T, 1 = 0,947}, + 1,5

2. Calculer T3 et T5. On donnera des valeurs arrondies au dixieéme.

3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 7,, < 25. En revenant a la situation étudiée, ce

résultat était-il prévisible ?

4. Etudier le sens de variations de la suite (7},)

Démontrer que la suite (7),) est convergente.

6. On pose, pour tout entier naturel n, U,, = T}, — 25

(a) Montrer que la suite (U,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

(b) En déduire que pour tout entier naturel n, T,, = —44 x 0,94™ 4 25.

(c) En déduire la limite de la suite (7},). Interpréter ce résultat dans le contexte de la situation étudiée.

(a) Le fabricant conseille de consommer les giteaux au bout d’une demi-heure a température ambiante
apres leur sortie du congélateur. Quelle est alors la température atteinte par les giteaux ? On
donnera une valeur arrondie a 1’entier le plus proche.

(b) Cécile est une habituée de ces gateaux, qu’elle aime déguster lorsqu’ils sont encore frais, a la
température de 10°C. Donner un encadrement entre deux entiers consécutifs du temps en minutes
apres lequel Cécile doit déguster son géteau.

(c) Le programme suivant, écrit en langage Python, doit renvoyer apres son exécution la plus petite
valeur de I’entier n pour laquelle 7;, > 10. Recopier ce programme sur la copie et compléter les
lignes incompletes afin que le programme renvoie la valeur attendue.

bt

=~

I def seuil():

2 n =20
o=
4 while T
5 T = ..
6 n=n+1
7 return
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» Exercice 59 — Voir le corrigé.

Le directeur d’une réserve marine a recensé 3 000 cétacés dans cette réserve au ler juin 2017. Il est inquiet car
il sait que le classement de la zone en « réserve marine » ne sera pas reconduit si le nombre de cétacés de cette
réserve devient inférieur a 2 000. Une étude lui permet d’élaborer un modele selon lequel, chaque année :

e entre le ler juin et le 31 octobre, 80 cétacés arrivent dans la réserve marine;
e entre le ler novembre et le 31 mai, la réserve subit une baisse de 5% de son effectif par rapport a celui
du 31 octobre qui précede.

On modélise I’évolution du nombre de cétacés par une suite (u,, ). Selon ce modele, pour tout entier naturel 7,
uy, désigne le nombre de cétacés au ler juin de I’année 2017 + n. On a donc ug = 3000.

1. Justifier que u; = 2926.
2. Justifier que, pour tout entier naturel n, u, 11 = 0,95u, + 76.
3. (a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u,, > 1520.
(b) Montrer que, pour tout entier naturel n, u,+1 — u, = —0,05(u, — 1520)
(c) En déduire que la suite (u,) est décroissante.
(d) Justifier que la suite (uy,) est convergente. On ne cherchera pas ici la valeur de la limite.
4. On désigne par (a,,) la suite définie pour tout entier naturel n par a,, = u,, — 1520.
(a) Démontrer que la suite (ay,) est une suite géométrique de raison 0,95 dont on précisera le premier
terme.
(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u,, = 1480 x 0,95" + 1520.
(c) Déterminer la limite de la suite (uy,).
5. Recopier et compléter la fonction suivante, écrite en Python, pour déterminer I’année a partir de laquelle
le nombre de cétacés présents dans la réserve marine sera inférieur a 2 000.

| def seuil():
2 U = 3000

N =0
4 while
5 N = ...
6 ug= ...
7 return

6. La réserve marine fermera-t-elle un jour ? Si oui, déterminer 1I’année de la fermeture

» Exercice 60 — Bac S — Polynésie 2013 — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,,) définie par ug = = et, pour tout entier naturel n, u,+1 = O
2 1+ 2u,
1. (a) Calculer uq et us.
(b) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, > 0.
2. On admet que pour tout entier naturel n, u,, < 1.
(a) Montrer que la suite (u,,) est croissante.

(b) Montrer que la suite (u,,) converge.
Un

3. Soit (vy,) la suite définie pour tout entier naturel n par v,, = .
— Up,
(a) Montrer que la suite (v;,) est géométrique, de raison 3
(b) Exprimer v, en fonction de n pour tout entier naturel n
3n

(c) En déduire que, pour tout entier naturel n, u,, = 31

(d) Déterminer la limite de la suite (uy,).
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» Exercice 61 — Bac 2023 — Réunion, sujet 2 — Voir le corrigé.
O6uy, + 2

On considere la suite (u,,) définie par ug = 8 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = TE
Un

1. Calculer uq
2. Soit f la fonction définie pour tout réel x € [0; +oo| par

6 + 2
f@):;;

Ainsi, pour tout entier naturel 7, on a w11 = f(up).
(a) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur [0; +00]
(b) En déduire que pour tout réel x > 2, ona f(x) > 2.
(c) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a u,, > 2
3. On admet que, pour tout entier naturel n, on a

(2 —up)(up +1)
Up, + 5

Up4+1 — Un =

(a) Démontrer que la suite (u,,) est décroissante.
(b) En déduire que la suite (uy,) est convergente.
4. On définit la suite (v,,) pour tout entier naturel n par

Uy — 2
Up + 1

VUp =

(a) Calculer vg
4
(b) Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison —

(c) Déterminer, en justifiant, la limite de (v,,). En déduire la limite de (uy,).
5. On considere la fonction Python seuil ci-dessous, ou A est un nombre réel strictement plus grand que 2.
Donner, sans justification, la valeur renvoyée par la commande seuil (2.001) puis interpréter cette valeur
dans le contexte de 1’exercice.

| def seuil (A):

2 n =20
u =8
4 while u > A :
5 u = (6xu + 2)/(u+b)
6 n=n+ 1
7 return n
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Théorémes de comparaison et d’encadrement

» Correction 40 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel n,ona —1 < (—1)" < 1.

Ainsi, —1 —4 < (—=1)" -4 < 1—4,etdonc =5 < (—1)" —4 < -3.
En multipliant par n? qui est positif, on a —5n2 < u, < —3n

Puisque lim (—3n2) = —00, On a, par comparaison, lim wu, = —oc
n——400 n—-4o00

» Correction 41 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel n, on a n? + 1 > n?. En appliquant la fonction Racine carrée qui est croissante sur
[0; +00[, on a alors vVn? + 1 > Vn?, c’est-a-dire u, > n.

Puisque lim n = 400, on a, par comparaison, lim wu, = +oo
n—-+00 n—-+oo

» Correction 42 — Voir I’énoncé.
a. Pour tout entier naturel n, u, = n + 3 x (—1)".

Or, -1 < (—1)" < 1,onadonc u, > n — 3. Or, lirf (n — 3) = +o0. D’apres le théoréme de comparaison,
n——+oo
lim wu, = +oo.
n—4o00

b. Pour tout entier naturel n, —1 < sin(n) < 1etdonc —4 < sin(n)—3 < —2 et finalement —4n < u, < —2n.

Puisque lim (—2n) = —oo, on a, par comparaison, lim w, = —oco

n—+400 n—-4o0o

. 1 cos(n 1 1 1
c. Pour tout entier naturel n, —1 < cos(n) < letdonc —— < () < —etfinalementn—— < u, < n+—.
n n n n n

Puisque lim (n — —> = 400, On a, par comparaison, lim wu, = 400

n——+4oo n n—-4oo
d. Pour tout entier naturel n, u,, = sin(3n? + 1) — n3. Or, sin(3n? + 1) < 1. Ainsi, u, <1 — n3.
Or, lim (1 —n%) = —oo. Ainsi, lim wu, = —c0.

n—+00 n——+00

» Correction 43 — Voir ’énoncé.

. 3+ sin(n)
a. Pour tout entier naturel non nul n, u,, = —
n
. 2 4 . . . N ‘o
Or, —1 < sin(n) < 1 d’ou — < Uy < —. Or, lim — = lim — = 0. Ainsi, d’apres le théoréme
n n n—+00 N n—+oo N

d’encadrement, (uy,,) converge et lim wu, = 0.
n—-+4oo

1" 1 1
b. Pour tout entier naturel non nul n, u,, = 2 + (\/ﬁ) O, -1 < (-)"<1dou2— % <u, <2+ %
. 1 . 1 TN Lo )
Or, nEToo (2 + %> = ngrfoo <2 — %) = 2. Ainsi, d’apres le théoréme d’encadrement, (u,,) converge et
lim u, =2
n—400o
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» Correction 44 — Voir I’énoncé. 5 ) L 5 -
+ cos(2n) + Sln(n)‘ Onadonc -5 < u, < ©
n n

a. Pour tout entier naturel non nul n, u,, =

7
Or, lim <——> = lim <—) = 0. D’apres le théoreme d’encadrement, on a donc lim wu,, =0

n—-+4oo n n—+oo \ N n—-+oo
b. Pour tout enti turel 18n® d < 18n® 93
. Pour tout entier naturel n, u, = — ,on a donc u —— = ——n".
" 2sin(n) + 3cos(2n) — 9 - 2
Or, lim <—n3> = —o00. Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison, lim w, = —oo.
n—4o0o n—-4o0o

c. Puisque pour tout entier naturel n, —1 < cos(n) < 1, et —1 <sin(5n + 1) < 1, on a alors

n? — 5 < u, < n?+ 5. En particulier, le fait que u,, > n? — 5 nous permet d’affirmer que liI_’I_l Uy = +00.
n—-+0oo

. . . 1 1 7
d. Puisque pour tout entier naturel n, —1 T cos(n) < 1,et—1 < sin(n) < 1,ona 3732 <u, < 3 + 3.2
Par encadrement, on a donc lim wu, = —.
n——+o0o 3
» Correction 45 — Voir I’énoncé. "
6+ 2 x (=1)
Pour tout entier naturel non nul, u,, = (—17)1" =
3+4x ——
n
) 1 (=)™ 1 . . 1 . 1
Or, pour tout entier naturel non nul n, —— < —— < —. Parailleurs, lim |—— ) = lim — = 0.
n n n n—+o0 n n—+o0o 1
1" 6
D’apres le théoreme d’encadrement, on a donc  lim ) =0etdonc lim wup,=-=2
n—+oco M n—+00 3
» Correction 46 — Voir I’énoncé.
3 1 3 7
1. O = = - - X0+1=-4+04+1=-cet
nau; = ugt1 4u0+4 + 4-|- + 4e
PV 3><7+1+1 41
Uy = U =-u - =S x -4 = -
2T T Ty 4744 T 16
2. Pour tout entier naturel n, on considere la proposition P(n) : «n < u, < n+1»
e Initialisation : Onaug = 1. On abien 0 < up < 0+ 1. P(0) est donc vraie.
e Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie. On adoncn < u, < n+ 1.
3
En multipliant par —, on obtient —n < —u, < —(n + 1).
1 A 1 3 A 1 4 3 1 3 1
On ajoute alors " + 1 et on obtient & + " +1< -uy,+ e +1< i(n +1)+ e +1,

4
. 7 ) 7 . .
c’est-a-dire, n + 1 < upy1 < n+ 1 Et puisque 1 < 2, onobtientbienn + 1 < upy1 < n+ 2.

P(n + 1) est donc vraie.
e Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel 7.
3. Pour tout entier naturel n, on a u,, < n+ 1 < u,1 et donc, en particulier, u,, < uy,41. La suite (uy,) est
donc croissante. Par ailleurs, pour tout entier naturel n, n < u,, et . Erfoo n = —+00.

D’apres le théoreme de comparaison, lir}rl Uy = +00
n—-+0oo
4. Pour tout entier naturel non nul n, on an < u, < n+ 1. On peut alors diviser cette inégalité par n, et on
oon _u n+1 o U 1 . ) 1 .
obtient — < — < ,cestadirel < — <14+ —-.0r, lim 1= lim (1 + — ) = 1. D’apres
n n n n n n—+oo n—+oo n

PN . Un .
le théoreme d’encadrement, lim — existe et vaut 1.
n——+oco N
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» Correction 47 — Voir I’énoncé.

1. (@ Onauy=uy+vy=14+1=2¢tv; =2ug+v9=2x1+1=3
(b) Pour tout entier naturel n, v,4+1 — U = 2uy + vy, — vy = 2u, Or, d’apres I’énoncé, pour tout entier
naturel n, u,, > 0. La suite (v,) est donc strictement croissante. Ainsi, pour tout entier naturel n,
v, = vg et donc v, > 1.
(c) Pour tout entier naturel 7, on note P(n) la proposition « u, > n+ 1 »
e Initialisation : On sait que up = 1. On a bien up > 0 + 1. P(0) est vraie.
e Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que P(n) est vraie. On a donc u,, > n + 1.
Mais d’apres la question précédente, on a aussi que v, > 1. Ainsi, en sommant ces deux
inégalités, on obtient que u,, + vy, = n + 1+ 1, c’est-a-dire u,, 11 > (n+ 1)+ 1.P(n+1) est
donc vraie
e Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier
naturel n.
(d) On sait que ngrfoo(n + 1) = +o0. Or, d’apres la question précédente, pour tout entier naturel 7,

Uy = n + 1. D’apres le théoreme de comparaison, lim wu, = +oo.
n—-+oo

2. (a) (=1)"*! vaut —1 ou 1, selon la parité de I’entier n. Ainsi, pour toutln € N, —1 < (—=1)" < 1.
- . . g . -1 _ (=)t 1
En divisant par u2, qui est strictement positif, on obtient que — < % < —
uz, u u?,
(b) Puisque lim wu, = +oo, il en vient que lim — = lim —_2 = 0. D’apres le théoréme
n—-+o0 n—+00 Uy n—+00 Uy

(_1)n+1

d’encadrement, lim existe et vaut 0.

n—-+oo u%

(c) Par somme de limite, on obtient que lirf r2 = 2. Or, la suite (r,) est strictement positive,
n—-+oo

puisque chaque terme est le quotient de deux réels strictement positifs. Il en vient que 1irJ£1 Ty =
n—-—+0o0

lim /72 =,/ lim r2=+2.

n——4o00 n—+400

Suites géométriques

» Correction 48 — Voir I’énoncé.
a. Pour tout n € N, u,, = 107°* x 1,01™. Or, 1,01 > 1. Ainsi, lim 1,01" = 4ooet lim wu, = +oo.
n—+00 n——+00

b. Pour tout entier naturel n, u,, = 42 x (—/2)™. Puisque —v/2 < —1, la suite (u,) n’admet pas de limite.

c. Pourtoutn € N, u,, = —=1235 x (m—3)". Or, -1 < 7—3 < 1. Ainsi, lim (7—3)" =0et lim u, =0
n——+oo n——+oo

» Correction 49 —1Voir I’énoncé. \n \n
a. Puisque —1 < 5 <1, lim (—2) =0et lim (2 X <—> > =0

n—-+oo n—-+o00 2

. 2 ) 2\"
b. Puisque —1 < 3 <1, lim (-] =0

n—+o0o \ 3

c. Puisque 4 > 1, lim 4" = 4occetdonc lim wu, = —oo.
n—-400 n—-4o0o

2 2\"
d. Puisque —1 < —2—3 <1, nEI—ll-loo <_23) = O et donc

lim u, = 3.
n—-+oo
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e.Puisque—1<g<1, lim (;) =0et lim (3+6x<7> ):3

n——+o00 n——4o00 8

f. Pour tout enti turel —3n—<3>nP' 1<§<1 li (3)%_0
- Pour tout entier naturel n, un, = -7 = | 7 | . Puisque 1 o im {0) =

i =) =)
. Pour tout ent turel n, u, =2"6"="—=(2) ==
g. Four tout entier naturel n, uy, 6n 6 3

27’1 2 n
h. Pour tout entier naturel n, u,, = 3" — 2" = 3" x (1 — ) = 3" % (1 — (3> )

3n
2 n
Or lim (1 - <> ) =1let lim 3" = +oo. Ainsi, lim wu, = +oo.
n—+00 3 n——+o0o n—-+oo
1 1
i.Ona lim 2" =400, lim 4" =4occet lim — =0. Ainsi, lim (2” +4™ 4 ) = 400
n—-+00 n—+o00 n—+oo 21 n—-+00 AL
2\" 2\ "
J.Ona lim (*) =0, Ainsi, lim (2 +5 % <7> > = 9.
n—+o00 \ 3 n—+o0o 3

1
k.Ona lim (1—-2")= —ocet lim (1 - 37) = 1. Ainsi, lim w, = —o0.

n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o

. n\n 19\" . 19\"
1. Pour tout entier naturel n, u,, = (—) .Or,pourn > 19,onau, 2| — ) .Or, lim |—| = 4oo.
18 18 n—+oo \ 18

Par comparaison, ona lim wu, = 4oc.
n—+00

» Correction 50 — Voir I’énoncé.
1. Pour tout entier naturel n,

1n+1
1—(=
11 1 1 (2 ) 1\
- 2

1 TL+1
Or, puisque —1 < — <1, lim <7> = 0. Ainsi, lim wu, = 2.
2 2 n—r+00

n—-+00

2. Pour tout entier naturel n,

ey

1 n+1 3
Or, puisque —1 < 3 <1, lim <§> = 0. Ainsi, 11111 Up = 5

n—-+o0o

1 TL+1
(3 |
1 1 1 32 1\"*"
3. Pour tout entier naturel n, u,, = 8><(1 +-+—=+...+ ) = 8><$1 = x(l — () )
4

4 42 Togn 1_ 3 4
@) i 1<1<1 li <1)n+1_0 Ainsi, li _ 32
r, puisque 1 ,ona ; _1)111C>o 1 = 0. Ainsi, . —lgloo Uy = 5
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» Correction 51 — Voir I’énoncé.
Traitons chacun des cas possibles.

e Sia = b, tous les termes de la suites valent 0, la suite converge donc vers 0.

b n
e Si a > b (en particulier, a # 0), pour tout entier naturel n, u, = a” (1 — <7) ) Or, puisque
a

b\" b\"
< 1. Ainsi, lim (> = 0, puis lim <1 — <> ) =1let

a > b > 0, cela signifie que 0 <
n—+oo \ @ n—+00 a

Q| o

enfin, lim wu, = 4oo.
n—-+oo

n
e Sia < b (en particulier, b # 0), pour tout entier naturel n, u,, = b" ((%) — 1). Or, puisque 0 < a < b,
a a\”" a\”
ioni < - <1 Ainsi, lim (-) =0,puis lim ((—-) —1) = —
cela signifie que 0 < p S 1. Ainsi, nETw ( b) 0, puis ngrfoo (( b) 1) 1 et enfin,
lim wu, = —o0.
n—-+oo

Convergence des suites monotones

» Correction 52 — Voir I’énoncé.

1. Pour tout entier naturel n, on note P(n) la proposition w,, <

| W

3
e wy=1< =.P(0) est donc vraie.
e Soit n dans N tel que P(n) est vraie.

o 3 Ny 3 .
Alors, w,, < 3 ainsi, gwn < 5 et gun +1< 2 c’est-a-dire wy 11 < 3 P(n + 1) est vraie.
e Ainsi, P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence P(n) est vraie pour tout n € N.

2. Pour tout entier naturel n, wy+1 — wy, = §w" +1—-w, = —gwn + 1.

3 2 2 .
Or, w, < 3 d’ot ——w, > —1let —gwn + 1 > 0, c’est-a-dire wy4+1 — wy, = 0 ou encore wy41 = Wy
La suite (w,) est donc croissante. On aurait également pu procéder par récurrence.

. . .y 3 .
3. La suite (w,) est croissante et majorée par 5 : elle est donc convergente. De plus, puisque pour tout

1 1 3
entier naturel n, w, 11 = gwn + 1, 1a limite [ de la suite (wy,) doit vérifier | = §l +1, c’est-a-dire [ = 2
3

Ainsi, lim w, = =.
n—-+o0 2

» Correction 53 — Voir I’énoncé.

Louy=vV14+2=V16=14
2. Pour tout entier naturel n, on note P (n) la proposition u,, = u,4+1 > 2
e uy =16, u; = 4. Onabien ug > u; > 2. P(0) est donc vraie.
e Soit n dans N tel que P(n) est vraie.
Onau, 2 upt1 = 2etdoncup +2 2 upy1 +2 2 4.
La fonction Racine carrée étant croissante sur R, on a donc /uy, + 2 > /upy1 +2 > V4 cest-
a-dire up41 = upt2 = 2. P(n + 1) est donc vraie.
e Ainsi, P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.
La suite (u,,) est décroissante et minorée, elle est donc convergente.
4. Si/I+2=1Io0nal+2=I[?cest-a-dire [> — | — 2 = 0. C’est un polyndéme du second degré dont les
racines sont 2 et —1. Or, puisque pour tout entier naturel n, u,, = 2, la seule possibilité de limite est 2.

W
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» Correction 54 — Voir I'’énoncé. .
Puisque pour tout entier naturel non nul n, on a — < 1, alors, pour tout entier naturel n, on a up, < Up4+1 < 1.
n

La suite (uy,) est donc croissante et majorée. Elle est donc convergente.

» Correction 55 — Voir I’énoncé.

1.

. On admet que la limite [ le la suite (u,,) vérifie f(I) = I. On a donc | =

a
222

Ainsi, f'(z) > 0si et seulement si 22 > a. a étant positif et puisque = € [\/a; +oo[, on a bien f’(x) > 0.

La fonction f est croissante sur [\/a; +00[.

f est dérivable sur [v/a; +00] et, pour tout réel = dans cet intervalle, f'x) =

DN | =

. Par ailleurs, f(y/a) = % (ﬁ—k aa> = %(\/5-1- Vva) =+a

7a

. Pour tout entier naturel n, on note P (n) la proposition u,, = +/a.

e Par hypothese, ug € [\/a; 4+-00l. en particulier, ug > /a.
e Soit n dans N tel que la proposition P(n) est vraie. u,, > /a. La fonction f étant croissante sur
[va;+oc, onaalors f(uy,) = f(y/a), c’est-a-dire u, 11 = v/a. P(n + 1) est donc vraie.
e La proposition P (1) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour n € N.
Pour tout entier naturel n, up4+1 — up = 1 <un + i) — Uy = 1 (i — un>
2 n 2 \up
Pour tout réel x > +/a, on pose alors g(z) = % — x. g est décroissante sur [\/a;+oc[. De plus,

o(va) = -

tout entier naturel n, u,, € [/a; +00[. Ainsi, un+1 — u, < 0. La suite (uy,) est décroissante. Puisqu’elle
est minorée, la suite (u, ) est donc convergente.

—Va = +/a—+/a=0. Ainsi, pour tout 2 € [\/a; +00[, g(x) < 0. Or, on a vu que pour

+ — soit 2 = a. [ étant

N | =~
~I2

forcément positive, on a alors [ = /a.

Exercices de synthese

» Correction 56 — Voir I’énoncé.

Partie A : Premiére approche

1.

3 3
Onaug = 100, u; = 1 x 100410 =85 etuyg = 1 x 85410 = 73,75. En particulier, uo —u1 # w1 —uy,

la suite (u,,) n’est donc pas arithmétique. De plus -2 #* —L. La suite (up,) n’est donc pas géométrique.
up  uQ

Il semblerait que la suite (uy,) soit convergente, de limite 40.

. Pour tout entier naturel n, on note P(n) la proposition u,, > 40

e P(0) est vraie var ug = 100 > 40.
3 3
e Soit un entier n tel que P(n) soit vraie. Ainsi, u, > 40, donc 1un > 30 et iu” + 10 > 40,

c’est-a-dire up41 = 40. P(n + 1) est donc vraie.
e D’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

. Pour tout entier naturel n, up11 — up = —Z” + 10. Or, u,, > 40 donc _Zn + 10 < 0, c’est-a-dire

Un+1 — Up < 0. La suite (u,,) est donc décroissante.
La suite (uy,) est décroissante et minorée par 40. Elle est donc convergente.
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Partie B : Déterminer la limite
1. (a) Pour tout entier naturel n, v, 1 = up+1 — 40.

3
(b) On rappelle que pour tout entier naturel n, up41 = 7ln -+ 10.

(c) Pour tout entier naturel n, u,, = v,, + 40.
(d) Pour tout entier naturel n,

3 3 3 3
Upt1 = Upt1 — 40 = Zun+10—40: Zun—30: Z(vn+40) —30 = 1V

S . 3 .
2. (vyp) est donc une suite géométrique de raison T De plus, vg = ug — 40 = 60. Pour tout entier naturel

n
n, on a donc v, = 60 X <Z> = 60 x 0.75™. Puisque pour tout entier naturel n, u,, = v, + 40, on a

alors que u,, = 40 4 60 x 0,75™.
3. Puisque —1 < 0,75 <1, lim 0,75" = 0. Ainsi, lim w, = 40.

n—-4o0o n—-+o0o

» Correction 57 — Voir I’énoncé.

1. Soit n un entier naturel.
2 2 2 2 2
Un+1 = Un+1—3,6 = —§Un+6—3,6 == —§Un+2,4 = _g(vn+3,6)+2,4 = —gvn_274+274 = _gvn

2

2. La suite (vy,) est géométrique. Son premier terme vaut vg = ug — 3,6 = 16,4 et sa raison vaut ¢ = —3

2\" 2\"
3. Pour tout entier naturel n, v, = 16,4 X <—3> etu, = 3,6+ 16,4 % (—3)

2 2\"
4. Puisque —1 < —3 <1, lim <_§) = 0. Ainsi, lim = 3,6

n—-+0o0o n—-+0o0o

» Correction 58 — Voir I’énoncé.

1. Pour tout entier naturel n,7,,+1 — T,, = —0,06 x (T,, — 25) = —0,067,, + 0,06 x 25 = 0,067, + 1,5.
En ajoutant 7}, aux deux membres de 1’égalité, on trouve 1}, 1 = 0,947, + 1,5.

2. Ty =094Tp + 1,5 = 0,94 x (—=19) + 1,5 = —16,36 ~ —16,4
Ty =0,94T1 + 1,5 = 0,94 x (—16,36) + 1,5 = —13,8784 ~ —13,9
Attention a bien arrondir au dixieme comme le demande la consigne !

3. Pour tout n dans N, on pose P(n) : "T,, < 25".

e Initialisation : Tp = —19. On a bien Tp < 25. P(0) est donc vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. On a donc 7,, < 25. En multipliant par
0,94, on a 0,947, < 0,94 x 25. On ajoute alors 1,5, ce qui donne 0,947, + 1,5 < 0,94 x 25+ 1,5,
c’est-a-dire Ty, 41 < 25. P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : P(0) est vraie, P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier
naturel n.

Ce résultat est prévisible : la température ambiante est de 25 degrés, le gateau qui est au départ plus froid
ne peut pas dépasser cette température en sortant du congélateur.

4. Pour tout entier naturel n, T,,+1 — T,, = —0,06 x (T}, — 25). Puisque pour tout entier naturel n, T,, < 25,
on a donc T;, — 25 < 0 et donc —0,06 x (7,, — 25) > 0, ce qui conduit a 7,1 — T,, > 0 et finalement
Ty+1 = T, Lasuite (T,) est donc croissante.

5. Puisque la suite (7),) est croissante et majorée, elle est convergente.
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6. (a) Pour tout entier naturel n
Up+1 =Thy1 — 25 =0,94T, + 1,5 — 25 = 0,947, — 23,5
Or, puisque U,, = T;, — 25,on a T}, = U, + 25. Ainsi,
Unt+1 = 0,94(U, + 25) — 23,5 = 0,94U,, + 23,5 — 23,5 = 0,94U,,
La suite (Uy,) est donc géométrique, de raison 0,94. Son premier terme vaut
Up=Tp—25=-19—-25=—-44

(b) La suite (U,,) est géométrique : pour tout entier naturel n, U, = —44 x 0,94". Par ailleurs,
T, = U, + 25. Ainsi, pour tout entier naturel n, T,, = —44 x 0,94™ + 25.

(c) Puisque —1 < 0,94 < 1, lim 0,94" = 0. Ainsi, lim = 25. A terme, les giteaux auront une
n—-+o0o n—-+o0o

températures de 25 degrés Celsius.
7. (a) Tzg = —44 x 0,9430 4+ 25 ~ 18. Apres une demi-heure & température ambiante, les gateaux auront
une température d’environ 18°C.
(b) OnaTy7 = —44 x 0,947 425 ~ 9,63 et T1g = —44 x 0,94'® 4- 25 ~ 10,55. Cécile doit déguster
son gateau entre 17 et 18 minutes apres la sortie du congélateur.
(¢) Le programme suivant, écrit en langage Python, doit renvoyer apres son exécution la plus petite
valeur de I’entier n pour laquelle 7, > 10.

| def seuil():
n =20
T = -19
4 while T < 10 :
5 T =0.94 T +1.5
6 n=n+1
return n

» Correction 59 — Voir I’énoncé.

1. Au 31 octobre, il y a 3080 cétacés. Leur nombre diminue alors de 5%. <1 — 5) x 3080 = 2926. On

100
a bien u; = 2926.
2. Chaque année, le nombre de cétacés augmente de 80 puis diminue de 5%. On a donc, pour tout entier
naturel n, uy,+1 = 0,95(u, + 80) = 0,95u,, + 76.
3. (a) Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « up = 1520 ».
e ug = 3000. On a bien ug > 1520, P(0) est vraie.
e Soit n € N tel que P(n) est vraie. On a donc u,, > 1520. Ainsi, 0.95u,, > 0.95 x 1520 et
0.95u,, + 76 > 0.95 x 1520 + 76, c’est-a-dire u,+1 = 1520. P(n + 1) est vraie.
e Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
(b) Pour tout entier naturel n,

76
Up4+1 — Un0.95u, + 76 —uy, = —0.05u, + 76 = —0.05 (un + W) = —0,05(u, — 1520)
(c) Puisque pour tout entier naturel n, u,, > 1520, on a —0.05(u,, — 1520) < 0. Ainsi, pour tout entier
N, Upt1 — Up < 0 et upi1 < uy. La suite (uy,) est donc décroissante.
(d) La suite (uy,) est décroissante et minorée, elle est donc convergente.
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4. (a) Pour tout entier naturel n,
Ap+1 = Upt1 — 1520 = 0.95u,, + 76 — 1520 = 0.95(a,, + 1520) + 76 — 1520 = 0.95a,,

La suite (ay,) est donc géométrique de raison 0.95 et de premier terme ag = ug — 1520 = 3000 —
1520 = 1480.
(b) Ainsi, pour tout entier naturel n, a,, = 1480 x 0.95™ et u,, = a,, + 1520 = 1480 x 0,95™ + 1520.
(c) Puisque —1 < 0.95 <1, lim 0.95" =0etdonc lim wu, = 1520.
n—-+00 n—>+00

5! def seuil():
> U = 3000
N =0
4 while U > 2000 :

5 N =N+ 1
6

U=20.95 x U + 76
return N

6. Puisque lilf un, = 1520, et que la suite (u,,) est décroissante, il arrivera forcément un rang a partir
n—-+0oo

duquel la suite sera sous 2000. Cela arrive au rang 22 : la réserve fermera donc en 2039.

» Correction 60 — Voir I’énoncé.

3x 1 3 3x3
1. (@ Onawu; = 2 —%:7etu1: 4

1+2x1 2 14 1+2x3
(b) Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « 0 < uy, »

NGNS
Nej

10

e Initialisation : Pour n = 0, on a uy = 3 On a bien 0 < ug. P(0) est vraie.

e Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie. Alors wu, 1 est le quotient de deux réels stricte-
ment positifs, il est donc lui-méme strictement positif. P(n + 1) est donc vraie.
e Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
Un+1

2. (a) Pour tout entier naturel n, = . Or, puisque u, < 1, on adonc 1 + 2u,, < 3 et
Up, 1+ 2u,

3 L. ) U
donc 1 < ———. Ainsi, pour tout entier naturel n, ntl
14 2u, Un,

strictement positifs, cela signifie que pour tout entier naturel n, u, 11 > u,. La suite (u,) est donc
croissante.
(b) La suite (uy,) est croissante et majorée par 1. Elle est donc convergente.
3. (a) Pour tout entier naturel n,

> 1. Les termes de cette suite étant

Sup, Sup,
g = Untl 142w, 1—2u, __3un _ 3
A YR L 3y, 1+ 2up, —3u, 11—, n
1+ 2u, 1 —2u,

La suite (v,,) est géométrique de raison 3.
1

(b) On a par ailleurs vg = 1 2 T = L. Ainsi, pour tout entier naturel n, v, =1 x 3" = 3".

2

. < 4 v
(c) Pour tout entier naturel n, on a v, (1—wuy,) = u, etdonc v, = u,+u,vy,, ¢’ est-a-dire u,, = 1 +" .
3n o
Finalement, pour tout entier naturel n, u,, =
P . "o3n41
. 3 1 . .
(d) Pour tout entier naturel n, u, = — X = . Or, puisque 3 > 1, lim 3" = 4o0.
3" 1 1 1 1 n—+00

Il en vient que lim wu, = 1.
n——+00
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6x8+2 50

8+5 13
2. (a) f estdérivable sur [0; +oo] et pour tout réel = > 0,

» Correction 61 — Voir I’énoncé. 1. Onawu; =

6(x+5) —1(6r+2) 62+30—-6r—2 28

@+ 5)2 @52 @isE "

fl(a) =

La fonction f est strictement croissante sur [0; 4+00].

(b) La fonction f étant strictement croissante sur [0; o[, alors, pour 1 z > 2, on a f(z) > f(2).

6x2+2 14
Or, f(2) = ﬁ == 2. Ainsi, pour tout réel x > 2, f(z) > 2.

(c) Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « uy > 2 »
e Initialisation : ug = 8 > 2. P(0) est donc vraie.
e Soitn € Ntel que P(n) est vraie. Puisque f est strictement croissante sur [2; +o0c], on a alors
f(up) > f(2), soit up41 > 2. P(n + 1) est donc vraie.
e Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
3. (a) Puisque pour tout entier naturel n, u, > 2, alors u, +1 > 0, up, +5 > 0 et 2 — u,, < 0. Par
conséquent, pour tout entier naturel 7, u, 11 — u, < 0. La suite (u,,) est donc décroissante.
(b) La suite (u,,) est décroissante et minorée par 2, elle est donc convergente.
4. (a) Onavozuo_2 :gzg—g
uw+1l 8+1 9 3

(b) Pour tout entier naturel n,

6u, + 2 9 6u, +2 — 2u, — 10

v :Un+1_2: Up + 5 _ Up + 5 :4un_8:4(un_2):év
ntl Up+1 — 1 6un+2+1 6upn + 2 + up + 5 Tun + 7 7(Un+1) 7"
Up + 5 Uy + 5

La suite (vy,) est donc géométrique de raison =

. . 4\"
(c) Ainsi, pour tout entier naturel n, v, = 3 X () .

7
. 4 . . : 4\" :
Or, puisque —1 < — < 1,ilenvientque lim (-] =0etdonc lim v, =0.
7 n—-+oo \'7 n—+oo
. . Un — . .. . N
Par ailleurs, pour tout entier naturel n, v,, = — .Notons ! = lim wu, (qui existe bien d’apres
Up + 1 n——+oo

les questions précédentes).
-2
Onaalors 0 = 1 Ainsi, | —2 =0etdonc! = 2.

5. Le programme renvoie le premier rang n & partir duquel on a u,, < 2.001. Ce rang vaut 14.
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1

1.1

Rappels sur la dérivation

Fonction dérivée

1. Cours : Compléments sur la dérivation

Définition 8 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I, @ € I et hun réel non nul tel que a + h € 1.

e On dit que f est dérivable en q si le taux de variation

fla+h) = f(a)

admet une limite finie lorsque

h tend vers 0. Cette limite est appelée "nombre dérivé de f en a" et est notée f'(a).

f'(a) = lim

fla+h) - f(a)

h

e On dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en tout a € I. On appelle alors fonction dérivée de

f sur I la fonction

, I — R
f'{x —  f(x)

m Exemple 31 : On considére la fonction f : 2 +— 2, définie sur R. Soit = un réel et 2 un réel non nul.

fle+h) = fz) _

(z+h)?—2®> 2?4+ 2zh+ h?— 22

h

h

h

=2z +h

Lorsque h se rapproche de 0, cette quantité tend vers 2z. Ainsi, f est dérivable sur R et pour tout réel z,

f(z) = 2.

1.2 Dérivées usuelles

fixe Définie sur Dérivable sur frix—
keR R R 0
max + p, m et p réels R R m
z? R R 2z
2™ pour n € N* R R na™ !

! ] - o0;0[et]0;+00[ | ] — 0030[ et 0; +00] :

- — o0; ; +00 — o0; ; +00 ——=

T ? ) ) ? $2

1 n

— pourn e N* ] — o0; 0] et ]0; +00[ ] — 00; 0] et ]0; +00[ |

1
O. O.

Va 05 +00] 10; 0] N
exp(ax +b), aetbréels | R R aexp(ax + b)
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1.3 Opérations sur les dérivées

Théoreme 14 : Soit I un intervalle, u et v deux fonctions dérivables sur I, k£ un réel. Alors les fonctions
. . . u .
ku, u + v et uv sont dérivables sur I. Si de plus, v ne s’annule pas sur I, alors la fonction — est également
v

dérivable sur I. On a alors

(ku) =k (ut+v) =u +o
/ Vo /
(wv) = vu'v 4w’ <%> = uvvi;w

= Exemple 32 : On considére la fonction f : z +— (22 — 3z + 1) exp(3x + 1), définie sur R. Pour tout réel
x, on pose alors u(x) = 22 — 3z + 1 et v(z) = exp(3z + 1).

e 1 est dérivable sur R et pour tout réel z, u/(z) = 22 — 3
e v est dérivable sur R et pour tout réel z, v'(z) = 3exp(3z + 1)
e Ainsi, f est dérivable sur R et f/ = v'v + uv’

Pour tout réel x,

f'(x) = (2 —3) x exp(3z 4+ 1) + (2® — 3z + 1) x 3exp(3z + 1) = (32® — 7z) exp(3z + 1)

1.4 Tangente a la courbe

Définition 9 — Tangente a la courbe. : Soit f une fonction dérivable en a. On note Cy la courbe de f
dans un repere orthonormé (O; ;7).
La tangente a C¢ au point d’abscisse a est la droite de coefficient directeur f’(a) et passant par le point de

coordonnée (a; f(a)).

Propriété 12 : Soit f une fonction dérivable en a. La tangente a la courbe de f au point d’abscisse a a pour
équation

y = f'(a) x (x —a) + f(a)

2

m Exemple 33 : Pour tout réel z, posons f(x) = % — 2z — 1.

f est dérivable sur R et pour tout réel z, f'(z) =z — 2.
Déterminons 1’équation de la tangente a Cy au point d’abscisse 4
o fl(4)=4—-2=2
42
° f(4):5—2><4—1:—1

Cette tangente a pour équation y = f'(4) x (x — 4) + f(4) soit
y=2(x—4)—1letdoncy =2z —9. : 4
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1.5 Variations d’une fonction
Propriété 13 : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1
e Si, pourtout z € I, f’(x) > 0, alors f est croissante sur [

e Si, pour tout z € I, f'(x) < 0, alors f est décroissante sur [
e Si, pour tout z € I, f'(x) = 0, alors f est constante sur [

= Exemple 34 : On considere la fonction f : 2 — (22 — 3z + 1) exp(3z + 1) étudiée précédemment. On a
vu que pour tout réel z, f'(z) = (322 — 7x) exp(3z + 1) = 2(3x — 7) exp(3z + 1).

/' (x) étant écrite sous forme factorisée, on peut alors construire le tableau de signes de f’ et en déduire les
variations de f.

4 - 0 % +00
@ - 0 + +
3z — 7 — - 0 +
exp(3z + 1) + + +
f'(z) + 0 - 0 +
e
_ 58
9

2 Dérivée seconde

Définition 10 — Dérivée seconde. : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [ telle que sa fonction
dérivée f’ est également dérivable sur I (on dit également que f est deux fois dérivable sur I).

On appelle fonction dérivée seconde de f la fonction dérivée de f’. Cette fonction est notée f”.

Pour tout z € I f"(z) = (f')(x)

m Exemple 35 : Pour tout réel z, on pose f(z) = (22 + 1)e32~2. Posons, pour tout réel z, ui(z) = 2z + 1
etvy(z) = €372

e u; est dérivable sur R et pour tout réel x, v} (z) = 2
e v est dérivable sur R et pour tout réel z, v} (x) = 3e372,
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Ainsi, f est dérivable sur R et pour tout réel x,

f'(x) = u)(z) x vi(z) +ui(z) x v} (z) =2 x 3272 4+ (224 1) x 33772 = (6 + 5)e3* 2

Posons alors, pour tout réel x, ug(x) = 6z + 5 et va(x) = €372

e uy est dérivable sur R et pour tout réel x, u)(x) = 6
e v est dérivable sur R et pour tout réel x, vh(x) = 33272,

Ainsi, f est dérivable sur R et pour tout réel z,

f"(z) = uh(x) X vo(x) + uz(z) X vh(x) = 6 x 3272 + (6z + 5) x 33772 = (24x + 21)e3°2

Composition de fonctions

Définition 11 — Fonction composée. : Soit [ et J deux parties de R. Soit f une fonction définie sur J et
g une fonction définie sur [ telle que pour tout réel z, g(x) € J.

On définit la fonction composée de f et g notée f o g par
Pourtoutz € I, fog(x) = f(g9(z))

L’idée derriere la composition de fonctions est simplement d’appliquer successivement plusieurs fonctions.
g
fog:wr= g(x) — flg(z)]

m Exemple 36 : Pour tout réel z, on note f(x) = 22 et g(x) = = + 3. Alors, pour tout réel z,

o fog(@) = fg(x)) = (9(2))* = (= +3)?
* gof(z)=g(f(2)) = fz) +3=2"+3

|
Attention ! En général, onn’apas f o g = g o f ! Ces deux fonctions ne sont d’ailleurs pas forcément définies
sur le méme ensemble.

Propriété 14 : Soit [ et J deux intervalles, f une fonction définie et dérivable sur J et g une fonction définie
et dérivable sur [ telle que pour tout x € I, g(x) € J. Alors f o g est dérivable et pour tout réel = dans I,

(fog)(z)=4g'(x) x (f og)(x)

m Exemple 37 : On considere la fonction f définie pour tout réel = par f(x) = e®*+32=2 Pour tout réel z,
on pose alors u(r) = e® et v(z) = 2% + 3z — 2. On a alors f(z) = u(v(z)) = v o v(x).

e v est dérivable sur R et pour tout réel z, v'(z) = 2z + 3
e  est dérivable sur R et pour tout réel z, v/ (x) = e”
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Ainsi, f est dérivable sur R et pour tout réel x,

fl(x) =2'(z) xd'(v(z)) = 2z + 3)€z2+3z—2

|
Propriété 15 — Cas particuliers. : Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle 1
e Pour tout entier naturel n, u™ est dérivable sur I et (u")" = nu'u"~!
e c"estdérivable sur [ et (") = u' x e*.
!/
e Sipour tout réel = € I, u(x) > 0, alors y/u est dérivable sur I et (y/u) = 2u
u
. 3 1 . 1 '
e Si pour tout réel z, u(x) # 0, — est dérivable sur I et { — | = ——.
u u u
= Exemple 38 : Pour tout réel z, posons f(x) = (4o + 1)°.
Pour tout réel z, on pose u(z) = 4z + 1. u est dérivable sur R. Or, f = u”.
Ainsi, f est dérivable sur Ret f/ = 9 x u’ x u®, c’est-a-dire que pour tout réel
fl(x)=9x4x (4e +1)°1 =36 x (4 +1)®
|

1
Exemple 39 : Pour tout réel x, = —.
" p our tout réel x, posons f(x) P
1
Pour tout réel z, on pose alors u(z) = x2 + 1. u est dérivable sur R et ne s’annule pas. Or, f = —.
U

/

Ainsi, f est dérivable sur R et f/ = c’est-a-dire que pour tout z € R

ot

2z

f'(@) = —m

m Exemple 40 : On considére la fonction f définie pour tout réel = € [—2; 2] par f(z) = V4 — 22.

Bien que la fonction f soit définie sur I'intervalle fermé [—2; 2], elle n’est en revanche dérivable que sur
’intervalle ouvert | — 2; 2[. Pour tout réel = €] — 2;2[, on a

—2x T

2v/4 — x2 - 7\/4—:62

fi(z) =
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2. Exercices

Rappels sur la dérivation

» Exercice 62 — Voir le corrigé.
Dériver les fonctions suivantes, en précisant leur domaine de définition et de dérivation.

4
fiixe bad 4+ 222 — 3z + 1 forx— 82T+ —
x
. 4 3z—1 . 2 _ T
fa:xz—22"+e faix— (bax® 42z —1)e
T
f5:xe (1— 622)e32+2 fo:x— <
x
2?43z + 1 z+ €
f7:$l—>x—_5 fsix— e

» Exercice 63 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f : x — 22 + 322 — 452 + 21.

1. f est dérivable pour tout z € R. Que vaut f’(z) ?
2. Construire le tableau de signes de f’ et en déduire le tableau de variations de f.

» Exercice 64 — Voir le corrigé.

T

e
Pour tout réel -1, =
our tout réel = # on pose f(x) T2
1. Justifier que f est dérivable sur | — co; —1] et sur | — 1; 4+-00[ et que pour tout réel - dans ces intervalles
yoon o wer

2. Etudier le signe de f'(z) et en déduire le tableau de variations de f.

» Exercice 65 — Voir le corrigé.
Construire le tableau de variations de la fonction f : x — (—22 + z + 1)e! =37 définie sur R.

» Exercice 66 — Voir le corrigé.
_ 10z +4

b2 41
1. Justifier que f est dérivable sur R. Exprimer f’(z) pour tout réel .

2. Construire le tableau de variations de f sur R
3. Déterminer I’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 2.

On considére la fonction f définie pour tout réel x par f(z)

» Exercice 67 — Voir le corrigé.
A T’aide d’une étude de fonction, montrer que pour tout réel z, e* > 1 4+
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Dérivée seconde

» Exercice 68 — Voir le corrigé.
Pour chacune des fonctions suivantes, deux fois dérivables sur I’intervalle mentionné, donner une expression
de la dérivée seconde

3
fiix—6224+2x—1surR forx 322 4+ 22— =, sur] — o0; 0
x

322 —1
f3:x— x2e3 T sur R fiix—

,sur | —oo; 0]

x
f5 12— (1 —622)e3* 2, sur R forzm =, sur ]0; +oo]
T

» Exercice 69 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f définie pour tout 2 € R par f(x) = 32* + 1623 — 6622 — 3602 + 120.

1. Soit z un réel. Que vaut f'(z) ?

On note f” la dérivée de f’. Que vaut f”(x) ?

Construire la tableau de signes de f”.

En déduire le tableau de variations de f’.

On indique de plus que f'(—5) = f/(3) = f/(—2) = 0. Construire le tableau de signes de f’ et en
déduire le tableau de variations de f.

oA e

» Exercice 70 — Voir le corrigé.
On considere une fonction f deux fois dérivable. On a représenté ci-dessous la courbe de f’ dans un repere
orthonormé.

W

On sait par ailleurs que f(—6) = —1, f(—5,5) = O et f(—1) = 2. Construire le tableau de signes de f” et f
sur I'intervalle [—6; 7]

» Exercice 71 — Voir le corrigé.
Soit f et g deux fonctions deux fois dérivables sur un intervalle I. Justifier que (fg) est deux fois dérivable sur
I et exprimer (fg)” en fonction de f, g et de leurs dérivées.
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» Exercice 72 — Voir le corrigé.
Soit a et b deux réels. Pour tout réel z, on pose f(x) = (az + b)e”.

1. Justifier que f est deux fois dérivable sur R puis donner une expression de f'(x) et f”(x).
2. Montrer que pour tout réel x, f"(z) — 2f'(x) + f(x) =0

» Exercice 73 — Voir le corrigé.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et n un entier naturel. Lorsqu’il est possible de dériver n fois la
fonction f sur I, on dit que f est n fois dérivable et on note f (") 1a fonction obtenue en dérivant n fois. On a
alors fO = f, f0) = g/ @) = g7
1. On considere la fonction f : x — xe®. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, f est n
fois dérivable et pour tout réel z, £ (z) = (z + n)e”
2. On considere la fonction g : © — xe™*. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, g est n
fois dérivable et pour tout réel z, g™ (z) = (—1)"(z — n)e®

Composition de fonctions

» Exercice 74 — Voir le corrigé.
Pour tout réel , on pose f(z) = 22 + 1, g(v) = 3z + 2 et h(x) = 2 — =.
Donner une expression de (f o g)(x), (go f)(z), (hog)(z)et (fogoh)(z).

» Exercice 75 — Voir le corrigé.
Soit f une fonction définie sur un ensemble . On dit que f est une involution de F si pour tout x € FE,

(f o f)(z) = .
1
1. Montrer que la fonction x — — est une involution de R*

z
2. Soit a un réel. Montrer que la fonction  — a — z est une involution de R

b
3. Soit a et b deux réels, avec b # 0. Montrer que la fonction x — —— + a est une involution de R \ {a}.

» Exercice 76 — Voir le corrigé.
Dériver les fonctions suivantes, dérivables sur I’intervalle donné.

fiixe (3 +2)% surR fo:x (622 + 32 +4)3, sur R

fa: > eVE, sur |0; +oo[ fa:ix— 222 -5+ TsurR
1

f5:a:»—>m,sur]—2;+oo[ f@:x»—>eff+%’sur]—oo;0[

» Exercice 77 — Voir le corrigé.
N . 2 _ L .
On considere la fonction f :  +— 3% 7221 définie sur R

1. Justifier que f est dérivable sur R et calculer f’(z) pour tout réel x.
2. Construire le tableau de variations de f
3. Déterminer 1’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse —1.

» Exercice 78 — Voir le corrigé.
Construire le tableau de variations de la fonction f : x — /22 — 4z + 5, définie et dérivable sur R puis tracer
I’allure de sa courbe représentative dans un repere orthogonal.
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» Exercice 79 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f : z — /1 — z2. On note D le domaine de définition de f et D’ son domaine de
dérivabilité.
1. Déterminer D et D’.
2. Donner une expression de f'(z) pour tout x € D’.
3. Pour tout réel = € D, on pose g(z) = eV1-%,
(a) Justifier que g est dérivable sur D’ et calculer ¢’(x) pour tout x dans D’.
(b) En déduire le sens de variations de g puis tracer 1’allure de la courbe représentative de g dans un
repere orthonormé.

» Exercice 80 — Voir le corrigé.
1 . 24005 e - P
On considere la fonction f : 2 +— e 72775 définie et deux fois dérivable sur R.

1. Construire le tableau de variation de f
2. Déterminer une expression de f”(z) pour tout réel .

» Exercice 81 — Voir le corrigé.
x? — 2x — 3)2
2
1. Justifier que f est dérivable sur R et calculer f’(x) pour tout réel x.
2. En déduire les variations de f sur R et tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.
3. Justifier que f est deux fois dérivable sur R. Donner une expression de f”(x) pour tout réel x.

Pour tout réel x, on pose f(z) = (

» Exercice 82 — Voir le corrigé.
Donner une expression de la dérivée seconde de la fonction f : 2 — €'/ sur |0; +ool.

» Exercice 83 — Voir le corrigé.

. . e
On considere la fonction f : © — —=, définie sur |0; +00]

Vv
. (o . , (2x — 1)e”
1. Justifier que f est dérivable sur |0; 00| et que pour tout réel = > 0, f/(z) =

2r\/x

2. Construire le tableau de variations de la fonction f sur |0; +o00[
ex2+x+1

VeZ+z+1

On peut remarquer que pour tout réel z, g(z) = f(z% +z + 1).

On considere désormais la fonction g : x —

3. Justifier que g est définie et dérivable sur R et que pour tout réel x,

(22 + 1)(222 4 2z + 1)e™ Tt
22+ zx+1)Vat+z+1

Indication : ne pas utiliser la dérivée d’un quotient vous épargnera de longs et pénibles calculs.
4. Construire le tableau de variations de g sur R.

g'(x) =
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3. Corrigés

Rappels sur la dérivation

» Correction 62 — Voir I’énoncé.
a. Pour tout réel z, f](z) = 5 x 322 + 2 x 22 — 3 = 152% + 42 — 3

2 8
b. Pour tout réel non nul z, f5(x) = 8 x 725 +4 x <——3> = 562° — —
x x
A c . , 5627 — 8
Remarque : en mettant au méme dénominateur, on a f5(7) = ——5—.
x

c. Pour tout réel z, f}(z) = 2 x 4a® + 3e3771 = 823 + 3321
d. Pour tout réel x, on pose u(z) = 522 + 2z — L et v(z) = €*

e u est dérivable sur R et pour tout réel z, u/(z) = 10z + 2
e v est dérivable sur R et pour tout réel z, v'(z) = €*

Ainsi, puisque fy = uv, f est dérivable sur R et f; = v + uv’. Pour tout réel x, on a donc
fi(x) = (102 4 2)e” + (522 + 22 — 1)e® = (52° + 12z + 1)¢”

e. Pour tout réel z, on pose u(z) = 1 — 622 et v(z) = 3712

e u est dérivable sur R et pour tout réel z, u/(z) = —12x
e v est dérivable sur R et pour tout réel z, v/(z) = 3e3* 2z

Ainsi, puisque f5 = uw, f5 est dérivable sur R et f/ = u/v 4+ uv’. Pour tout réel x, on a donc
fi(x) = 12232 (1 — 62%) x 3e3*12 = [—122 + (1 — 62%) x 3]e3T2 = (—1822 — 12 4 3)e3* T2

f. Pour tout réel non nul z, on pose u(z) = e* etv(z) =z

e 1 est dérivable sur | — oo; 0[ et ]0; +oo], et pour tout réel non nul z, v/ (x) = e*
e v est dérivable et ne s’annule pas sur | — oo; 0[ et ]0; +oc], et pour tout réel non nul z, v'(z) =1

/ /
S u i u'v —uv i
Ainsi, puisque fg = —, f est dérivable sur | — 0o; 0[ et ]0; +oo et fg = ———5——. Pour tout réel non nul z,
v v
on a donc
e* xxr—e*x1 (r—1)e"
!
fo(z) = 2 = 2

T T

g. Pour tout réel = # 5, on pose u(z) = 22 +3r + letv(x) =2 —5

e u est dérivable sur | — oo; 5[ et |5; +-00], et pour tout réel = # 5, v/ (z) = 2z + 3
e v est dérivable et ne s’annule pas sur | — 0o; 5[ et |5; +00[, et pour tout réel 2 # 5, v'(z) = 1

Loy ool
Ainsi, puisque f = %, f est dérivable sur | — oo; 5] et |5; +oo] et f/ = uvv—qu Pour tout réel = # 5, on a
donc
fla) = (20 +3)(x—5) — (z?+3z+1) 222 —10z+3z—15—2*—-3z—1 2% —10z—16
e (v —5)? - (v —5)” Gk
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h. Pour tout réel x, on pose u(z) = x + €3 et v(z) = €*

e u est dérivable sur R, et pour tout réel z, uv'(x) = 1

e v est dérivable et ne s’annule pas sur R, et pour tout réel z, v'(x) = e”

uw'v — uv

.. . u L. P
Ainsi, puisque f = —, f est dérivable sur R et f/ = —— . Pour tout réel z, on a donc
v v

Clxe"—(z+e¥)e’  (—z+1-e¥)e” —z+1-—¢

fS(x) - (ex)Q - (ea:)Q - et

» Correction 63 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel z, f'(x) = 322 + 6x — 45

Notons A le discriminant du polyndme 322 + 6x — 45. A = 62 — 4 x 3 x (—45) = 576 > 0 Le polyndme
3z% + 62 — 45 posséde donc deux racines réelles distinctes

_ —6—/576 _ _ —6+/576

=03 o et a = 2x%x3

3

Par ailleurs, le signe d’un polyndme est celui de son coefficient dominant (ici, 3) a I’extérieur des racines. Il
est du signe opposé entre les racines. On peut alors dresser le tableau de signe de f’ et en déduire le tableau de
variations de f.

T —00 —5 3 +0o0
f(x) + 0 — 0 +
196 \ /
/
/ —60

» Correction 64 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel = # —1, on pose u(x) = e* etv(x) =14z
e wu est dérivable sur | — oo; —1[ et ] — 1; +o0], et pour tout réel = # —1, u/(z) = €*
e v est dérivable et ne s’annule pas sur | — oo; —1[ et | — 1; +00], et pour tout réel zz # —1,v'(z) =1

. u . , uv—u )
Ainsi, puisque f = —, f est dérivable sur | — oo; —1[ et ] — 1;+oo[ et f' = —————. Pour tout réel x # —1,
v v
e x(1+z)—€e*x1 xe”
Py = CX 0D et XL ae
(1+2) (1+x)

Pour tout réel z # —1, (1 +x)2 > 0 ete® > 0. f/(x) est donc du signe de x (hormis en —1, valeur interdite).

T —00 -1 0 400
f(x) — - 0 +
F \ \ 1 /
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» Correction 65 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel z, on pose u(r) = —x? + x + letv(z) = €*

e 1 est dérivable sur R et pour tout réel x, u/(z) = —2x + 1
e v est dérivable sur R et pour tout réel z, v'(x) = €*

Ainsi, puisque f = uw, f est dérivable sur R et f' = u’'v + uv’. Pour tout réel x, on a donc

flz)=(—2z+1)e" 4+ (—a? + z +1)e® = (=% — x + 2)e®

Pour tout réel x, e® > 0. II ne reste donc qu’a étudier le signe de —x? — x + 2. Il s’agit d’un polyndme du

second degré. Son discriminant vaut A = (—1)2 — 4 x (=1) x 2 = 9 > 0. Le polynéme —z? — z + 2 admet

donc deux racines réelles distinctes

1)V
2x(-1)

~(=D)+v9 _

=1 et ap= 2
T

xr1 =

On peut alors construire le tableau de signes de f’ et en déduire le tableau de variations de f.

x —00 -2 1 +oo

I'(@) -0+ 0 -

(&

/ \3@2/ \

» Correction 66 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel z, on pose u(x) = 10x + 4 et v(z) = 522 + 1

e u est dérivable sur R, et pour tout réel z, u'(z) = 10
e v est dérivable et ne s’annule pas sur R, et pour tout réel x, v'(z) = 10x

/ /

P U iy u'v —uv 3
Ainsi, puisque f = —, f est dérivable sur R et f/ = —— . Pour tout réel z, on a donc
v v

10 x (52? +1) — (10z +4) x 10z —502% — 40z + 10

@) (522 + 1) T (a4 1)2

Pour tout réel z, (522 4 1)2 > 0. Il ne reste qu’a étudier le signe de —502? — 40x + 10. C’est un polyndme
du second degré dont le discriminant vaut (—40)% — 4 x 10 x (—=50) = 3600 > 0. Ce polynome admet donc
deux racines réelles distinctes qui sont

(—40) + /3600
2 x (=50)

—(~40) — V3600 _ 1 _

St =) 5

r1 =

On peut alors construire le tableau de signes de f’ et en déduire le tableau de variations de f.

x —00 -1 0.2 +oo

f(x) - 0 + 0 -
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La tangente 7" a la courbe de f au point d’abscisse 2 a pour équation y = f/(2) x (x — 2) + f(2). Or,
— 2 _
. oy = TOOX2 - 40x2410 30

(5x2241)2 49
10x2+4 8
2)=——m—— =1
O = e T
Ainsi, 1" a pour équation
30( 2)+8 30 +60+56 30 +116
= ——\T — - = ——X _— —_— = — —_—
Y=g 77 19" 1919 " 197 T 49

Non, ce n’est pas une belle équation toute jolie, mais c’est volontaire : il ne faut pas avoir peur de mettre les
mains dans le cambouis !

» Correction 67 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel z, on pose f(z) = e* —x — 1. f est dérivable sur R et pour tout réel z, f/'(x) = e — 1. On sait
par ailleurs que e* > 1 < x > 0. On en déduit le tableau de signes de f’ et le tableau de variations de f.

On a en effet f(0) = e” — 0 — 1 = 0. Ainsi, pour tout réel z, f(x) > 0,soite® —z —1>0oue® > 1+ .

Graphiquement, cela signifie que la courbe de la fonction exponentielle est toujours au-dessus de sa tangente
en 0.

Dérivée seconde

» Correction 68 — Voir I’énonceé.
Pour tout réel z, fi(x) = 12z + 2 et f](x) = 12.
6

3
Pour tout réel < 0, f3(x) = 6z + — et fy(x) =6 — —
our tout réel x fo(x) 93+1:2e 15 (x) 3

Pour tout réel z, on pose ui(z) = 22 et v1(x) = e3**1. u; et v1 sont dérivables sur R. f est donc également
dérivable sur R et f' = ujv1 + uqv]. Ainsi, pour tout réel ,

fé(l') — 2 % €3I+1 + 1‘2 % 3e3ac+1 — (31:2 + 21})€3$+1

Pour tout réel x, on pose ua(z) = 322 + 2x et va(z) = e3*1 . uy et vy sont dérivables sur R, fé I’est donc
également et f = ubvs + ugvh. Ainsi, pour tout réel x,

V(x) = (62 +2)e3 ™ 4 (322 + 22) x 337! = (322 4 122 + 2)e3* !

) 322 1 1
On peut remarquer que pour tout réel = < 0, fy(x) = — — — = 3x — —.
T
1 2
Ainsi, pour tout réel © < 0, fj(z) = 3+ — et f{(z) = ——.
x x
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Pour tout réel z, on pose u;(x) = 1 — 622 et vy(z) = 3*+2

e u; est dérivable sur R et pour tout réel z, v} (z) = —12x
e v est dérivable sur R et pour tout réel x, v} (x) = 3e3* 2z

Ainsi, puisque f5 = ujv1, f5 est dérivable sur R et ff = u{v; + ujv]. Pour tout réel z, on a donc
fi(x) = 12232 4+ (1 — 622) x 3e3*+2 = [—122 + (1 — 62%) x 3]e3*2 = (—1822 — 122 4 3)e3* T2

Pour tout réel z, on pose alors us(z) = —1822 — 122 + 3 et vg(z) = €372

I’est donc également. Pour tout réel x,

. ug et vy sont dérivables sur R, f7

U(z) = (=362 — 12)e32 4 (—182% — 122 + 3) x 3e3*12 = (—54a? — 72z — 3)e32 2

Pour tout réel > 0, on pose u;(x) = e® et v1(x) = z. up et v1 sont dérivables sur |0; +-00| et v ne s’annule
pas sur cet intervalle. Ainsi, fg est dérivable sur |0; 00| et pour tout réel x,

e xx—e’x1 (x—1)e"
2 - 2

fol(x) =

T xT

Posons alors, pour tout réel > 0, uz(z) = (z — 1)e” et va(z) = 2. vy est dérivable et ne s’annule pas sur

]0; +00]. Par ailleurs, u; est dérivable sur |0; +o00] car ¢’est un produit de fonctions dérivables sur cet intervalle.
Par ailleurs, pour tout réel x > 0

wyp(z) =1xe" + (z—1)e” = xe”

Ainsi, pour tout réel x > 0

Cwe® xa?— (z—1)e" x2x (2% — 22 + 2z)e” (2% — 22+ 2)e”

!(x) i _

T zt 3

» Correction 69 — Voir I’énonceé.
Pour tout réel z, f(z) = 122 + 4822 — 132z — 360 et f(x) = 3622 + 962 — 132

f" est une fonction polyndme du second degré dont le discriminant vaut 962 — 4 x 36 x (—132) = 28224 > 0.
L’équation f”(z) = 0 admet donc deux solutions réels

Lo 96— VIs2E 1 _ 96+ V28220
'™ 7 ox36 3 2T 7 9x36

On peut alors construire le tableau de signes de f”. Par ailleurs, f” étant la dérivée de f’, on en déduit le
tableau de variations de f’.

x —00 —11/3 1 +o0

1" (z) + 0 — 0 +

Puisque f” est croissante sur | — oo; 5] et que f'(5) = 0, on en déduit que pour tout réel =z < 5, f'(z) < 0.
En raisonnant de méme sur les autres intervalles, on en déduit le tableau de signes de f’ et donc le tableau de
variations de f.
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f/ / \0 0/

() - 0 + + 0 - - 0 +

» Correction 70 — Voir I’énoncé.
1" est la dérivée de f’. Les variations de f’ nous donnent donc le signe de f”.

x —6 —4 2 4 7
1 3 3
. LT N
—2 1
f! -0 + 0 - 0 +

Par ailleurs, a ’aide du signe de f’, on peut construire le tableau de variations de f. Les informations sur les
valeurs extrémes de f nous permettent de construire son tableau de signes.

T —6 —5.5 -5 -1 7
f(x) + + 0 — 0 —+— 0
>0
2
f(zx) — 0 + + +

» Correction 71 — Voir I’énoncé.
Si f et g sont dérivables, alors fg I'est également et (fg)' = f'g+ fg'. Side plus f’ et ¢’ sont dérivables, alors
f'g et fg' le sont également et

o (flg) =f'g+ fd
o (fg") =1d+fg"
Ainsi, (fg)" est dérivable et (fg)" = f"g+ f'9' + f'd' + f9" = f'9+2f'¢' + fg".
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» Correction 72 — Voir I’énoncé.
Les fonctions x — ax + b et x — e sont deux fois dérivables sur R. Leur produit est donc deux fois dérivable
sur R.

Pour tout réel z, f/(z) = ae®+ (ax+b)e® = (ax+a+b)e® et f'(x) = ae®+(ax+a+b)e® = (ax+2a+b)e”.
Ainsi, pour tout réel x,

f(x) = 2f'(x) + f(x) = (az + 2a + b)e” — 2(ax + a + b)e” + (ax + b)e”
et donc

(@) =2f(z) + f(x) = (ax + 2a + b — 2az — 2a — 2b + az + b)e” = 0

» Correction 73 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel n, on consideére la proposition P(n) : « f est n fois dérivable sur R et pour tout réel z,
f (@) = (z +n)e* »
o Initialisation : f est bien dérivable 0 fois et pour tout réel , f(°)(z) = f(z) = (z + 0)e®.
e Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que P(n) est vraie. Alors f est n fois dérivable sur R
et pour tout réel z, £ (x) = (z + n)e®. f(®) est dérivable sur R car c’est le produit de deux fonctions
dérivables sur R. f est donc n + 1 fois dérivable sur R. Par ailleurs, pour tout réel z,

FO (@) = (F™)Y(2) = e + (x4 n)e® = (z +n+ 1)e”

P(n + 1) est donc vraie
e Conclusion : P(0) est vraie, P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Pour tout entier naturel n, on considere la proposition P(n) : « g est n fois dérivable sur R et pour tout réel z,
9"(z) = (~1)*(z —n)e " »

o Initialisation : g est bien dérivable 0 fois et pour tout réel z, ¢¥ (z) = g(z) = (z — 0)e~*. P(0) est
vraie.

e Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que P(n) est vraie. Alors g est n fois dérivable sur R
et pour tout réel x, (™ (z) = (—1)"(z — n)e*. g™ est dérivable sur R car c’est le produit de deux
fonctions dérivables sur R. g est donc n + 1 fois dérivable sur R. Par ailleurs, pour tout réel x,

9" @)= (¢") (@) = ()" x (e +(z—n) x ()
(-D)"(1—z+n)e "
()" x (=(x—n—-1))e "
(=1

D"z —(n+1))e™®

P(n + 1) est donc vraie
e Conclusion : P(0) est vraie, P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Composition de fonctions
» Correction 74 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel x,
e (fog)(z)=f(g(x)=g(x)?+1=(3z+2)>+1=922 + 122 +5
e (gof)(x)=3f(x)+2=3(*+1)+2=32>+5
o (hog)(x)=2—g(z)=2—-(3x+2)=—-3x
e (fogoh)(z)=(fog)(h(z)) = (3h(z)+2)*+1=(8—3z)*+1=09z>— 48z + 65
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» Correction 75 — Voir I’énoncé.

Pour tout réel = # 0, f(f(xz)) = — = x. f est bien une involution de R*

8= —

— ) = x. f estune involution de R

S

Pour tout réel z, f(f(x)) =a — (

Pour tout réel x # a,

f(f(x)):(xgafa)_a-ka: Z +a=zrz—a+a==x
r—a

f est une involution de R \ {a}.

» Correction 76 — Voir I’énoncé.
a. Pour tout réel x, f1(z) = 3 x 2(3x + 2) = 18z + 12

b. Pour tout réel z, f5(x) = (122 + 3) x 3(62% + 3z + 4)? = (362 + 9) (622 + 3z + 4)?

1
c. Pour tout réel z > 0, f4(z) = —= x eV®

d. Pour tout réel z, fi(x) =

» Correction 77 — Voir I’énoncé.

Pour tout réel z, f(z) = ¢*(®) avec u(z) = 3224 22 — 1. u est dérivable sur R, f 1’est donc aussi et f’ = u'e".

Ainsi, pour tout réel z,

F(z) = (62 + 2)63x2+2171

Pour tout réel z, €37°+22=1 > 0, f/(z) est donc du signe de 6z + 2.

f'(@) - 0 +

La tangente a la courbe de f a1’abscisse —1 a pour équationy = f/(—1)(x+1)+ f(—1) soity = —4(z+1)+1

ou encore y = —4x — 3.
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» Correction 78 — Voir I’énoncé.

Pour tout réel x, x? — 4x + 5 > 0. En effet, il s’agit d’un polyndme du second degré dont le discriminant est
/
u

strictement négatif. De plus, f(x) = \/u(x). Ainsi, f est définie et dérivable sur R et ' = N
u

20 — 4

Pour tout € R, on adonc f'(z) = —————
2Vx? —4x +5
du signe de 2z — 4

. Puisque pour toutl z € R, V22 — 42+ 5 > 0, f'(x) est

x —00 2 “+00
f(x) - 0 +
F \ 1 / :

» Correction 79 — Voir I'’énoncé. 1. V1 — 22 existe si et seulement si 1 — z2 > 0, ¢’est-a-dire 22 < 1
et donc x € [—1;1]. Par ailleurs, la fonction racine carrée n’est pas dérivable en zéro. Ainsi, f n’est pas
dérivable en —1 et 1, qui sont les solutions de 1’équation 1 — 2 = 0. On a donc D' =] — 1;1]

—2z x
2. Pourtoutz € D', f'(z) = = — .
@) 21 — 22 V1— 22

3. (a) Onag = ef. Or, f est dérivable sur D', g I’est donc également et pour tout réel = de D’,
V1-z2

xre

V1—22

(b) Puisque pour tout réel z € D, V1 —x2 > 0 (c) On trace I’allure de la courbe représentative

J() = ['(w) x @ =

et e~ V172" > 0, ¢/(z) est du signe de —z. de g dans un repere orthonormé.
x -1 0 1
f'(x) + 0 -
e A
f / \ g
1 1

» Correction 80 — Voir I’énoncé.
f est dérivable sur R et pour tout réel z, f'(z) = (2z + 2)ex2+2$_5 qui est du signe de 2z + 2.

T |70 -1 +00
f'(x) - 0 +
/ \ ] /

En utilisant la dérivée d’un produit, pour tout réel x, on a
F(x) =2 x e F2575 4 (20 4+ 2) x (20 + 2)e” 1208 = (42? + 8z + 6)e” 125
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» Correction 81 — Voir I’énoncé.
22 —2r—3

5 . w est dérivable sur R et f = u?. f est donc dérivable sur R et

Pour tout réel x, on pose u(z) =
f' = 2u/u. Pour tout réel x,
2 —2x —3

5 =(z—1)(2* — 22— 3)

fl(xz)=2x(z—1)x

Le polyndme 22 — 2 — 3 s’annule en —1 et en 3. Ainsi, pour tout réel z, f'(x) = (x — 1)(x + 1)(z — 3). On
peut alors construire le tableau de signes de f et le tableau de variations de f.

x —0 —1 1 3 400 I
f'(=) - 0 + 0 - 0 + \\ /I
PN I VAN

/" est le produit de deux fonctions dérivables sur R et est donc dérivable sur R. Pour tout réel =

f'(2) =1x (@® =22 —3) 4+ (x — 1) x (22 — 2) = 32% — 6z — 1

» Correction 82 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel x > 0, on pose u(x) = —. w est dérivable sur |0; +oo[ et f = e". f est donc dérivable sur
x

el/m

10; +o00[ et f/ = u'e*. Ainsi, pour tout réel x > 0, f'(x) = — ol

/' est également dérivable comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas sur
]0; +00]. Par ailleurs, pour tout réel = > 0,

61/z

2 _ 1
iy - [ 2 e
- (22)2 - 24
» Correction 83 — Voir I’énoncé. 1. Les fonctions = — e” et x — +/x sont dérivables sur |0; +o00[. De

plus, la fonction x — +/x ne s’annule pas sur cet intervalle. Ainsi, f est dérivable sur ]0; +o00[ et, pour
toutréel x > 0, on a

T 1

() e¥ X VT — e X 5o 1Xem r X 2y/x—e* (2z—1)e”
xTr) = - — =
\/52 x 2\ 22T

2. Pour tout réel x > 0, f'(x) est du signe de (22 — 1).

&z - 3 +00

f'() - 0 +
/ \\\\\\\\\\ /////////]
V2e
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3. La fonction u : & — z2 + x + 1 est une fonction dérivable sur R. Par ailleurs, pour tout réel x,
22 4+ 2 4+ 1 > 0 (on calcule le discriminant du polynéme 22 + = + 1, celui-ci est strictement négatif).
Ainsi, g est dérivable sur R et pour tout réel x,

(2022 +z+1)— 1)6x2+m+1
22+ x4+ 1)V +x+1

§(@) = o (2) x f'(u(z)) = (20 +1) x

et donc

(22 + 1)(222 + 22 + 1)e® T +1
2@+ + 1)Vl +z+1

4. ¢'(z) est du signe de (2z + 1) (on vérifie que pour tout réel z, 222 + 2o + 1 > 0 a I’aide du discriminant
par exemple).

g'(x) =
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1. Cours : Limites de fonction

Dans tout ce chapitre, D désigne une partie de R et f est une fonction définie sur D.

1 Limite en l'infini
1.1 Limite infinie en l’infini
Définition 12 : On suppose qu’il existe un réel a tel que [a; +oo[C D.

e On dit que f a pour limite +00 en +o0 si, pour tout réel A, il existe un réel ¢ € D tel que, pour tout
x € D,six > xg,alors f(z) > A. On notera liI_iI_l f(z) = +o0
T—>+00

e On dit que f a pour limite —oo en +o0 si, pour tout réel A, il existe un réel x¢ € D tel que, pour tout
x € D,six >z, alors f(z) < A. Onnotera lim f(z) = —o0

T—400

Cette définition est tres similaire a celle rencontrée pour les limites de suites : pour n’importe quel réel A, aussi
grand soit-il, a partir d’une certaine valeur du réel z, f(x) est plus grand que ce réel A.

m Exemple 41 : On représente ici la courbe d’une fonction f dans un repere.

Pour n’importe quel réel A, aussi grand que I’on veut, on
peut trouver un x a partir duquel la courbe est toujours au- / \

dessus de la droite d’équation y = A. A \/r L

On awgrfoof(a:) =+00.
| ’ 0

N

Définition 13 : On suppose qu’il existe un réel a tel que | — co;a] C D.

e On dit que f a pour limite +00 en —oo si, pour tout réel A, il existe un réel ¢ € D tel que, pour tout
x € D, siz < xg, alors f(z) > A. Onnotera lim f(z) = 400
T—>—00

e On dit que f a pour limite —oo en —oo si, pour tout réel A, il existe un réel ¢ € D tel que, pour tout
x € D,six <z, alors f(z) < A. Onnotera lim f(z) = —o0
T—r—00

m Exemple 42 : On représente ici une fonction f dans un repere.

Pour n’importe quel A, aussi grand que 1’on veut, on peut
trouver un xg en-dessous duquel la courbe est toujours au- / \
dessus de la droite d’équation y = A. A . u
Ona lim f(x)=+o0. 4:\/ L
r——00 0
|
T A

11 s’agit de la principale différence avec les suites : pour les suites, ’indice n ne pouvait que tendre vers +oo.
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Dans le cas des fonctions, le réel x peut aller vers +oc mais aussi —oo et d’autres valeurs réelles entre les deux,
comme nous le verrons plus tard dans ce chapitre...

1.2 Limite finie en I'infini
Définition 14 : On suppose qu’il existe un réel a tel que [a; +oo[C D. Soitl € R.

e On dit que f a pour limite [ en +00 (ou que f(x) tend vers [ lorsque x tend vers +o0) si, pour tout
e > 0, il existe un réel z tel que, si x > xg, alors f(z) €]l — &;1 + €].

Si une telle limite existe, elle est unique. On note alors lirf flz)=1.
T—r+00

e On dit que f a pour limite [ en —oo (ou que f(x) tend vers [ lorsque x tend vers —oo) si, pour tout
e > 0, il existe un réel z tel que, si x < xg, alors f(z) €]l — &;1 + €.
Si une telle limite existe, elle est unique. On note alors lim f(x) =l
T—r—00

m Exemple 43 : Une fonction f est représentée ci-dessous. Pour n’importe quel € > 0, on peut trouver un
réel x( a partir duquel on a toujours f(x) €]2 —&;2+¢[. Ona 1irJ£1 flz)=2
T—r+00

; - “: i ay Aatets ey i

Définition 15 : On se place dans un repére (0; i 5) orthonormé.
e Si 1ir+n f(z) =1, on dit que la droite d’équation y = [ est asymptote a la courbe de f en +oco
T—r+00

e Si lim f(x) =, ondit que la droite d’équation y = [ est asymptote a la courbe de f en —oo
T—r—00

m Exemple 44 : Dans le cas précédent, la droite d’équation y = 2 est asymptote a la courbe de f en +oc0. =

Comme dans le cas des suites, il est parfois utile de préciser le comportement d’une fonction qui admet une
limite finie en +o0.

Définition 16 : On suppose qu’il existe un réel a tel que [a; +oo[C D. Soitl € R.

e On dit que f(x) tend vers [ par valeurs supérieures lorsque x tend vers 400 si, pour tout & > 0, il
existe un réel xg tel que, si x > xo, alors f(z) €]l;1 + €[. Autrement dit, la limite de f en +oo vaut [

et f(x) reste supérieur a [ a partir d’un certain réel. On note alors lir}rn flz)=1".
r—r+00

e On dit que f(x) tend vers [ par valeurs inférieures lorsque z tend vers +oo si, pour tout ¢ > 0, il
existe un réel xg tel que, si x > zg, alors f(z) €]l — ¢;[. Autrement dit, la limite de f en +oo vaut [
et f(x) reste inférieur a [ & partir d’un certain réel. On note alors lir+n fle)=1".

T—>+00

Attention, ce n’est pas parce que lim f(z) = [ qu'on a forcément lim f(z) =T ou lim f(x) =1".
Tr—+00 r——+00 r——+00

Les valeurs de f(z) peuvent osciller autour de [, lui étant parfois supérieures, parfois inférieures.
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Les mémes définitions s’étendent naturellement pour les limites en —oo.

m Exemple 45 : On a représenté la courbe d’une fonction f dans un repere.
. . o — . . _ +
Il semblerait que mgrfoo fz)=2"et ZEIPOO f(z) =(-1)

La droite d’équation y = 2 est asymptote a la courbe de f en +oc. C

La droite d’équation y = —1 est asymptote a la courbe de f en —co. _____/ ‘—'

1.3 Limites usuelles
Propriété 16 : Soit n un entier naturel non nul.

. . 1
lim 2" = +o0 lim — =0
T——+00 z—+o0 "
Si n est pair,
lim 2" = +o0 lim — =0"
T——00 z——o0 L™
Si n est impair,
lim 2" = -0 lim — =0~
T——00 z——o0 "
Enfin,
lim 7 =400 lim e* = +oo lim e* =0
T—r—+00 T—-+00 T—r—00

Il est important de visualiser les courbes représentatives de ces fonctions. Celles-ci vous permettront de bien
garder ces limites usuelles en téte.

x +— ", n pair x»—)xin,npair x+— e’
x +— x", n impair T > :,%n, n impair T N/T
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Limite en un point

Limite finie en un point

Définition 17 : Soita € D et un réel.

On dit que f(z) tend vers [ lorsque = tend vers a si, pour tout £ > 0, il existe un réel § > 0 tel que, si
x €la —d;a+ d[, alors f(z) €]l —e: l +¢].

Autrement dit, tout intervalle ouvert centré en [ contient toutes les valeurs de x lorsque z est suffisamment
proche de a.

Si elle existe, une telle limite est unique. On note alors lim f(x) =1

r—a

Certaines fonctions admettent une limite finie différente si 1’on se rapproche de a par valeurs supérieurs ou par
valeurs inférieures. Nous aurons 1’occasion d’en discuter plus amplement dans le chapitre suivant.

Limite infinie en un point
Définition 18 : Soit a € D ou sur un bord de D.

e On dit que f(z) tend vers +oo lorsque x tend vers a si, pour tout réel A, il existe un réel 6 > 0 tel
que, si x €la — J;a + 0[ND, alors f(x) > A. Autrement dit, I'intervalle ] A; +oo[ contient toutes les
valeurs de f(z) lorsque x est suffisamment proche de a. On note alors lim f(x) = +o0

T—a

e On dit que f(z) tend vers —oo lorsque x tend vers a si, pour tout réel A, il existe un réel 6 > 0 tel
que, si z €]a — d;a + 0[ND, alors f(x) < A. On note alors lim f(z) = —o0
r—a

m Exemple 46 : On a tracé ci-dessous la représentation graphique d’une fonction f.

e

N 1
a—90 @ a+6

Pour n’importe quelle valeur du réel A, on peut trouver un intervalle centré sur a tel que toute valeur de f(z)

est supérieur a A pour n’importe quel x pris dans cet intervalle. Ce raisonnement vaut peu importe la valeur

duréel A:ona lim f(x) =400 .
Tr—a

Tout comme précédemment, le comportement de la fonction f peut varier selon si I’on approche du réel a par
valeurs inférieures ou supérieures. Il nous faut donc distinguer ces deux cas.
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Définition 19 : Soit ¢ € D ou sur un bord de D.

e On dit que f(x) tend vers +oo lorsque = tend vers a par valeurs inférieures si, pour tout réel A, il
existe un réel 6 > 0 tel que, si z €|a — §;a[ND, alors f(x) > A. Autrement dit, I'intervalle | A; +oo
contient toutes les valeurs de f(z) lorsque x est suffisamment proche de a tout en lui étant inférieur.

On note alors lim f(z) = +o0
T—a—

e On dit que f(x) tend vers +oo lorsque = tend vers a par valeurs supérieures si, pour tout réel A, il
existe un réel 0 > 0 tel que, si x €]a;a + 6[ND, alors f(z) > A. Autrement dit, I'intervalle | A; +o00|
contient toutes les valeurs de f(z) lorsque x est suffisamment proche de a tout en lui étant supérieur.

On note alors lim f(z) = 400
z—at

La encore, ces définitions peuvent s’étendre pour une limite valant —oco.

1
m Exemple 47 : On considere la fonction f : = P définie sur R \ {1}, dont on a tracé ci-dessous la
75—

courbe dans un repere.

\ i

\

Il semblerait que, lorsque I’on s’approche de 1 par valeurs supérieures,
la limite soit 400, ce que 1’on notera lim+ f(z) = +oo.
z—1

En revanche, lorsque I’on s’approche de 1 par valeurs inférieures, la
limite semble &tre —oo, ce que I’on note lim f(z) = —oo.
z—1—

I Définition 20 : Lorsque la limite d’une fonction f est infinie en un point a, on dit que la droite d’équation

x = a est une asymptote verticale a la courbe représentative de f.

m Exemple 48 : Dans I’exemple précédent, la droite d’équation = = 1 est asymptote a la courbe de f. (]

Opérations sur les limites

Les opérations sur les limites sont similaires a celles connues sur les suites. Dans cette partie, f et g sont deux
fonctions définies au voisinages de a, a pouvant &tre un réel, +00 ou —co. [1 et [ sont deux réels.

3.1 Limite de la somme

Propriété 17 — Limite de la somme. : Ona:

lim f(z) I I I +00 —00 400
r—a
lim g(x) la +o0o —00 +o0 —00 —00
r—a
ilg}l(f(x) +g(x) | 1+ 1o +o0 —00 +00 —00 FI
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3.2 Limite du produit
Propriété 18 — Limite du produit. : .

li_I)n f(l') l1 ll 7& 0 oo 0
li_r)n g(z) la 00 00 00
lgn(f(x) g(x)) | lile 0o (r.s.) oo (1.8) FI

r.s. : Regle des signes

1
m Exemple 49 : On considere la fonction f définie pour tout réel = non nul par f(z) = 22 — z + ~.
x

1
D’une part, lim 2° = 400, lim (—2) = +ocet lim — = 0. Ainsi, par somme, lim f(z) = 4oo0.
T——00

li li
T——00 T——00 r——00 I
Toutefois, si I’on étudie la limite en +o00, nous aboutissons a une forme indéterminée « co — oo ». Il est alors
possible d’utiliser les techniques de calcul déja employées lors du chapitre sur I’étude des limites de suite, en
particulier la factorisation par le termoe de plus haut degré.

1 1
Ainsi, pour tout réel non nul z, f(x) = 22 x (1 — — —3>
Tz

1 1
Or, lim z?=+ocet lim (1 - —+ —) = 1. Ainsi, par produits, lim f(z) = +o0. =
x x—+00

T—>+00 T—>+00 x3

3.3 Limite du quotient
Propriété 19 — Limite du quotient. : Dans cette partie, on suppose l2 # 0.

li_I>n f(.%') ll ll ll 7é 0 o0 0 )
lim g(x) Iy 00 0t ou0~ l2,0" ou0~ | 0 00
X a

l
lim (ﬂx)) 1 0 00 (r.5.) 00 (r.5.) FI FI
T—a g(x) Iy

r.s. : Regle des signes

1—2z4 - :
m Exemple 50 : Pour tout réel x, on pose f(z) = a2 L’étude des limites en +00 et —oo de f aboutit
a8
a une forme indéterminée. Or, pour tout réel non nul z,
4 1 _9 1 _9
7
f(x) =3 X :E14 = .TZ X 114
z = +1 = +1

1 1
Or, lim z? = 400, lim <4 = > = —2et lim (2 + 1) = 1. Ainsi, en appliquant les regles de
x x

T——+00 T—r+00 T—+00
calcul sur les produits et quotients de limite, on aboutit a lil’_il_l f(x) = —o0. L]
T—+00

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

3 Opérations sur les limites 100

_3x+1
2 —4

m Exemple 51 : On considere la fonction f définie pour tout réel x # 2 par f(x)

1)
34 =
33( +a: 3+

1
Pour tout réel = # 2 et x # 0, on a alors f(x) = A ﬁ .
:r<2——> ) =

x x

Or, lim <1) =0et lim <é) =0.
r—+oco \ T r——+oco \ T
PR 3 R . . 3
Ainsi, lim f(x) = —. De la méme maniére, on montre que lim f(x) = -
z—+00 2 T——00

1

m Exemple 52 : On considére la fonction f : x — /x + T2 définie sur [0; 1[U]1; 4-o0].
-z

Pour calculer la limite en 17 :

e lim Vz=v1=1.

z—1+
e lim(l—z)=1—1=0.Parailleurs,siz > 1,alors 1 —x < Oetdonc lim (1 —xz)=0".

z—1 z—1+

1
Ainsi, par quotient de limites, lim = —00
z—1+t 1 —x
e Par somme de limite, lim f(z) = —o0
z—1+

Pour calculer la limiteen 1~ :

e lim f:\/Izl.

r—1—

e lim(x — 1) =1—1=0. Parailleurs, siz < 1,alors 1 —x > Oetdonc lim (1 —x2)=0".
z—1 x—1—
Ainsi, par quotient de limites, lim = +4-00.

rz—1t 1 —x

e Par somme de limite, lim f(x) = +o0

r—1—
Pour calculer la limite en +oc0 :

e lim /z = +oo.

r——+00
1

e lim (1—z)= —o0, ainsi, par quotient de limites, lim =0

T—+00 z—+o0 1 —

e Par somme de limite, lim f(z)= +o0
T——+00

Représenter la courbe de la fonction f dans un graphique (par exemple, dans un logiciel de géométrie ou sur
une calculatrice) permet de confirmer ou d’infirmer les calculs.
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3.4 Composition de limites

Propriété 20 : Soit a, b et ¢ des réels ou +oo. Soit f et g des fonctions définies sur R On suppose que
lim f(z) =bet lim g(X) = c. Alors lim(go f)(z) = c.
T—a X—b T—ra

= Exemple 53 : On considere la fonction f : 2 — e~ 22" =325,
On sait que lim (—2x% — 3z — 5) = —oo. Par ailleurs, lim e = 0.
T—+00 X——00

o . o . 9?2 3p—
Ainsi, par composition de limites, lim e 2% 3775 =
T—+00

4 Comparaison de limite

Théoreme 15 — Théoréme de comparaison. : Soit ¢ un réel ou +o00. Soit f et g deux fonctions définies
sur un intervalle I dont a est un élément ou un bord

e Si, pourtout z € I, f(x) > g(x) et lim g(z) = +o0, alors lim f(z) = 400
T—a T—a

e Si, pourtout z € I, f(x) < g(x) et lim g(z) = —oo, alors lim f(z) = —oco
T—a T—a

m Exemple 54 : Pour tout réel x, on pose f(z) = (2 + cos(z))e”.

Pour tout réel x, cos(z) > —1, ce qui implique que 2 + cos(x) > 1 d’ou f(x) > €*. Or, lir+n e = +00.
T—>+00
Ainsi, par comparaison, lim f(x)= 400 u
T—+00

m e¥ = +oo.

m Exemple 55 : On souhaite montrer que, justement, i
r—r—+00

Pour tout réel z, on pose f(z) = e* — x. f est dérivable sur R et, pour tout réel z, f'(x) = e* — 1. Ainsi,
f'(z) <0< 2 < 0. On construit alors le tableau de signes de f’ et le tableau de variations de f.

T —00 0 +00
f(x) - 0 +
/ \ /
1

On s’apercoit alors que, pour tout réel z, f(z) > 1, et donc que e* > 1 + z. Or, hIJP (14 x) = +o0.
T—r+00

D’apres le théoréme de comparaison, on a donc que lim e = 4oo. L]
r—+00

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

5 Croissances comparées 102

Théoreme 16 — Théoréme d’encadrement. : Soit a un réel. Soit f, g et h trois fonctions définies sur un
intervalle I dont a est un élément ou un bord.

Si, pour tout z € I, f(z) < g(z) < etsi f et h admettent une méme limite finie [ en a, alors g admet

également une limite finieena et lim g(z) = 1.
T—>+00

cos(x)

m Exemple 56 : Pour tout réel non nul z, on pose f(x) =

Or, lim (1): lim (—1>:0.
T—+00 \ T T—+00 €T

Ainsi, d’apres le théoréme d’encadrement, lim f(x) = 0. n
T—+400

1
.Onaalors —— < f(z) <
x

8|+

1
m Exemple 57 : Pour tout réel non nul z, on pose g(x) = z sin <7>
i

1
Pour tout réel z > 0, —1 < sin <7> < letdonc —z < f(z) < 2. Or, lim (—z) = lim x = 0.
x z—0t z—07*

Ainsi, d’apres le théoréme d’encadrement, lim+ f(z)=0. n
z—0

5 Croissances comparées

Propriété 21 — Croissances comparées — fonction exponentielle. : Soit » un entier naturel.
x

lim — =400 lim z"e* =0
r—+oo ™ T——00

T

m Exemple 58 : Pour tout réel x, on pose f(z) = €~ Onaalors flz) = R
er e* @&y
x
Or, puisque lim — = +o00, onaalors lim Lo Ainsi, lim f(z) =1 n
T—+o00 I x—+oo el T—+00

. . . . . e’
Cette proposition peut étre vue comme la limite de nouvelles fonctions, les fonctions z — — et x — 2™ e®. Il
x

est alors possible d’utiliser tous les résultats précédents, en particuliers ceux sur la composition. Par exemple,
eu(@)

si I’on considére une fonction  telle que lim u(z) = +oo, alors on aura lim = +o0.
Tr—ra

z—a u(x)
Il est important de bien avoir la méme expression dans I’exponentielle et au dénominateur !
o—25+4

39
lim f(z). Pour cela, il semble naturel de faire intervenir une croissance comparée. Seulement, les ex-
T—r—00

m Exemple 59 : On considére la fonction f : =z — , définie sur R*. On souhaite déterminer

pressions dans 1’exponentielle et au dénominateur sont différentes, il faut donc transformer 1égerement cette
écriture pour se ramener aux fonctions mentionnées dans la propriété.
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Pour tout réel non nul z,

€—2JJ+4 6—237 X 64 64 e—?x e4 (_2)3 X e—2x —864 6—21‘
g = — X = — X E= X
33 3% Y 3 a7 3 (—2)3 x a3 3 (—2x)3

X

Or, lim (2z) = 400, et, par croissances comparées, lim — = +o0.
T——00 z—+oo XM

6721
Ainsi, par composition, lim 7 = +oo. Enfin, par produit, lim = —oo. L]
T——00 (—21}) T——00

Approfondissement : Asymptotes obliques

Définition 21 : Soit a un réel et f une fonction définie sur |a; +oo[. Soit m et p des réels.

On dit que la droite d’équation y = mx + p est asymptote a la courbe représentative de f en +o0 si

lim (f(z) — (mz+p)) =0

T—+00

2
3z —3
m Exemple 60 : On considere la fonction f : z — %, définie sur R \ {1}. Pour tout = # 1,
—
(1 2)(2 2)
1) <1 +2> 22 +3z-3 \2°7 v 2 +3zr—-3—22 -4z +x+4 1
€Tr)— —XT = — = =
2 28 = 2 208 — % 208 — % 208 = %

. 1 . 1
Ainsi, IEIEOO (f(:n) - <§$ + 2)) =0et CL‘EIEIOO (f(:z‘) - (53: + 2>> = 0.
1
La droite d’équation y = P + 2 est asymptote a la courbe représentative de f en 400 et en —oo

1
Il est également possible, en étudiant le signe de f(x) — <§x + 2) , de déterminer la position relative de la

courbe de f par rapport a son asymptote. Ainsi,

1
2 — 2

<0&2r-2<0s2<1

f(x)—<;x+2) <0

La courbe de f est en-dessous de son asymptote en —oo et est au-dessus en +oc.

05
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2. Exercices

Notion de limite

» Exercice 84 — Voir le corrigé.
On a représenté ci-dessous la courbe représentative C; d’une fonction f dans un repére orthonormé.

A I’aide de cette représentation graphique, déterminer
li , i , N , i ,
S S i S, ) @), SE)

A S et B F(e)

Quelles sont les asymptotes verticales ou horizontales
a la courbe représentative de la fonction f ?

» Exercice 85 — Voir le corrigé.
On considere une fonction f dont la courbe représentative Cy est donnée ci-dessous.

Déterminer graphiquement les valeurs de Em f(z),
r—r—00
li , , i , i
ey Tl S) fig J@), i T
et lim f(x)

T—r—+00

Quelles sont les asymptotes horizontales et verticales
ala courbe Cy ?

» Exercice 86 — Voir le corrigé.
On considere une fonction f dont le tableau de variations est donnée ci-dessous. On note C la courbe représen-
tative de f dans un repere orthonormé.

T —00 —4 2 5 7 +00

2 +

/ . m\_g/m ~.

1. Déterminer li i i ;i i t i
éterminer lim _f(z) pim f(@) o f(@), lim f(x), lim f(z)et lim f(z)

2. Quelles sont les asymptotes horizontales et verticales a Cy ?
3. Dans un repere orthonormé, tracer une courbe d’une fonction compatible avec ce tableau de variations.
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Opérations sur les limites

» Exercice 87 — Voir le corrigé.
Déterminer les limites suivantes

a. lim (23 +2—3) b. lim (z®+ 2z —3) c. lim (23 +2? —3)
T—+00 T——00 T—+00
1 1 1
d. lim ( > e. lim < ) f. lim <)
z—+oo \1 4+ e 7 z——oo \]l+ e % z—+oo \ el + e~ %
. 1 . L 2x
& IEEI-&I-IOO <E + 4\/§> h. a:li%lJr <$ + 4\/§> t xligl+ (1 >
2 2 2x
- lim< m) k. lim( x) L lim < )
z—1- \1—=x z—+o00 \1 — 2 z——oo \ 1 —
m. lim ((1—2x)e”) n. lim (x —3z+1) o. lim (ZE2 — 3z + 1)
T—-+00 T—r400 T——00
4
p- zEIEloo (6 ) 4 mgrjloo P (2 +z+ 23 " zggrloo “P\3 242 +a3
» Exercice 88 — Voir le corrigé.
o idére 1a fonction f '_>x2—4x—12
n considere la fonction f : x — ————
202+ 2 — 3
1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction f.
3T 37
Déterminer les limites de f en —oo, 5 75 17,17 et +o0.

Justifier que f est dérivable sur D et exprimer f’(x) pour tout réel x de D.
En déduire le tableau de variations de la fonction f sur D.
Tracer I’allure de la courbe de f dans un repere orthonormé.

kv

» Exercice 89 — Voir le corrigé.
Va2 — 3z +2
x+1
1. Donner le domaine de définition de f
2. Déterminer les limites éventuelles de f en —oo, +00, —1" et —17.

On consideére la fonction f : x —

» Exercice 90 — Voir le corrigé.
Une autre forme indéterminée...

1. Trouver trois réels a, b et c tels que, pour tout réel x, 223 + 622 — 9z + 1 = (v — 1)(az? + bx + ¢)
223 + 612 — 9z + 1
3z2 —x —2

2. En déduire lim
x—1

» Exercice 91 — Voir le corrigé.

admet une limite finie

: . . . x+h)— f(x
On rappelle qu’une fonction f est dérivable en x si le taux de variation it ]1 /(@)
lorsque h tend vers 0. Déterminer les limites suivantes

1. Ecrire le taux de variations de la fonction f : x +— e” entre O et h.

T
2. Que vaut f’(0) ? En déduire la valeur de lim ¢
z—0 x
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Comparaison de limites

» Exercice 92 — Voir le corrigé.

Déterminer les limites suivantes :

a. lim (e +sin(x)) b. lim <x2 ) c¢. lim va?2+1
T—+00 —-+00 T——+00
. . 3sin(x) + 2 cos(x)
a3 23
d. xgrjloo ((cos(4z) — 3)z?) e xEToo ((cos( )z?) f. IEIEOO 3
g lim <1 N sin(x)) h (a: + 2 sin(x ) o lim (x +2 Sin(m))
T——+00 \/5 x—)—l—oo T—>—00 x

» Exercice 93 — Voir le corrigé.

Déterminer les limites suivantes

lim 4/ 4+ sin(z) + 3

T—>+00

lim 227 — 3z + sin(4z)

T—+00

4x
a. lim 2%7® b. lim 2°e™® ¢. lim e—z
T—4-00 T——00 T—+00 T
. e —1 e —1 3re® 4+ 4e* + 3x
d. lim e. lim f. lim
z—+00 €T + 1 z——00 €T + 1 z—too 2T 4 et 41
. 3zre® 4+ 4e* + 3x e3® . e3®
g. lim 5 h. lim i lim —
z——oc0 e*T 4+ e+ 1 z—+00 281 z——o00 28%
X —X
jo lim (e® — 322 + 52 — 1) k. lim (e —32% 4 5z — 1) I. lim ere”
z——+00 T——00 T—+00 X
. et +e ¥ . et +e ¥ . et 4 e ®
m. lim — n lim —— 0. lim
T——00 x z—0t T z—0~ x
2 x 2 z
i (2t cos(z))e” @ lim ZFeos@)e r lim (22" — o)
Tr— 400 €T T——00 €T r— 400

» Exercice 94 — Voir le corrigé.

La fonction tangente hyperbolique est la fonction notée th et définie pour tout réel x par

et —e T

et +e %

th(z) =

1. Déterminer lim th(z)et lim th(x).
r——00 r—+00

2. Justifier que th est dérivable sur R et que pour tout réel ,

th!(z) = A

B w

(ea: + efx)Z

En déduire le tableau de variations de th.
Déterminer 1’équation de la tangente a la courbe de la fonction ¢h a 1’abscisse 0.

5. Dans un repere orthonormé, tracer I’allure de la courbe ¢h ainsi que sa tangente a I’abscisse 0.

» Exercice 95 — Voir le corrigé.

On considere la fonction f : = +— . Etudier la fonction f (domaine de définition, variation, signe et

e
- . z? + 1
limites). Esquisser sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
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Approfondissement et synthese

» Exercice 96 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f définie pour tout réel z % —1 par

2?2 +3x—4
o) =5

1. Etudier la fonction f : variations, signe, limites
1
2. Pour tout réel = # —1, on pose g(x) = f(x) — <2x + 1>
6
2z + 2

1
(b) Endéduire lim g(x)et lim g(x). Ondit que ladroite d’équation y = —x+1 est une asymptote
T—+00 T——00 2

(a) Montrer que, pour tout réel = # 2, g(x) =

oblique a la courbe de f.
. . 1 . .
3. Dans un mé&€me repere orthonormé, tracer la droite d’équation y = 53: + 1 et la courbe représentative de
la fonction f.

» Exercice 97 — Voir le corrigé.

On considére la fonction f définie pour tout réel x # 1 par f(z) =

1. Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout réel x # 1,
f(z) to+ 2
T) = ax _
z—1

2. En déduire que la courbe de f admet une asymptote oblique en +o0o et en —oo dont on déterminera
I’équation.

» Exercice 98 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f :  +— 22 — 3z + 2

1. Donner le domaine de définition D de f.
Déterminer lim f(x)et lim f(x).
r—r+00 r—r—00

Etudier les variations de f sur D.
Ecrire le polyndme 22 — 3x + 2 sous forme canonique.

A

En déduire que la droite d’équation y = x — 3 est asymptote a la courbe de f en +o0 et que la droite

) 3
d’équation y = — — x est asymptote a la courbe de f en —oc.

6. Tracer I’allure de la courbe de f dans un repere orthonormé.
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» Exercice 99 — Bac S — Antilles - Guyane 2019 — Voir le corrigé.
Soit a et b deux réels. On considere une fonction f définie pour tout réel x sur [0; +oo par

a

T =15 ew

La courbe C représentant la fonction f dans un repere orthogonal est donnée ci-dessous. Cette courbe passe
par le point A(0; 0,5). La tangente a la courbe C'; au point A passe par le point B(10; 1)

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

0 2 4 b 8 1‘() 1‘2 14 16 18 5()

1. Déterminer graphiquement f(0) et f/(0).

2. Justifierque a = 1

3. On admet que la fonction f est dérivable sur [0; +oo[ et on note f’ sa fonction dérivée. Vérifier que pour
toutréel x > 0

be—bx

f’(fﬂ):m

4. En utilisant les données de 1’énoncé, déterminer b.

Partie B

La proportion d’individus qui posseédent un certain type d’équipement dans une population est modélisée par la
fonction p définie sur [0; 00| par

1

Le réel z représente le temps écoulé, en années, depuis le ler janvier 2020.

Le nombre p(z) modélise la proportion d’individus équipés apres = années.

Ainsi, pour ce modele, p(0) est la proportion d’individus équipés au ler janvier 2020, p(3,5) est la proportion
d’individus équipés au milieu de I’année 2023.

1. Quelle est, pour ce modele, la proportion d’individus équipés au ler janvier 2030 ? On en donnera une
valeur arrondie au centieme.
2. (a) Déterminer le sens de variations de la fonction p sur [0; 4-o00].
(b) Montrer que pour tout réel x > 0, p(z) < 1. En revenant au contexte étudié, ce résultat vous
semble-t-il cohérent ?
(c) Déterminer mll)riloo p(z) Interpréter ce résultat dans le contexte de I’exercice.
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» Exercice 100 — Bac S — Amérique du Sud 2018 — Voir le corrigé.
Lorsque la queue d’un 1ézard des murailles casse, elle repousse toute seule en une soixantaine de jours.

Lors de la repousse, on modélise la longueur en centimetres de la queue du 1ézard en fonction du nombre de
jours. Cette longueur est modélisée par la fonction f définie sur [0; +oo[ par :

f(x) = 10

ot u est la fonction définie sur [0; +oo[ par :

u(zr) = —exp (2 — 1%)

ou exp désigne la fonction exponentielle.

On admet que les fonctions u et f sont dérivables sur [0; +oo[ et on note u’ et f’ leurs fonctions dérivées
respectives.

1. (a) Vérifier que pour tout réel = positif, on a
1
/(2) = —5u(@)

(b) En déduire que pour tout réel positif x, on a
f'(@) = —u(z)e"™
(c) Quel est le sens de variations de la fonction f sur [0; +oo[ ?

2. (a) Calculer f(20). En déduire une estimation, arrondie au millimetre, de la longueur de la queue du
1ézard apres vingt jours de repousse.
(b) Déterminer lim wu(z)etendéduire lim f(z).
T—>+00 T—+00
(c) Selon cette modélisation, la queue du lézard peut-elle mesurer 11 cm ?
3. On souhaite déterminer au bout de combien de jours la vitesse de croissance est maximale. On admet

que la vitesse de croissance au bout de z jours est donnée par f’(x) On admet que la fonction dérivée f’
est dérivable sur [0; 4+o00o[, on note f” la fonction dérivée de f’ et on admet que, pour tout réel x positif :

1) = —=u(z) @ (1 + u(x))

=—u
10
(a) Déterminer les variations de f’ sur [0; 4o00].

(b) En déduire au bout de combien de jours la vitesse de croissance de la longueur de la queue du 1ézard
est maximale
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3. Corrigés

Notion de limite

» Correction 84 — Voir ’énoncé.

D’apres cette représentation graphique, lim f(z) = 400, lim f(z) = —oo, lim f(z)= —o0,
z—1t z—1— z—(—2)*
De plus,
e La droite d’équation z = 1 est asymptote verticale a la courbe de f.
e La droite d’équation © = —2 est asymptote verticale a la courbe de f.
e La droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale a la courbe de f en +-oc.
e La droite d’équation y = 3 est asymptote horizontale a la courbe de f en —oo.

» Correction 85 — Voir I’énoncé.
lim f(z) = —o0, lim f(z) = —oo, lim) f(z) = 400, lim f(x) = —o0, lim f(x) = +oo,

r——00 x—(—2)~ z—(—2)* 2~ x—2+

lim f(z)=2

T—+00

Par ailleurs,

e La droite d’équation = = 2 est une asymptote verticale a la courbe de f.
e Ladroite d’équation x = —2 est asymptote verticale a la courbe de f.
e La droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale a la courbe de f en +oo.

» Correction 86 — Voir ’énoncé.

li =2, |l = —o0, i = , i = , i = ,
im f(x) pim f(@) oo, Mm | f(@) = +oo, lm f(z) = +oo, lim f(z) = +oo
o IV =1
Les droites d’équation x = —4 et x = 5 sont asymptotes verticales a la courbe de f. La droite d’équation

y = 2 en est une asymptote horizontale en —oo et la droite d’équation y = 1 I’est en +o0.

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

111

Opérations sur les limites

» Correction 87 — Voir I’énoncé.
a. Puisque lim 2° = +ooet lim z = +4oo,ona lim (242 —3) = +o0

r——+00 r——+00 r——+00
b. Puisque lim z® = —ocet lim z = —oo,ona lim (353 +x—-3)=—-00
Tr—r—00 Tr—r—00 Tr—r—00

c. Puisque lim z® =+4ooet lim 22 = +oo,onaalors lim (z°+ 2% —3) = +o00
r—+00 r—>+00 T—+00

d.Ona lim e *=0. Ainsi, lim < 1 > =1

r—r+00 —+oc0 \ 1 +e 2

1
e.Onaque lim e * = +oo. Ainsi, lim < > =0

T——00 z—+oco \ 1+ e 7

1
f.Onaque lim e ™ =0et lim e¥ = +4o0. Ainsi, lim <7) = +ooet lim <7) =0
T—+00 T—+00 z—+oo \ et + e % z—+oo \ et + e %

(% +4\/:E> = 400

.1 . o

B g = rooet lig, V=0 Ainsi, i,
1 1

h. lim — =0et lim /z=+oo. Ainsi, lim (—3 + 4\/:E> = 400
T—+00 I z—+00 T—+400 \T

2
i. lim (1 —2)=0". Ainsi, lim ( "3 >:—oo

z—1t z—=1+ \1 — 2

2
jo lim f(z) = 0%. Ainsi, lim (1 ’ >:+oo

r—1— r—1— — X

2 2
k. Pour tout réel x # letx # 0, f(r) = ——. Ainsi, lim < < ) =-2

l 1 z—+oo \1 — x
x
A . 11 . 2x
I. Le m&me raisonnement permet d’établir que lim = -2
z——oco \1 —x
m. lim (1 —2z)=—occet lim e”=4o0. Ainsi, lim f(z)= —o0
r—r—+00 r—r—+00 T—-+00
3 1 T
n. Pour tout réel = # 0, f(z) = «* <1 - =+ —2> . Ainsi, lim (2® — 3z +1) = 400
X x T—+00
0.0na lim 2?=+ocoet lim (—3z) = +oc. Parsomme, lim (2® — 3z +1) = +oo.
T——00 T——00 T——00
p.Ona lim (—2?+ 7z —3)=—ocoet lim e* =0. Ainsi, lim (e‘x2+7x_3) =0
T—>—00 X——oc0 T—>—00

q. Pour tout réel non nul z,

1—a 2! (-1 Fil
91213 B(ZoLlaiqy) P ET I
v+ad 2 (4 +1) s T T
Ainsi, i = td li tla regle des si li Lot =+
insi, lim z = —oo etdonc, en appliquant la regle des signes, lim o g i 00.
1— 4
Or, lim eX = +oo. Finalement, lim (exp <7x>> = 400
X —+oo z——00 2+ + 23
1— 4
r. lim x = +4oo et donc, en appliquant la regle des signes, lim R +00. Or, lim X =0.
T—+00 =400 2 + 1 + 3 X——o00

. . 1—a*
Finalement, lim |exp|———=) ) =0
zT——+00 2+ x+ a3
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» Correction 88 — Voir I’énoncé.

3 3
1. Les racines du polyndme 222 + x — 3 sont 1 et —5; Ainsi, f est définie sur R \ {—2; 1}.

4 12 4 12
A 3 AR
2. Pour tout réel z différentde 0, l ou ——, ona f(z) = — X = .
2 2 1 2 1 2
24 -—-—5 24+--=
) 1 x x
Onadonc lim f(x) = -et lim f(x)= . Parailleurs, le tableau de signes de 222 + x — 3 est le
T—>+00 2 -0 2
suivant
x —00 -3/2 1 +oo
20 + & — 3 + 0 - 0 +

15
Ainsi, lim (222 +z—-3)=0Tet lim (2% —42—12)= —p - Ainsi, lim  f(z) = 0.

e=(=3)" e~ (=3)" v=(-3)
15
Puis lim (22°42-3)=0"et lim (2? -4z —12)=——". Ainsi, lim f(z) = 4o0.
(1) o (-3)" (1)
Par ailleurs, lim (22° +2 —3) =0"et lim (2 — 42 —12) = —15. Ainsi, lim f(z) = +oc.
z—(1)" z—(1)" z—(1)"
Enfin, lim (2242 —3)=0"et lim (2% — 42 —12) = —15. Ainsi, lim f(z)= —oc.
z— (1) z— (17T z— (17T

3. f est le quotient de deux fonctions dérivables sur chaque intervalle de D, et dont le dénominateur ne
s’annule pas sur D. f est donc dérivable sur chaque intervalle de D. Pour tout réel x € D, on a alors

(20 —4)(22% + 2 —3) — (2* — 4o — 12)(4w + 1) 92?4 422+ 24

f(e) = (222 + 2z — 3)? (222 4+ x — 3)?

4. Pourtoutz € D, (222 +x—3)? > 0. f/(x) est donc du signe de 922 + 42z + 24. 11 s’agit d’un polyndme

du second degré dont les racines sont —4 et —3 On peut alors construire le tableau de signes de f’ et en
déduire les variations de f.

x —00 —4 —3/2 —2/3 1 +00
f(x) + 0 — — 0 + +
% 400 +00 %
f \ / \ \ 16 / /
2 —0 5 —00
T
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» Correction 89 — Voir I’énoncé.
Va2 — 3z + 2 existe si et seulement si 22 — 3z + 2 > 0. Or, 22 — 3z + 2 est un polyndme du second degré
dont les racines sont 1 et 2.

T —00 1 2 +00

22 —3x+2 + 0 — 0 +

Ainsi, Va2 — 3x + 2 existe pour z €] — 00; 1] U [2; 4-00[. Par ailleurs -1 est une valeur interdite puisqu’elle
annule le dénominateur de f. Ainsi, le domaine de définition de f est ( U [2;+o0]) \ {—1}.

Pour tout réel z > 2, Va2 = z et donc V22 — 3z + 2 = V2 x\/: \/:
x x
2
\/1—§—|— \/1 §+
Ainsi, pour tout z > 2, f(z) = x 2 _ r  a?

1 1
x <1 + 7) (1 + *)
x x
Il en vient que lim f(z)=1.
—+00
Par ailleurs, pour tout réel x < —1, V22 = —z ! Il faut bien faire attention au signe ici.
/ 3 2 3 2
—\l1-—+—= —\1-=—4+—
_ A r oz
- 1 N 1 '
z (1 + 7) (1 + *)
x x

Ainsi, pour tout réel = < —1, f(z)

Il en vient que xgrfoof(x) =—1.
Puis, lim (xQ —3r+2) = V6 > 0. De plus,siz < —1,alors 1 +x < 0. Ainsi, lim (1+z)=0" et
z—(—1)" z—(—1)~
lim f(z) = —oc.
z—(—1)"

Enfin, lim (a:2 —3x+2)= V6 > 0. De plus,sixz > —1,alors 1 + z > 0.

z—(—=1)*

Onen déduit que lim (14 2)=07. Ainsi, lim f(z) = +oo.
z—(=1)* z—(=1)*

» Correction 90 — Voir I’énoncé.
On développe I’expression de droite. Pour tout réel z,

(x —1)(az? +bx +¢) = az® + (b—a)z® + (c—b)x — ¢

On identifie alors les coefficients de 223 + 622 — 9z 4 1 et az® + (b —a)z? 4 (c — b)x — c. 1l suffit de trouver a,
betctelquea =2,b—a=6,c—b=—-9et—c=1.0Onadonca=2,c=—1puisb—a=6etc—b=—9.

En prenanta = 2, b= 8etc = —1,onaalors (x — 1)(222 + 8z — 1)(z — 1) = 223 + 622 — 9z + 1.

2 2
Les racines du polyndme 322 — 2 — 2 sont 1 et —3 Ainsi, pour tout réel z, 322 —x — 2 = 3(z — 1) (:c + 3).

2 22%+622—92+1 (z—1)(222+8zx—1) 22*+8zx—1

Alors, pour tout réel x différentde 1 et ——, =
3 3x2 —x—2 2 3z +2
=1 (xz+ =
3
o 234622 -9 +1 2x1248x1-1 9
Ainsi, lim = = -
x—1 32— —2 3x1+2 5
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» Correction 91 — Voir I’énoncé.

— h_ 1
Ce taux vaut soit €
h—0 h

f'(0) = €° = 1. Ainsi, par définition de la dérivée, lim
z—0 x

Théoréme de comparaison

» Correction 92 — Voir I’énoncé.

a. Pour tout réel z, e + sin(z) > e* — 1. Or, lim (e® — 1) = 4oc.
r——+00

Ainsi, par comparaison, lim (e” + sin(z)) = 4o0.
T—+00

3 3
b. Pour toutréel z > 0, 22+ = > 22 Or, lim 2 = +o0. Ainsi, par comparaison, lim (:BQ + 7> = 400.
x x

r—+00 —+00
Il est évidemment possible de faire une simple somme de limites.

c. Pour tout réel z > 0, 2% + 1 > 22, ot Va2 + 1 > Va2, c’est-a-dire f(z) > z Or, lirf x = 4o00. Ainsi,
T—>+00

par comparaison, lim 22+ 1= 400
T—+00

d. Pour tout réel z, —1 < cos(4x) < 1. Ainsi, —4 < cos(4x) — 3 < —2. En particulier, pour x > 0,
f(z) < —22%. 0r, lim (—22°) = —oo. Ainsi, par comparaison, lim ((cos(4z) — 3)z*) = —oc.
T——+00 T—~400

e. Par ailleurs, pour z < 0, on a ((cos(4z) — 3)z%) > —423. Or, lim (—423) = +oo0.
r—
Ainsi, lim ((cos(4z) — 3)z®) = +o0
T——00

f. Pour tout réel x > 0, —3 < 3sin(z) < 3et —2 < 2cos(x) < 2.
5 3 si 2 )
Ainsi, pour tout réel z, —5 < 3sin(z) + 2 cos(z) < 5 et donc —— < sin(z) +3 cos(z) < -
x x x
i 2
Or, lim (——) = lim <£> = 0. Par ’encadrement, lim (SSm(x) + cos(x)) =0.
r—+00 T—+00 :L‘3 T—+00 x3

1 <sm()< 1

g. Pour tout réel > 0, —1 < sin(z) < 1 etdonc ———
Or, lim <—> = lim () = (. Ainsi, d’apres le théoreme d’encadrement, lim (sm(m)) =0
T—+00 N z—+00 \ /T T——+00 Vi
_ sin(:c)) B
et donc xll)rfoo (1 + Tz =1
2 si i 1 i 1
h. Pour tout réel x # 0, Lsm(w) =14 QSm(w). Or, pour tout z > 0, —— < sin(z) < -
T T T
Or, lim (—7> = lim — = 0. D’apres le théoréeme d’encadrement, lim sin(z — 0 et donc
T—+00 X z—+00 I T—3+o0o I
lim (fH?S“ﬂ(x)) _1
T—+00 X
94 .
i. Pour tout réel x # 0, Lsm(m) =1+ QM.
x
. 1 _ sin(z) _ 1 . N
Or, pour tout z < 0, —1 < sin(z) < 1 et donc —— > > — (x est négatif, attention a bien changer le
T T T

1 1
sens de I'inégalité !). Or, hm (—7> = lim —=0.

—o\ T
:E—f—QSin(x)) _1

D’apres le théoreme d’encadrement, lim ————= = (0etdonc lim (
x

T——00 €T T——00
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cos(z) cos(z)
) ) x+cos(z) 1+ - 1 -
J- Pour toutréel x > 0, ———— = — X . = :
x +sin(z) = sin(x) sin(x)
1 14
x x
1 cos(z 1 1 sin(x 1 1 1
Or, pour tout réel x > 0, —— < ( )g—et——g ( )g—. Or, lim (—— )= lim (—)=0.
x x T x x x T—+00 x T—=+00 \T

Ainsi, d’apres le théoréme d’encadrement, lirJlra (COS(I)> =0et lim (sm(x)) =0.

x —i—cos(x)) 1

Ainsi, lim ( -
x + sin(z)

r—r—+00

k.Pour tout réel x > 0, x + sin(z) + 3 > x + 2. Par croissance de la fonction racine carrée sur [0; +oo], il en
vient que \/z + sin(z) + 3 > Vz + 2. Or, lirf Vi +2=+o0.
T—r+00

Par comparaison, lim +/z +sin(z) + 3 = 400
r—+

[e.e]
1. Pour tout réel z > 0, 222 — 3x + sin(4z) > 222 — 3z — 1
3
Or, pour tout réel z > 0, 222 — 3z — 1 = 22 (2 - — = 2> Ainsi, lim (2952 —3z—1) =400
x x T——+00
Par comparaison, lim (222 — 3z + sin(4x)) = 400
T—+00
» Correction 93 — Voir I’énoncé.
a. Par croissances comparées, lim 2°e™% = 0.
T—r—+00
b.Ona lim 2° = —ocoet lim e = +oo. Par produit, lim z°e¢™® = —o00
T——00 T—>—00 T—>—00
6493 4x
c. Pour toutréel z > 0, — = 16 X —.
ur tou x 2 a2)?
eX 64:1:
Or, lim 4x = 400 et, par croissances comparées, lim — = 4o00. Ainsi, lim — = 4o0.
T—r+00 X—+oo X2 z——+o0 12
1 1
x —_—
) s (1 ex> 1- o
d. Pour tout réel x, — = T = -
e (1+2) 14
e{l‘ ex
. ) . . T L e’ —1
Or, lim — = 0 et, par croissances comparées, lim — = 0. Ainsi lim =1.
r——+oo e¥ r——+o0 e¥ r—+oo et 4+ x
X
—1
e.Ona lim (¢" —1)= —let lim (" + )= —oo. Ainsi, lim — — =
T——00 T——00 z——oc0 e +
f. Pour tout réel non nul x,
4 3 4 3
x .2
3xe” + 4e* + 3x re <3+x+e$> T 3+;+67
62x+€x+1 - 9 1 1 :eixxﬁ
e\ttt tete
3+ 1 + i
P x 3ze® + 4e* 4 3x
lim — £ € — 3et, par croissances comparées, lim -— = 0. Ainsi, lim rie At
z—+00 1 1 z—+00 T z—+oo  e2T 4 et 41
I+ =
e e
g. Parailleurs, lim (e** +¢®+1)=1et lim (3ze® +4e® + 32) = —cc.
T—r—00 T—r—00
. 3zxe® 4 4e* + 3z
Ainsi, lim = —0

r——co 2% 4 et 41
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3z 3 3x 3z
) e e . . . e
h. Pour tout réel > 0, — = — X —. Or, par croissances comparées, lim — = +00.
28z 28 3z z—+oo0 3
e3$
Ainsi, lim — = +oo0.
z—+o00 28x
3z
i.Ona lim e** =0et lim 28z = —oo. Ainsi, lim — = 0.
T——00 T——00 r——00 281

2 2
1 3 1
j.Pourtoutréelx,e””—3:1:2+535—1:efc<1—3xm+5z—) Or, lim (1—:Z+5x—>:1
e e

er T—+00 e er e*
par croissances comparées. Ainsi, lim (% — 3z? + 5z — 1) = 4oo0.
T—r—+00
k. Par ailleurs, en faisant simplement la régle de somme de limites, on obtient, lim (e” —32? 45— 1) = —oc0.
T—r—00
e 4+e T er
I. Pour tout réel x > 0, e™® > 0. Ainsi, e* + e % > e* et ——— > —. Or, par croissances comparées,
T T
. et . . et +e”
lim — = 400 et donc, par comparaison, lim ——— = +o0
z—+00 I T—+00 z

m. Pour tout réel x < 0, e* > 0. Ainsi, e* + e * > e *. En divisant par —x qui est positif, on a
X

T —T —x

+e e ) . . . € .
alors ————— > —. Or, lim (—x) = 400 et par croissances comparées, lim — = +oo. Ainsi,
X —x T—>—00 X —4o00
.oe” . . et +e " . er +e*
lim —— = +o0. Par comparaison, on a donc, lim (— =+ooet lim ( — ) = -0
T——00 —I T——00 X T——00 X
: . _ . et te "
n. Puisque lim (e” + ¢ %) = e’ + ¢ =2,0na lim ——— = 400
z—0 z—07t x
. : . et te”
o. Puisque lim (e® + e %) =e’ + e’ =2,0na lim ———— = —c0
x—0 z—0~ x
p. Pour tout réel x, e < (2 + cos(z))e” < 3e”.
. er 2 + cos(x))e* . ) . e’
Pour tout réel > 0, on a donc — < % Or, par croissances comparées, lim — = 4o0.
x T—+00 T
. . 2 4+ cos(x))e”
Par comparaison, on a donc lim % = +o0.
T—r+00 xT
. . e’ 2+ cos(x))e* 3e* . 3e” . er
q. Par ailleurs, pour tout réel x < 0,ona — > % >—.0r, lim — = lim — =0.
€T €T €T T—>—00 I T—>—00 I
. 2+ cos(x))et .
Par encadrement, lim % existe et vaut 0.
T—r—00 T
2 2
£ 2 gz xz . . . €
r. Remarquons que pour tout réel x, x°e™® — x = — — x. Or, par croissances comparées, lim — = (et
e* z—+oo e¥

2
donc lim (m— — m) = —00.

z——+o0o \ e¥
» Correction 94 — Voir I’énoncé.
e l—e 1—e 22
1. Pour tout réel x > 0, th = — X = .
v (z) et l4e 2 14e 2
Or, lim e 2 =0. Ainsi, lim th(z)= 1.
T—+400 T——+00
e * » e2r 1 _62‘”—1
e 62x+1_62x+1'

Or, lim e** =0 Ainsi, lim th(z) = —1
T——00 T—r+400

Par ailleurs, pour tout réel = < 0, th(z) =
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2. th est un quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas. Cette fonction est
donc dérivable sur R et pour tout réel x,

(eac + e—x)(ex 4 e—a:) _ (ex _ e—:c)(ex _ e—x) B 621’ + 924 6—21’ _ (621’ _9_ 6—21’ B 4

th/(x) = (ew i 671)2 = (ex ¥ efx)Q - (ex i 671)2

3. th est donc strictement croissante sur R.

4. L’équation de la tangente 2 la courbe de la fonction th en 0 est y = th'(0)(x — 0) + th(0).

4 0_ .0
Or, th'(0) = ~ = Letth(0) = ﬁ

—_— = 0. Ainsi, I’équation de cette tangente est y = x.
(€0 +¢9) . g Y

v
; 71

» Correction 95 — Voir I’énoncé.

On considere la fonction f : z —

R La fonction f est définie sur R, son dénominateur n’étant jamais
x
nul. De plus, on a, pour tout réel x, f(z) > 0. f est de plus dérivable et pour tout réel z,

by et x (@4 1)—e" x2z  (z—1)%e”
o= ~wep '

La fonction f est donc strictement croissante sur R puisque sa dérivée est positive et ne s’annule qu’en un

nombre fini de valeurs. La courbe de f a une tangente horizontale en 1 puisque f’(1) = 0. Par ailleurs, pour
eCE x x

1 . ) . e ) e
tout réel = # 0, f(x) = — X ————. Or, par croissance comparées, lim — = +ooet lim — =0. fa
332 1 T—+00 x2 r——00 3;‘2
1+ —
z
donc les mémes limites.

La courbe de la fonction f est la suivante. La tangente horizontale en 1 est également tracée.

Approfondissement et synthéese

» Correction 96 — Voir I’énoncé.
f est définie pour tout réel x # —1.
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Etude du signe de f

2¢ + 2 s’annule en = —1. 22 + 3z — 4 est un polyndme du second degré dont les racines sont 1 et —4. On
construit alors le tableau de signe de f.

T —00 —4 -1 1 +00
20 + 2 - - 0 + +
2?2 +3r — 4 + 0 - - 0
fx) — 0 + - 0

Etude des limites

Pour tout réel x différent de O et —1

34 34
2 1+ T T3 14 T 32
f(x) = 2 L =1 x P) L
4
l+3-—5 1
Or, lim ———% = _et lim z=4o0. Ainsi, lim f(z) = 4oc0. De méme, lim f(z)= —oc.
T—+00 2+ < 2 T—+00 r—+00 T——00
Deplus, lim (22+42)=0"et lim (2?+3z—4)=(-1)*>+3 x (1) —4 = —6. En appliquant la
z—=(—1)* z—(—1)*
regle des signes, on a alors  lim  f(z) = —oo. De la méme maniere, lim f(z) = 400
z—=(—1)* z—(—=1)~
Etude des variations
Pour tout réel z, on pose u(z) = 2% + 3z — 4 et v(x) = 2z + 2. u et v sont dérivables sur | — co; —1[ et

| — 1;400[ et v ne s’annule pas sur ces intervalles. f est donc dérivable sur ces intervalles et pour tout réel
xr# —1,ona

(22 4+3)2z+2) — (22 +3z—-4)x2 2*+22+47

J@) = (22 + 2)2 T (r+2)?

Puisque pour tout réel x # —1, (22 42)? > 0, f/(x) est du signe de 22 4 2+ 7. C’est un polyndme du second
degré dont le discriminant vaut A = 22 — 4 x 7 x 1 = —24 > 0. Ainsi, pour tout réel z # 2, f'(x) > 0.

Résumé dans un tableau

On met toutes ces informations dans un tableau et on en profite pour vérifier si le tout est cohérent.

T —00 —4 -1 1 +o0
f'(=) + +
400 +00
—00 —00
f(z) - 0 + - 0 +
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Pour tout réel x # —1,

1
2
9 4 1 a:+3a:—4—<x+1)(2:1:+2)
%_(%H% 2

2x + 2 2 2x + 2
Ainsi,
()_a:2—|—3w—4—332—:1;—2x—2_ 6
)= 2% + 2 T T or+2
2 2
R x4+ 3x —4 (1 ))_ . <x +3x—4 (1 ))_
AlIlSl,xEIEOO <M_ §$+1 —Oetxgl;noo T—M_ 5.%'""1 = 0.

~

» Correction 97 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel x,

ar(z —1)+blx—1)+c az’+(b—-a)z+c—b

o4 —
ax = =
x—1 z—1 x—1
On cherche donc a, betctelsquea =1,b—a=0etc—b=0:ontrouvea =b = 1.
1
Ainsi, pour tout réel x, =xrx+1+——
z—1 z—1

= 0, et de méme en —oo. La droite d’équation y = = + 1

On a alors xgrfoo(f(x) —(x+4+1)) = lim

z—+oo x — 1
est asymptote a la courbe de f en —oo et +o0.

» Correction 98 — Voir I’énoncé.

1. f(x) existe si et seulement si 22 — 3z + 2 > 0. Or, 22 — 3z + 2 est un polyndme du second degré dont
les racines sont 1 et 2. Ainsi, f est définie sur | — oo; 1] U [2; +00].

2
2. Parsomme, lim 2 — 3z + 2 = +oc. Par ailleurs, pour tout z > 2, #2 — 3z + 2 = 22 <1 - —+ —2>
Z——00 r

etdonc lim 2?2 -3z +2=+400.0r, lim VX = +o0.
T—+00 X =400
Ainsi, lim f(z)= lim f(z)=+o0
T—r—+00 T——00

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

120

2z -3
3. festdérivable sur |—oo; 1] et ]2; +0o|. Pour tout réel  dans 1’un de ces intervalles, f/(z) = ﬁ
vat —3xr +
qui est du signe de 2z — 3
T —00 1 3/2 2 +o0o
f'(x)

2 2 2
1
4. Pourtoutréel:z:,x2—3a:+2:(m—g) —(3) +2:(1~_3> _ =

5. Pour tout réel z > 2,

3 3)\? 3
Or, siz > 2, alors x — 5 > 0 et donc (Jc — 5) =z—3 Ainsi, pour tout = > 2,

3 3
On adonc lim ( fx) — (x — 5)) = (. La droite d’équation y = = — 3 est asymptote a la courbe

T—+00

de f en +o0.

3 3\ 3
Par ailleurs, pour tout z < 1, x — 5 < 0 etdonc (x — 5) =3z Ainsi, pour tout z < 1,

On adonc lim
r—r—00

de f en —co.
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» Correction 99 — Voir I’énoncé.

Partie A

1. Puisque la courbe de f passe par le point de coordonnées (0; 0,5), on a donc f(0) = 0,5. Par ailleurs,

17(0) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe de f en 0. Cette tangente est la droite (AB),

dont le coefficient directeur vaut
_ 1—
sp—ya 105 _05 00
IR — TA 10-0 10

On a donc f/(0) = 0,05.
2. D’apres la lecture graphique, f(0) = 0,5. Or, d’apres I’expression de f(z), on a

f(0)

a a a a

T 14e 0 11e0 141 2

Ainsi, % =0,5,etdonca =2 x0,5=1.

3. Pour tout réel z, on pose u(z) = 1 + e~%%. u est dérivable et pour tout réel =, u'(z) = —be™**. Or,
I u’
f=—.Ainsi, f/ = —— et donc, pour tout réel z,
u u
—pe b be bz
/
fx) = - =

(1 + e—bac>2 (1 + e—bx)?
Attention, aux deux signes "-" !.

4. D’apres la lecture graphique, f'(0) = 0,05. Or, d’apres I’expression de [,

£(0) = be0<0  pe® b b
- (1+e—bx0)2 - (1+60)2 - (1 +1>2 T4

Ainsi, g = 0,05 etdonc b= 0,05 x 4 =0,2.

Partie B
1. p(10) = T 02510 ~ 0,88. La proportion d’individus équipés au ler janvier 2030 est d’environ 0,88
(soit 88% de la population totale).
0,2 0.2z
2. (a) D’apres la partie A, p est dérivable sur [0; 00| et pour tout réel x > 0, p'(x) = (1_"_67_07%)2. Or,

une exponentielle étant toujours strictement positive, on a, pour tout réel z, p’(x) > 0. La fonction
p est donc strictement croissante.

(b) Pour tout réel z > 0, e %2* > 0 et donc 1 + e~%2% > 1. En appliquant la fonction inverse qui est

décroissante sur |0; o0, on obtient alors < 1. Ce résultat est cohérent : une proportion

1+ 670,2x
ne peut dépasser 1.
(c) Puisque lim e %?* =0, lim p(x) = 1. A terme, tous les individus possederont I’équipement
T—+00 T—r+00
étudié ici.

» Correction 100 — Voir I’énoncé.

x
I. (@ Onau=-exp(v)ouv:xr2— 10 Pour tout réel x positif, on a

u'(z) = (x) x exp(v(z)) = —% exp(v(z)) = —%OU(:B)

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

122

(b) Pour tout réel positif x, on a

1
f(z) = 100 (z)e"® = 10 x (—Tou(x)e“(“”)> = —u(z)e"®
(c) Pour tout réel x, e“®) > 0 et —u(z) = exp (2 — 1%) > 0. f est donc strictement croissante sur
[0; +o0[.

2. (a) f(20) = - ~ 3.7. Apres 20 jours de repousse, la queue du 1ézard mesure environ 3.7 cm.
(b) Ona lim (2 - i) = —occet lim eX = 0.Ainsi,
x—+00 10
10e” = 10.
(¢) La fonction f est croissante et sa limite en +oo vaut 10. Elle ne peut donc atteindre 11. La queue
du 1ézard ne peut pas atteindre 11cm selon cette modélisation.

m mgrfoou(x) = 0 et donc xEToof(x) =

1
3. (a) Pour tout réel z, e“(*) > 0 et Eu(m) < 0. f” est donc du signe opposé a celui de (1 + u(x)). Or
1+u(z) <0e 1 (2 x)<0<:>1< (2 x)
u(z) < exp 1) S < exp 10

et donc

1+u(m)<0@0<2—f—0@202x
Ainsi, f”(z) est positive sur [0; 20] et négative sur [20; +oo[. f’ est donc croissante sur [0; 20] et
décroissante sur [20; +00].
(b) La vitesse de croissance de la longueur de la queue du 1ézard est maximale au bout de 20 jours.
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1. Cours : Continuiteé

Continuité d’une fonction réelle
Définition 22 — Continuité. : Soit f une fonction définie sur un intervalle /. Soita € 1.
e On dit que f est continue en a si f admet une limite en a, par valeurs supérieures et par valeurs
inférieures, et que lim f(z) = lim f(z) = lim f(z) = f(a)
T—a z—at T—a~

e On dit que f est continue sur I si f est continue en tout réel de 1.

m Exemple 61 : Jusqu’ici, les fonction de référence rencontrées étaient continues sur leur domaine de défi-
nition : fonctions polyndmes ou quotients de polyndmes, exponentielle, racine carrée, sinus, cosinus, valeur
absolue... ]

= Exemple 62 : On considere la fonction f dont la courbe représentative C est donnée ci-dessous.

On remarque que

¢ Jm f@)=
¢ Jm  f2)=

Ces deux valeurs sont différentes, la fonction f
n’est pas continue en 2.

Graphiquement, on voit que la courbe de la fonc-
tion fait un "saut" en x = —2.

20 +9 siz < -2
m Exemple 63 : On considere la fonction f : 2+ ¢ 2?2+ 1 si —2 <z <3 définie sur R
dr —4 siz >3

La fonction f est continue sur | — oo; —2[, | — 2; 3[ et |3; +o0].
Il faut étudier la continuité aux bords de chaque intervalle.

Continuité en —2

e f(-2) = (-22+1=5
e lim f(z)=2x(-2)4+9=5
z—(—2)~
e lim f(z)=(-22+1=5
z—(=2)*
Ainsi, f est continue en —2.

Continuité en 3
o f(3)=4x3-4=38

e lim f(z)=32+1=10
r—3~
On a liIgl f(x) # f(3). Ainsi, f estn’est pas continue en 3.
z—3~
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I Propriété 22 : La somme et le produit de fonctions continues sur un intervalle I sont continus sur /.

m Exemple 64 : La fonction x — cos(x)(z? 4 3v/z) — sin(z)e” est continue sur Ry n

Théoreme 17 : Soit f une fonction définie sur un intervalle /. Si f est dérivable sur I, alors f est également
continue sur I.

La réciproque est fausse. La fonction x — |z| est continue sur R mais n’est pas dérivable en 0.

ftm)

Il existe par ailleurs des fonctions continues sur R qui ne sont h
dérivables nulle part ! iy
Les exemples les plus connus sont sans doute les fonctions de ! W
Weierstrass. Ce sont des courbes fractales : peu importe le niveau ST ‘*’\M X ﬁ«f M‘»"f" Ly
de zoom que I’on peut avoir sur la courbe, on verra toujours de o |
nouveaux détails apparaitre.

Suites et fonction continue

Propriété 23 — Image d’une suite convergente. : Soit / un intervalle et (u,) une suite telle que pour
tout entier naturel n, u,, € I. Soit g une fonction définie sur I’intervalle I.

Si la suite (u,,) est convergente avec 11141_1 upn, = l et si g est continue en /, alors
n—-+0oo

lim g(un) = g(I)

n—+

En d’autres termes, ngrfoo g(uy) = g(n grfoo Up).

/ 1 1
m Exemple 65 : Pour tout entier naturel non nul n, on note u,, = 1/9+ —. lim (9 -+ ) =9. Or, la
n

n n—-+oo

fonction 2 — /x est continue en 9. Ainsi, liT Up = V9 =3, m
n—-+oo

L’hypothese de continuité est primordiale ! Pour tout réel x, notons | x| la partie entiére du réel x, ¢’est-a-dire
le plus grand entier qui soit plus petit que z. Par exemple, [1,3] = 1.

Pour tout entier naturel non nul n, on note u,, = 1 — Ton On a ainsi ug = 0, u; = 0,9, us = 0,999,
uz = 0,9999 etc.

e Pour tout entier naturel non nul, |u,] = 0. Onaalors lim [u,| =0
—

n—-+00
e La suite (u,) est convergente etona lim wu, = 1. Ainsi, | lim u,] =|1] =1.
n——+0oo n—-+00
e Onadonc lim |u,|# | lm wuy,].
n—-+oo n—-+0oo

On montre en fait que la fonction = — |z | n’est pas continue en 1.
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Théoreme 18 — Théoréme du point fixe. : Soit / un intervalle, g une fonction définie et continue sur I et
(uy,) une suite telle que pour tout entier naturel n, u,, € I et up+1 = g(uy).

On suppose que la suite (u,,) est convergente, de limite [ € I. Alors g(I) = I.

Démonstration 19 : Pour tout entier naturel n, on a u,+1 = g(u,). La suite (u,) étant convergente, il est
possible de passer a la limite dans cette égalité.

Ainsi, lim wup41 = lim g(up). Or, lim w,y; = [ et, la fonction g étant continue sur 7, on a d’apres la
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

propriété précédente que . ETOO g(uy) = g(nll)rfoo un) = g(1). Ainsi, g(1) = 1. o

m Exemple 66 : On définit la suite (u,) par ug = 2 et, pour tout entier n, up+1 = v/3u, + 4
Montrons que la suite (u,) est croissante et que pour tout entier naturel n, 2 < u, < 4.

Pour tout entier naturel 2, on considére la proposition P(n) : « 2 < uy < Upy1 < 4»

o Initialisation : Onaug = 2, u; = /3 x 2+ 4 = 1/10. On a bien 2 < uy < u1 < 4. P(0) est donc
vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. On a donc 2 < u,, < up41 < 4. Or, la fonction
x — /3x + 4 est croissante sur [2; 4]. Ainsi,

V3X24+4<V3Xup +4< /3 Xupy1 +4<V3x4+4
c’est-a-dire,

V10 < g1 < Upt2 < 4
Puisque 2 < v/10, on a donc bien

2 < Upg1 S Upyo < 4

P(n + 1) est donc vraie.
e Conclusion : Par récurrence P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Puisque la suite (u,,) est croissante et majorée, la suite (u,,) converge. Notons [ sa limite.
4
Puisque la fonction g : x — /3x + 4 est continue sur} —3 +00 { etque ! € [2;4], onaalors g(I) = L.

Ainsi, v/3l 4+ 4 = [. En élevant cette inégalité au carré, on a 3/ + 4 = 12,80t 12 =31 —4=0.11 s’agit d’un
polyndme du second degré dont les racines sont —1 et 4. Or, il n’est pas possible que la suite tende vers —1
puisque celle-ci est supérieure a 2. Ainsi, lirf Uy = 4.

n—-+0o0
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Théoreme des valeurs intermédiaires

Cas général

Théoreme 20 — Théoréme des valeurs intermédiaires. : Soit f une fonction continue sur un intervalle
[a; b] et k un réel compris entre f(a) et f(b).

Alors il existe (au moins) un réel ¢ dans [a; b] tel que f(c) = k.

Ilustration : On représente une fonction f ci-dessous.

Pour tout réel k& compris entre f(a) et f(b), k posseéde au moins un antécédent par f. Dans cet exemple, il y
en a trois. Le nom de ce théoréme se justifie ainsi : une fonction continue qui passe d’une valeur f(a) a une
valeur f(b) passe forcément au moins une fois par toutes les valeurs intermédiaires.

m Exemple 67 : On consideére la fonction f : 2 +—+ 3 — 32 — 1, définie sur R. La fonction f est une fonction
polyndmiale, elle est donc continue. De plus, f(—2) = —1 et f(2) = 3.

Or, 0 € [—1; 3]. Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe (au moins) un réel ¢ € [—2; 2]
tel que f(c) = 0. =

Ce théoréme ne nous donne aucune indication sur le nombre de ces solutions (en réalité, il y en a 3 sur cet
intervalle). Nous verrons dans trés peu de temps comment pallier ce probleme.

Il est également possible d’utiliser les limites dans le théoréme des valeurs intermédiaires.

Théoreme 21 — Théoréme des valeurs intermédiaires. : Soit f une fonction continue sur un intervalle
Ja; b] telle que lim+ et lim f(x) existent. Soit k un réel strictement compris entre ces deux limites.
T—a —b—

Alors il existe (au moins) un réel ¢ dans |a; b tel que f(c) = k.

m Exemple 68 : Soit a, b, c et d quatre réels avec a > 0. On considere la fonction f : z — az3+bx?+cr+d,
définie sur R.
b d b d
Pour tout réel non nul, f(z) = 23 (a++62+3>. Or, lim <a++62+3) =a>0et
x T z—+00 T T 75

lim 23 = +oo. Ainsi, par produit, lim f(x) = 400. De méme, on montrer que lim f(x) = —oo.
T—+00 T—+00 T——00

Or, 0 €] — 0o; +00]. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel z tel que f(z) = 0. Le
méme raisonnement vaut pour a < 0 : nous venons de démontrer que tout polyndome de degré 3 admet au
moins une racine réelle. m
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3.2 Fonctions strictement monotones
Théoreme 22 : Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a;b] . Soit k£ un

réel strictement compris entre f(a) et f(b) (ou les limites en a et b de f). Alors il existe un unique réel
¢ €)a; b[ tel que f(c) = k.

La encore, il est possible d’utiliser les limites de f en a et en b si elles existent.

z—1
m Exemple 69 : On considere la fonction f : z — ——, définie sur I =|0; +oo[. Montrons que 1’équation

5
f(z) = 2 possede exactement deux solutions sur I’intervalle ]0; 4+o00].

ea;—l 1 e

D’une part, pour tout z > 0, f(z) = =— X —.

7 e

em
Or, par croissances comparées, lim — = 4ooetdonc lim f(x) = +oc.

T—+00 I T—r+00
Par ailleurs, lim ¢* ' =¢™' > 0et lim 2 = 0". Par quotient, lim f(z) = 400
z—0t+ z—0t z—0t

La fonction f est un quotient de fonctions dérivables sur / et son dénominateur ne s’annule pas sur cet
intervalle. Ainsi, f est également dérivable sur [ et, pour tout réel x > 0,

e lxr—eIx1l (z—1)"!

fl(a) = =

22 22

Or, pour tout réel = > 0, e*~1 > 0 et 2 > 0. f/(x) est donc du signe de = — 1. Ceci nous permet d’établir
le tableau de signes de f’ et le tableau de variations de f.

+0oo +oo

On raisonne alors selon les intervalles sur lesquels f est strictement monotone.

La fonction f est continue sur ]0; 1]. Or, lim+ f(x) = o0 et f(1) = 1. Ainsi, 2 €]|1;+00[. D’apres le
z—0

théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel ¢; €]0; 1] tel que f(c1) = 2. De plus, la fonction f est

strictement monotone sur ’intervalle ]0; 1] : la solution a cette équation est donc unique.

De méme, il existe un unique réel ¢y €]1; +00[ tel que f(c2) = 2. Finalement, I’équation f(x) = 2 admet

exactement deux solutions sur |0; +o0[.
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Algorithme de dichotomie

Le théoreme des valeurs intermédiaires nous assure de 1’existence de solutions a une certaine équation. En re-
vanche, il ne nous indique en rien la valeur de cette solution. Plusieurs algorithmes nous permettent néanmoins
d’obtenir au moins une valeur approchée d’une solution de 1’équation qui nous intéresse.

Considérons une fonction f continue sur un intervalle [a; b] et k un réel compris entre f(a) et f(b). Dans cet
exemple, on supposera par exemple que f(a) < k < f(b). Le théoréme des valeurs intermédiaires nous assure
de I’existence d’un réel ¢ dans lintervalle [a; b] tel que f(c) = k. L’idée, pour obtenir une valeur approchée
d’un tel réel, est d’évaluer la valeur prise par la fonction au milieu de I’intervalle [a; b]

b b
o Sif <a42r ) < k, on a alors f (a;) < k < f(b). Le théoreme des valeurs intermédiaires nous

a—i—b;b}
2

assure alors de 1’existence d’une solution a 1’équation f(x) = k sur I'intervalle

a+b a+b

). Le théoreme des valeurs intermédiaires nous
a—+ b}

oSif( >>k,0naalorsf(a)<k:<f<

assure alors de I’existence d’une solution a I’équation f(z) = k sur l'intervalle |a; ——

Dans les deux cas, nous avons trouvé un intervalle deux fois plus petit que 1’intervalle [a;b] dans lequel
I’équation f(z) = k posséde une solution.

m Exemple 70 : On considere la fonction f : x — 3x — e®. f est continue, f(0) = —1let f(1) =3 —¢e > 0.
Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel ¢ € [0; 1] tel que f(c) = 0.

On calcule alors f (1) : ona f (3) = —0.15 < 0. Ainsi, il existe un réel ¢ € [3;1] tel que f(c) = 0 n

En réitérant le méme procédé sur le nouvel intervalle obtenu, on obtiendra alors un intervalle 4 fois plus petit
que celui de I'intervalle de départ, puis 8 fois plus petit, 16 fois, 32 fois et ainsi de suite.

On définit en réalité deux suites (ay,) et (b,) de la maniére suivante

e qp=aetby=0>

n bn
s (5

an + by,

9 et bn+1 =b,

) < k, on pose alors a, 1 =

an + by,
2
Ainsi, pour tout entier naturel n, il existe une solution a 1’équation f(x) = 0 dans 'intervalle [a,;b,]. De

e Sinon, on pose a,41 = ayp et by =

h—
plus, puisque b, — a, = 2771@, la longueur de I’intervalle [ay,; by, ] tend vers zéro : il est donc possible d’avoir

une valeur approchée aussi précise que I’on veut a I’aide de cet algorithme. Cet algorithme peut alors sétre
implémenté en Python
def dichotomie(a, b, k, £, p)

# f est une fonction continue sur [a;Db]

# k est un reel tel que f(a) <= k <= f (b)

# p designe la precision voulue pour 1 estimation de la solution

while b — a >= p :

m= (a + b) / 2

return a

Dans le cas ot f(a) > k > f(b), il suffit de changer le sens des inégalités.
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2. Exercices

Continuité d’une fonction

» Exercice 101 — Voir le corrigé.
6x + 8 siz < —1

On considere la fonction f : x — ¢ —3x+7 si —1<ax <2 festellecontinueen —1?eten2?
r—1 six > 2

» Exercice 102 — Voir le corrigé.
%:c -3 siz < -2

. définie sur R.
z+1 sinon

On considere la fonction f : z — {

1. Montrer que la fonction f n’est pas continue en —2.
2. Tracer la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormé.

» Exercice 103 — Voir le corrigé.
ax? +br+1 siz<1

Soit a et b deux réels. On consideére la fonction f : = — { . .
f 24ar+b siz>1

Montrer que la fonction f est continue sur R.

» Exercice 104 — Voir le corrigé.
1
On considére la fonction f définie par f(0) = 0 et, pour tout réel non nul x, f(x) = exp (——2)
x
Montrer que f est continue sur R.

Suites et fonction continue

» Exercice 105 — Voir le corrigé.
o 4n? +1 . 1 . . o
Déterminer lim — 55 ¢ lim exp{— |, enénongant bien les propri€tés utilisées.
n—4oo | ¢ +3In+2 n—+too n

» Exercice 106 — Voir le corrigé.

1
On considere la fonction f définie par f(0) = 1 et pour tout réel non nul z, f(z) = sin (—)
x

Pour tout entier naturel non nul n, on pose u,, = v
nmw

1. Que vaut f(u,) pour tout entier naturel n ?
2. Comparer lim f(uy)et f( lim w,). Lafonction f est-elle continue en O ?
n—+oo n—+o0o

» Exercice 107 — Voir le corrigé.
+3

On considere la suite (u,) par ug = 1 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = — 1
Unp,

1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 1 < u,, < 2 et que la suite (u,,) est croissante.
2. En déduire que la suite (u,,) converge et déterminer la limite de la suite (uy, ).
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» Exercice 108 — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,,) définie par ug = 0 et pour tout entier naturel n, u,+1 = /6 + uy,

1. Supposons que (uy,) converge : quelle peut-étre sa limite ?
2. Montrer que pour tout entier naturel n, 0 < u,, < 3 et que la suite u,, est croissante.
3. Que peut-on en déduire sur la convergence de la suite (u,,) ?

» Exercice 109 — Bac 2021 — Amérique du Nord — Voir le corrigé.
Un biologiste s’intéresse a 1’évolution de la population d’une espece animale sur une fle du Pacifique.

Au début de I’année 2020, cette population comptait 600 individus. On considere que I’espéce sera menacée
d’extinction sur cette ile si sa population devient inférieure ou égale a 20 individus.

Le biologiste modélise le nombre d’individus par la suite (u,,) définie par par
{ uo 220,6
Pour tout entier naturel 7, uy,+1 = 0,75u, (1 — 0.15u,,)
ou pour tout entier naturel n, u,, désigne le nombre d’individus, en milliers, au début de 1’année 2020 + n.

1. Estimer, selon ce modele, le nombre d’individus présents sur I’ile au début de 1’année 2021 puis au début
de I’année 2022.

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; 1] par f(z) = 0,75x(1 — 0.15x)

2. Montrer que la fonction f est croissante sur [0; 1] et dresser son tableau de variations.
3. Résoudre dans I'intervalle [0,1] I’équation f(z) = =.

On remarquera pour la suite de I’exercice que, pour tout entier naturel n, uy,+1 = f(uy)

4. (a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < up41 < up < 1.
(b) En déduire que la suite (u,,) est convergente.
(c) Déterminer la limite [ de la suite (uy,).
5. Le biologiste a I’intuition que I’espece sera tot ou tard menacée d’extinction.
(a) Justifier que, selon ce modele, le biologiste a raison.
(b) Le biologiste a programmé en langage Python la fonction menace() ci-dessous

I def menace():

U= 0.6

N =0
4 while U > 0.02
5 U=0.75 U « (1 - 0.15 = U)
6 N =N+ 1

7 return N

Donner la valeur numérique renvoyée lorsqu’on appelle la fonction menace(). Interpréter ce résultat
dans le contexte de 1’exercice.
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Théoreme des valeurs intermédiaires

» Exercice 110 — Voir le corrigé.

Pour tout réel = > 0, on pose f(z) = e* — —.
x

1. Donner une valeur approchée a 107! prés de f(1) et £(2)
2. En déduire que I’équation f(z) = 2 posséde au moins une solution sur I’intervalle [1; 2].

» Exercice 111 — Bac 2023 — Amérique du Nord — Voir le corrigé.
On considere une fonction h continue sur 'intervalle [—2; 4] telle que A(—1) = 0, A(1) = 4 et h(3) = —1.
Parmi les affirmations suivantes, quelle est ’'unique affirmation correcte ?

la fonction h est croissante sur [—1; 1]

la fonction h est positive sur I'intervalle [—1; 1]

il existe au moins un nombre réel « dans I'intervalle [1; 2] tel que h(«) = 1.
I’équation h(x) = 1 admet exactement deux solutions sur I’intervalle [—2; 4].

» Exercice 112 — Voir le corrigé.
On consideére la fonction f : x — e” 4 x, définie sur R.

1. Justifier que f est continue et dérivable sur R et déterminer f’(z) pour tout réel x
2. Quel est le sens de variation de f sur I'intervalle [—1;0] ?

3. Que vaut f(0) ? Quel est le signe de f(—1) ?

4. En déduire que I’équation e” + = = 0 admet exactement une solution sur [—1; 1].

» Exercice 113 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f : x — 223 + 922 — 60z + 3, définie sur R.

1. Etudier les variations de la fonction f.
2. En déduire la nombre de solutions de I’équation f(z) = 0 sur R.

» Exercice 114 — Voir le corrigé.
Montrer que 1’équation 23 — 522 + 3z + 1 = 0 admet exactement trois solutions réelles.

» Exercice 115 — Bac 2021 — Métropole — Voir le corrigé.

T
On considere la fonction f définie pour tout réel 2 €]0; 00| par f(z) = c.
x

1. Justifier que f est dérivable sur |0; +oo] et donner une expression de sa dérivée.
2. Construire le tableau de variations de f sur ]0; +-00[. On précisera les limites en 0 et en +oo.
3. Soit m € R. Déterminer le nombre de solutions de I’équation f(x) = m en fonction de la valeur de m.

» Exercice 116 — Bac 2023 — Centres étrangers, groupe 1 — Voir le corrigé.
Un biologiste a modélisé 1’évolution d’une population de bactéries (en milliers d’entités) par la fonction f
définie sur [0; +oo| par f(t) = e3—e 0-5°+1+2 o ¢ désigne le temps en heures depuis le début de I’expérience.

A partir de cette modélisation, il propose les trois affirmations ci-dessous. Pour chacune d’elles, indiquer, en
justifiant, si elle est vraie ou fausse.

o Affirmation 1 : « La population augmente en permanence ».
e Affirmation 2 : « A trés long terme, la population dépassera 21 000 bactéries ».
e Affirmation 3 : « La population de bactéries aura un effectif de 10 000 a deux reprises au cours du temps
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» Exercice 117 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = z° — 3z* + 22 + 1. On note C + la courbe

représentative de f dans un repere orthonormé.

1. Déterminer I’équation réduite de 7, la tangente a Cy a I’abscisse 1.

2. Montrer qu’il existe une unique autre tangente a Cy qui soit parallele a 7.

» Exercice 118 — Voir le corrigé.
Pour tout réel z, on pose f(z) = 25 — 2z — 4.

1. Calculer f(1) et f(2)

2. En déduire que 1’équation 2° — 22 — 4 = 0 posséde au moins une solution sur [1;2].

3. Ecrire les 3 premiéres étapes de 1’algorithme de dichotomie et donner un intervalle de longueur % qui
contient une solution de 1’équation z° — 22 — 4 = 0.

4. Donner une solution de cette équation au centicme pres

» Exercice 119 — Voir le corrigé.

Soit f et g les fonction définies pour tout réel x par f(z) = (1 —x)e® + let g(x) =

1. Construire le tableau de variations de f en y incluant les limites.
2. En déduire que 1’équation f(z) = 0 admet une unique solution sur R et en donner une valeur 4 1072
pres. On note « ce réel.

3. Montrer que pour tout réel x, ¢'(x) =

f(x)
(14e7)?
4. Construire le tableau de variations de g.

» Exercice 120 — Bac 2023 — Centres étrangers groupe 1 — Voir le corrigé.
Soit deux réels a et b avec a < b. On considere une fonction f définie, continue, strictement croissante sur
I'intervalle [a; b] et qui s’annule en un réel «. Parmi les propositions suivantes, quelle est la fonction en langage
Python qui permet de donner une valeur approchée de v a 0.001 pres ?

#Algorithme A

3 def racine(a,b)

4

while abs (b-a) >=

0.001
m = (atb)/2
if f(m) < O
b =m
else
a =m

return m

I #Algorithme B

3 def racine (a,b)

/ 2

m = (atb)

while abs (b-a)

0.001

if f(m)
a =m

else
b=m

return m

» Exercice 121 — Voir le corrigé.
Soit f une fonction continue sur [0,1] telle que, pour tout réel = € [0;1], on a f(x) € [0;1]. Montrer que
I’équation f(z) = = admet au moins une solution sur [0; 1].

<

0

>=

I #Algorithme C

5

def racine(a,b)

m = (atb)/

while abs (b-a)

0.001
if f(m)
a =m
else
b =m
return m

2

<

0

<=

x
e +1

I #Algorithme D
3 def racine(a,b)
4 while abs (b—-a) >=

0.001 :
5 m = (atb)/2
6 if f(m) < O
7 a=m
8 else :
9 b=m
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» Exercice 122 — Démontrer le théoréme des valeurs intermédiaires — Voir le corrigé.
Le but de cet exercice est de démontrer le théoréeme des valeurs intermédiaires... Mais pour commencer, nous
avons besoin de résultats supplémentaires sur les suites.

Partie A
Soit (ay,) et (b,) deux suites réelles. On dit que (ay,) et (b,) sont adjacentes si

e (ay) est croissante et (b,,) est décroissante.
e lim (a,—b,)=0.

n—-+00
L’ objectif de cette premicre partie est de démontrer que deux suites adjacentes sont convergentes et de méme
limite.
1. Pour tout entier naturel n, on pose ¢, = b, — a,
(a) Montrer que la suite (c,,) est décroissante.
(b) Montrer que pour tout entier naturel n, ¢, > 0 et en déduire que a,, < by,.
2. Justifier que, pour tout entier naturel n, a,, < bg et b, > ao.
Que peut-on en déduire sur les suites (a,) et (by,) ?
3. Montrer que (a,) et (b,) ont méme limite.

Partie B

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], avec a < b. Soit k un réel compris entre f(a) et f(b). On
suppose que f(a) < k < f(b). On considere alors les suites (a,,) et (b,,) définies par

. an +b
an sif (nQn) >k
e ag = a et, pour tout entier naturel n, a,4+1 =
an + by sif(an+bn><k
2 2
an +b ., f(an+Db
% i f <%> >k
e by = b et, pour tout entier naturel n, b, 1 = b
. an +
bn si f (H> <k
2
Le but est évidemment de montrer que ces suites sont adjacentes. Dans 1’ensemble des questions suivantes, il
. . . . an +b
faudra raisonner par disjonction de cas, suivant la valeur de f (%)

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, a,, < by,.
Montrer que la suite (a,,) est croissante et que la suite (b,,) est décroissante.

. —a
Montrer que pour tout entier naturel n, by 41 — apt1 = ——0"

En déduire lirf (b, — an). Que peut-on en conclure sur les suites (a,,) et (by,) ?
n—-+0oo
Montrer que pour tout entier naturel n, f(a,) < k < f(bn).

On note [ la limite commune de (a,,) et (b,) et on rappelle que f est continue sur [a,b].
Montrer que f(I) = k.

I e
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3. Corrigés

Continuité d’une fonction

» Correction 101 — Voir I’énoncé.
Continuité en —1 ? : D’une part, f(—1) =6 x (—1)4+8 = 2. D’autre part, lim f(z)=-3x(-1)+7=

z—(—1)*
10
Ainsi, f n’est pas continue en —1.
Continuité en 2 ? : D’une part, f(2) = 2 — 1 = 1. D’autre part, lim = —3 x 2+ 7 = 1. Enfin,
T2~
lim =2-1=1
r—2F
La fonction f est continue en 2.
> Correct{on 102 — Voir ’énoncé.
f(=2)==-x(-2)—-3=—-4.0r, lim = —-2+1= —1.Lafonction f n’est pas continue en —2.
2 z—(—2)*

» Correction 103 — Voir I’énoncé.
f est continue sur | — oo; 1] et sur |1; +oo[. Il reste a déterminer si elle est continue en 1.

e f(I)=12+ax1+b=14+a+b
o lim f(z)=ax1’+bxl+1l=a+b+1

o lim+f(x):1-|—a—|—b

Ainsi, f est continue en 1. Finalement, f est continue sur R.

» Correction 104 — V?ir I’énoncé.

On sait que lim | —— | = —oo. Or, lim eX = 0. Ainsi, lim f(z) = 0. De la méme maniére,
z—0+ x X——00 —0+

lil’él f(z) =0= f(0). f est donc continue en 0.
x—0™
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Suites et fonction continue

» Correction 105 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel non nul n,

n’+1 n® At 4+
n?+3n+2 n? 1+3 + T 1+34+ 2
4 + =5 . .
Or, lim ——"— = 4. De plus, la fonction 2 — +/z est continue en 4.
n—+oo 1 —|— +

4 + 3
Ainsi, lim 37”'22 = \/Z = 2.
n——+o0o 1+ P + P

1 . . .
Onsaitque lim — = 0. De plus, la fonction exponentielle est continue en 0.
n——+oo Mn

1
Ainsi, lim exp <> =’ =1.

n—-+00 n

» Correction 106 — Voir I’énoncé.

. : 1 .
Pour tout entier naturel n, f(u,, = sin 1) = sin(2n7) = 0.
2nm

Ainsi, lim f(u,) = 0. Or, liT u, = 0et f(0) = 1. Ainsi, hm flup) # f( hm un) : f n’est pas
n—-+o0o

n—-+oo
continue en 0.

» Correction 107 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel n, on note P (n) la proposition 1 < u, < Up4+1 < 2

3 .
e up=1,u; = = etonabien 1 < uy < u; < 2, P(0) est donc vraie.

e Soit n € N pour lequel P(n) est vraie.
Ainsi, 1 < up < upt1 <2, dou2 < up +1 < upp1 +1 < 3.

1 1 1 .
La fonction £ — — étant décroissante sur R, on a alors, — > > > —, puis, en
T 2 Uy + 1 Upt1 + 1 3
- . T 3 3
multipliant par —3 qui est négatif, — < — < - < -1

2
) 3 3
Finalement, on a 5 < Upt1 < Upt2 < 2. En particulier, puisque 5 >1l,onal <uptr < Upgo < 2.

P(n + 1) est donc vraie.
e Ainsi, P(0) est vraie P est héréditaire. Par récurrence, P (n) est vraie pour tout n € N.

Up+1 Upt+1 + 1

La suite (u,,) étant croissante et majorée par 2, elle est donc convergente.

3
La fonction f : x ) + 3 est continue sur | — 1; 400 et, pour tout entier naturel n, on a bien
x
3
un €] — 1;400[. Ainsi, la limite [ de la suite (u, ) vérifie f(I) = [, c’est-a-dire [ = 1 + 3.
2-1)

Ainsi, on trouve = 0 etdonc ! = 0 ou [ = 2. Puisque pour tout entier naturel n, u,, > 1,lecas{ =0

I+1
est impossible. On a donc [ = 2.
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» Correction 108 — Voir I’énoncé.

Si (uy,) converge vers un réel [, puisque la fonction x — /6 + x est continue sur [—6; 00|, ce réel [ vérifie
I = 6+ 1. Ainsi, I = 6 + [ ou encore [> — | — 6 = 0. On trouve alors deux solutions qui sont | = —2 et
=3

Pour tout entier naturel 7, on note P(n) la proposition 0 < u,, < up41 < 3.

e u; = /6 +0=+/6.Onabien 0 < ug < u; < 3. P(0) est vraie.

e Soit n un entier naturel tel que P(\) soit vraie. Ainsi, 0 < u, < up+1 < 3.
Alors, 6 < 6 + up < 6+ upy1 < 9. Par ailleurs, la fonction Racine carrée étant croissante sur R, on
av6 < upi1 < unys < 3. Or, puisque v/6 > 0, onabien 0 < upi1 < Upyo < 3. P(n + 1) est donc
vraie.

e P(0) est vraie et P est héréditaire. Par récurrence, P (n) est vraie pour tout n € N.

La suite (u,,) est croissante et majorée, elle est donc convergente. De plus, elle n’a que deux limites possibles

qui sont —2 et 3. —2 est impossible puisque pour tout entier naturel n, u, > 0. Ainsi, lirJrrl Uy = 3.
n—-+0o0

» Correction 109 — Voir I’énoncé.

1. Onauy = 0.75x 0.6 x (1—0.75x 0.6) = 0.4095 et ug = 0.75 x 0.4095 x (1—0.75 x 0.4095) ~ 0.2882.
Ainsi, il y aura environ 410 individus en 2021 et 288 en 2022.

2. f est dérivable sur [0; 1] et pour tout réel = € [0;1], f/(x) = 0.75 x (1 — 0.15z) + 0.75z x (—0.15) =
0.75 — 0.225z.
Or,si0 <o < 1,alors 0 < 0.225x < 0.225d’ o0 0 > —0.2252 > —0.225et 0.75 > 0.75 — 0.225z >
0.525. En particulier, pour tout = € [0; 1], f'(x) > 0: f est strictement croissante sur [0; 1].

T 0 1
f'(x) +
f 0 0.637!"3

3. Soitz € [0;1]. f(z) = = si et seulement si 0.75x(1 — 0.15z) = x soit 0.75x(1 — 0.15z) — = = 0. En
factorisant par z, ceci est équivalent & 2(0.75(1 —0.15x) — 1) = 0, ¢’est-a-dire z(—0.25—0.1125x) = 0.

0.25
Ainsi, f(z) = x si et seulement si z = 0 ou —0.25 — 0.11252 = 0, soitz = O ou z = BORIEEE Or,
0.25 .
T 01125 < 0. L’unique solution de I’équation f(x) = x sur [0; 1] est donc z = 0.

4. (a) Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « 0 < upt1 < up < 1».
e Onaug=0.6etu; =0.4095. On a donc bien 0 < u; < up < 1. P(1) est vraie.
e Soit n € N. Supposons P(n) vraie. On a donc 0 < up+1 < u, < 1. En appliquant la fonction
f qui est strictement croissante sur [0; 1], on a alors f(0) < f(up+1) < f(un) < f(1), soit
0 < upt2 < Upt1 < 0.6375. Puisque 0.6375 < 1,onabien 0 < upt2 < tupy1 < 1. P(n+1)
est donc vraie.
e Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n
(b) La suite (u,,) est décroissante et minorée, elle est donc convergente vers un réel /.
(c) La fonction f étant continue sur [0; 1], on a f(I) = l. Or, I'unique solution de cette équation sur
[0;1] est 0. Ainsi, lim wu, = 0.
n—+o0o
5. (a) D’apres les questions précédentes, le nombre d’individus en milliers dans la population étudiée
décroit et tend vers O : il arrivera donc un moment ol cette population sera inférieure a 20 individus.
(b) Lalgorithme renvoie la valeur 11 : I’espace sera menacée d’extinction en 2031
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Théoreme des valeurs intermédiaires

» Correction 110 — Voir I’énoncé.
Ona f(1) ~1.7et f(2) ~6.9

De plus, f est continue sur [1;2]. Or, 2 € [f(1); f(2)]. Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires,
I’équation f(z) = 2 posséde au moins une solution sur I'intervalle [1; 2].

» Correction 111 — Voir I’énoncé.
L affirmation correcte est I’affirmation 3 : il s’agit d’une simple application du théoréme des valeurs intermé-
diaires.

Les images de -1 et de 1 par h ne nous donnent aucune information sur le comportement de h entre —1 et 1 : on
pourrait trés bien avoir A(0) = —5 par exemple, ce qui contredirait les affirmations 1 et 2. L’affirmation 4 est
fausse : on pourrait avoir 2(0) = h(2) = h(4) = 1. En revanche, si la fonction A était strictement monotone
sur les intervalles [—1; 1] et [1; 3], on aurait alors en effet exactement deux solutions a ’équation h(x) = 1.

» Correction 112 — Voir I’énoncé.

f est dérivable comme somme de fonctions dérivables (et est donc continue). Pour tout réel z, f'(z) = e® + 1.
Puisque pour tout réel x, e > 0, il en vient que f” est strictement positive sur R (et en particulier sur [—1; 0]).
La fonction f est donc strictement croissante sur [—1;2]. Par ailleurs, f(0) = let f(—1) =e~! -1 < 0.

Reprenons les informations des questions précédentes : La fonction f est continue sur [—1;0]. Ona f(—1) <0
et f(0) > 0. Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x) = 0 admet au moins une
solution sur [—1;0]. De plus, la fonction f étant strictement croissante sur cet intervalle, une telle solution est
unique.

» Correction 113 — Voir I’énoncé.

La fonction f est dérivable sur R. Pour tout réel z, f'(x) = 622 + 18z — 60 = 6(2? + 3z — 10). Alinsi,

f'(x) =0« 2 =20ux = —5. Ona par ailleurs f(2) = —65 et f(—5) = 278. En outre, hgl_l f(z) =400
T—r—+00

et lim f(z)= —oo. Le tableau de variations de f est le suivant.
T—r—00
T —00 -5 2 400
f(x) + 0 — 0 +
278 +00
—00 —65
1

On peut en déduire le nombre de solutions de 1’équation f(z) = 0. Par exemple, sur | — co; —5]

e La fonction f est continue et strictement monotone
e f(=5)>0et lim f(x)=—o0.
T—>—00
e Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires pour les fonctions strictement monotones, I’équation
f(z) = 0 possede une unique solution sur 'intervalle | — co; —5|

De la méme maniére, I’équation f(z) = 0 admet une unique solution sur | — 5; 2[ puis une unique solution sur
12; +o0[. Ainsi, I’équation f(z) = 0 posséde exactement 3 solutions sur R.
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» Correction 114 — Voir I’énoncé. .
f est dérivable (et donc continue) sur R. De plus, pour tout réel , f(z) = 322 — 10243 = 3(z —3) <x - g)
Les racines peuvent aussi se calculer a I’aide de la méthode du discriminant. On peut alors dresser le tableau

de variations de f.

r |- % 3 +00
f(x) + 0 — 0 +
i 400
Pl

En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires pour les fonctions strictement monotones sur chacun des

1 1
intervalles } —00; ﬂ , {g; 3] et [3; +oo[, on en déduit que I’équation f(x) = 0 posseéde exactement 3 solutions.

» Correction 115 — Voir I’énoncé.
f est dérivable comme quotient de fonctions dérivables sur ]0; +oo[ et dont le dénominateur ne s’annule pas
e xx—etx1 (z—1)e"

sur cet intervalle. Pour tout réel z > 0, f'(z) = 5 = 5
T T

Puisque pour tout z > 0, e > 0 et x? > 0, f/(x) est du signe de = — 1. Par ailleurs, par croissances comparées,
lim f(z) = +oo. Enfin, par opérations sur les limites, lim+ f(z) = +o0.
z—0

r—r+00
z 0 1 400
f(@) - 0 4+
+00 +00
f \ . /

Ainsi,
e sim < e, I’équation f(z) = m ne posséde aucune solution sur ]0; +o00].
e sim = e, I’équation f(xz) = m posseéde une unique solution sur |0; +o0o[ : il s’agitde z = 1
e sim > e, I’équation f(z) = m possede deux solutions sur ]0; +-o0o[ : 1’une sur I'intervalle ]0; 1], I’autre

sur I'intervalle |1; 4-o0].
» Correction 116 — Voir I’énoncé.
e Faux: f est dérivable sur [0; +oo] et, pour tout réel ¢ > 0,
Fit) = —(—t+ 1)670.5t2+t+2 = (t— 1)670.5t2+t+2

f'(t) est du signe de t — 1. On peut alors construire le tableau de variations de f.
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t 0 1 +00
f(t) - 0 +
63 — 62 63
e3 _ 62‘5

En particulier, f(1) < f(0). La population ne fait pas qu’augmenter en permanence.
e Faux:Ona . 1i£rn f(t) = €3 =~ 20.08. Par ailleurs, la fonction f est croissante sur [1; +oo[. Ainsi, pour
— 400

toutt > 1, f(t) < 20.08. En particulier, la population ne dépasse 21000 bactéries

e Vrai: Lafonction f est continue sur [0; 1]. Par ailleurs, f(0) = e3> —e? > 10 et f(1) = €3 — %5 < 10.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel ¢ €]0; 1] tel que f(¢) = 10. La fonction
f étant strictement décroissante sur cet intervalle, une telle solution est unique. De méme, il existe un
unique réel t2 € [1;+o0o[ tel que f(t2) = 10. Finalement, 10 posséde exactement deux antécédents par
la fonction f : la population de bactéries aura donc un effectif de 10000 a deux reprises.

» Correction 117 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel z, f/(x) = 5z — 1223 + 2. Ainsi, f’(1) = —5. Par ailleurs, f(1) = 1. Ainsi, 1’équation réduite
de Testy=—5(x — 1)+ 1soity = —5x + 6.

La deuxieéme question revient 2 montrer que 1’équation f’(x) = —5 posséde exactement deux solutions sur R
(I’'une de ces solutions étant x = 1). Pour tout réel z, f(z) = 202 — 3622 = 2%(20z — 36). Ainsi, pour tout
réel z, f”(x) est du signe de 20z — 36. Par ailleurs, par opérations sur les limites lim f(x) = +o0.

T—r—00

12 2
Enfin, pour tout réel > 0, f'(z) = z* (5 - —+ —4> et donc lim f(x) = +oo. Ceci nous permet de
r  x

T—r+00
dresser le tableau de variations de f.

x —00 9/5 +00
f"(x) - 0 +
—+00 “+00
!
! T _ 1937
125

9 9
Or, f est continue sur {5; 400 { Par ailleurs, —5 € { f <> ; F00 { D’apres le théoreme des valeurs inter-

)
médiaires, 1’équation f’(x) = —5 posseéde une unique solution sur ’intervalle [5; ~+00 { Si I’on note « cette
solution, ceci signifie que la tangente a Cy a I’abscisse « est parallele a 7. L’équation f'(z) = —5 admet

. . 9 . .
également une unique solution sur } —00; 5} , mais cette solution n’est autre que x = 1.

» Correction 118 — Voir I’énoncé.
Ona f(1) = =5 < Oet f(2) = 24 > 0. La fonction f étant continue, d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe un réel ¢ € [1;2] tel que f(c) = 0.
e Calculons alors f(1.5) : Ona f(1.5) ~ 0.59. Ainsi, il existe un réel ¢ € [1;1.5] tel que f(c) = 0.
e Calculons alors f(1.25) : On a f(1.25) ~ —3.45 < 0. Ainsi, il existe un réel ¢ € [1.25;1.5] tel que
f(e)=o.
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e Calculons alors f(1.375) : Ona f(1.375) ~ —1.84 < 0. Ainsi, il existe un réel ¢ € [1.375;1.5] tel que
fe) =0.

En poursuivant ainsi, on trouve que ¢ ~ 1.47

» Correction 119 — Voir I’énoncé.

I.Ona lim (1 —x) = —ccet lim e = +oo. Par produit, lim (1 — z)e® = —oo et donc
T—+400 T——+00 T—+00
Par ailleurs, pour tout réel z, f(z) = ¥ — xe® + 1. Or, lim ¥ = 0 et, par croissances comparées,
r—r—00
lim ze® =0. Ainsi, lim =1
T—r—00 T—+—00
f est par ailleurs dérivable sur R et pour tout réel x, f'(z) = (—1) x e* + (1 — x)e” = —xe®, qui est
donc du signe de —xz.
T —00 0 +00
f'(z) + 0 -
2
1 —00
|

2. Pour tout réel x < 0, f’(x) > 1 et en particulier, f'(x) > 0. Par ailleurs, f est continue sur [0; +oo[
et 0 €] — 00;2]. Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel o > 0 tel que
f(a) = 0. De plus, la fonction f étant strictement décroissante sur [0; +oo], un tel réel est unique. En

utilisant la calculatrice, on trouve x ~ 1.28
Ix(e"4+1)—xxe® (1—x)e”+1 f(z)
» / _ _ _
3. Pour tout réel z, ¢'(z) = CEE N CES R (L

4. Puisque pour tout réel z, (1 + )2 > 0, ¢(x) est du signe de f.

x —00 « —+o0

g () + 0 -

» Correction 120 — Voir I’énoncé.
Puisque f est strictement croissante sur [a,b], on en déduit que f(a) < 0 et que f(b) > 0.

Dans les algorithmes B et C, la valeur de m n’est pas mise a jour a I’intérieur de la boucle while. Ils ne peuvent
donc pas étre les bons algorithmes.

Si f(m) < 0, cela signifie que f(a) et f(m) sont du méme signe, il faut donc remplacer la valeur de a par celle
de m. Le bon algorithme est 1’algorithme D.

» Correction 121 — Voir I’énoncé.

Pour tout réel z, on pose g(z) = f(x) — z. g est continue sur [0;1]. De plus, g(0) = f(0) — 0 > 0 et
g(1) = f(1) =1 < 0 puisque f(1) € [0;1]. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel
¢ € [0;1] tel que g(c) = 0, c’est-a-dire f(c) — ¢ = 0 ou encore f(c) = c.
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» Correction 122 — Voir I’énoncé.
Partie A

1. (a) Pour tout entier naturel n, ¢, +1 — ¢ = bpt1 — ang1 — (by — ap) = bpy1 — by — (ap+1 — ay). Or,
(b, est décroissante et donc b, 1 — by, < 0. (ay,) est croissante et donc —(a,+1 — an) < 0.
Ainsi, ¢, 11 — ¢, < 0. La suite (¢,,) est décroissante.
(b) La suite (¢;,) est décroissante et de limite 0. Ainsi, pour tout n € N, ¢, > 0 et donc a,, < by,.

2. Pour tout entier naturel n, a,, < by, Or, (by,) est décroissante et donc, pour tout entier naturel n, b, < by.
Ainsi, pour tout entier naturel n, a, < bg. Un raisonnement similaire permet de conclure que, pour
tout entier naturel n, b, > ao. La suite (a,) est donc croissante et majorée par by, la suite (by,) est
décroissante et minorée par ag. Ces deux suites sont donc convergentes.

3. Notons /1 la limite de (a,,) et l2 1a limite de (b,,). On sait que ngrfoo(an —b,) =0.

Or, lim (an — bn) = lim a,— lim b, =11 —Is. Ainsi, l; — Iy = 0etdoncl; = Is.
n—+oo n—+o00 n—+o00

Partie B

1. Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « a, < by » .
e Pourn=0,0onaag=a, by =0b, et on abien ag < by.
e Soitn € N tel que P(n) est vraie. On a donc a,, < by,.
. . . an +b
— En ajoutant a,, et en divisant par 2, on obtient que a, < ———.

R an+0b
Dans le cas ou f (n2n> > k, on a donc encore apn41 < bpt1

. .. . an + b
— En ajoutant b,, et en divisant par 2, on obtient que ———— < by,.

. anp +b
Dans le cas ou f (n2n> < k, on a donc encore a1 < bpt1

Dans tous les cas, on a donc an41 < byt
e Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel 7.
2. Soit n un entier naturel.

b b —b

Si f an+ = >kalorsan+1—anzan—anZOetan—bn:%—bnzanTn<0'
by, b b, —

Sf(an+ >>k,alorsan+1_an: n"’z_an_an: n2an >Oetbn+1—bn:bn_bn:0

Dans tous les cas, on a ap4+1 — ap, = 0 et byy1 — by, < 0. (ay,) est croissante et (by,) est décroissante.
3. Soit n un entier naturel.

b b b —
.Slf(an_‘_n >k,alorsbn+l_an+lzm_an:n7an
2 2 5
b b b, —
e Sif (M) < k, alors b1 — ani1 = by, n 1 Qn _n—an
2 9 5
b, — an,
Dans tous les cas, by, +1 — apy1 = -
1 b
4. Ainsi, la suite (b, — a,) est géométrique, de raison —. Pour tout entier naturel n, b, — a,, = “n

n
en vient que lirf (by, — ap,) = 0. Les suites (ay,) et (b,) sont donc adjacentes. d’apres la partie 1, elles
n——+0oo
sont donc convergentes et de méme limite.
5. D’apres la définition des suites (ay,) et (by,), on a que pour tout entier naturel n, f(a,) < f(by).
6. On note [ la limite commune de (a,,) et (b,) et on rappelle que f est continue sur [a,b]. A1n51 en passant
a la limite dans I’inégalité précédente, on obtient que f(I) < k < f(I) et donc que f(I) =
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1. Cours : Logarithme népérien

1 Logarithme népérien

Définition 23 : Soit a un réel strictement positif. On appelle logarithme népérien de a, noté In(a), I’'unique
solution de I’équation e¢* = a, d’inconnue x € R.

Démonstration 23 : Derriére cette définition se cache une démonstration : une telle solution existe-t-elle ? Si
elle existe, cette solution est-elle unique ?

La fonction z +— e” est dérivable sur R par définition de 1I’exponentielle. Elle est donc continue sur R. De

plus, lim e* =0et lim e* = +oo. Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, pour tout réel
T—r—00 T—r—00
a €]0; +o00], il existe un réel x tel que e* = a.
La fonction exponentielle étant par ailleurs strictement monotone sur R, cette solution est unique. O
m Exemple 71 : In(1) = 0. En effet, I’'unique solution de I’équation ¢ = 1 est z = 0. "
= Exemple 72 : In(e) = 1, In(e?) = 2. .

Propriété 24 : Pour tout réel a > 0, (@ = ¢,

Pour tout réel a, In(e®) = a.

Démonstration 24 : Soit a un réel strictement positif. In(a) est, par définition, solution de I’équation e* = a.
On a donc e™(@ = g,

Par ailleurs, pour tout réel a, e* > 0. Par définition du logarithme népérien, In(e®) est I’'unique solution de
I’équation e” = e, d’inconnue x € R. Or, = a est une solution de cette équation. On a donc In(e?) = a. ©

m Exemple 73 : On cherche a résoudre I’équation 3e* — 6 = 0, d’inconnue x € R. Or, pour x € R,

3" —6=0&3"=6e" =2 2=1In(2)

Attention : il n’existe pas de logarithme népérien de réels négatifs !

m Exemple 74 : On cherche a résoudre I’équation In(z + 2) + 3 = 0. In(x + 2) n’existe que si z + 2 > 0,
c’est-a-dire > —2. Soit donc x > —2.

In(z+2)+3=0ch(z+2)=-3cz+2=c3czr=3-2

Puisque e=3 > 0, on a alors e~3 — 2 > —2. L’unique solution de 1’équation est donc e =3 — 2. ]
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Propriétés algébriques
Propriété 25 : Soit a et b des réels strictement positifs.

In(ab) = In(a) + In(b)

Démonstration 25 : Soit a et b des réels strictement positifs. On a
eln(ab) — ab = eln(a,) ~ eln(b) _ eln(a)—i—ln(b)

En appliquant In a cette égalité, on a donc In(ab) = In(a) + In(b). 0

m Exemple 75: Onaln(2) + In(3) +1In(4) = In(2 x 3 x 4) = In(24). "

m Exemple 76 : Soit x un réel.

In(l+e®)+z=In(1+e*)+In(e’) =In((1+e *)e*) =In(e* + 1)

Propriété 26 : Soit a et b des réels strictement positifs.

In <1> = —1In(a) In(ab) = In(a) + In(b)

a

1
Démonstration 26 : Puisque In(1) = 0, on a In (a X ) = 0, et donc, d’apres la propriété précédente,

In(a) + In (1) = 0. Ainsi, In (1) = —In(a) '

a a
. a 1 1
Par ailleurs, In (E) =In <a X b) =In(a) + In (b) = In(a) — In(b). O
21
m Exemple 77 : Onaln(21) —In(7) =In <7> = In(3). n

Propriété 27 : Soit a un réel strictement positif.
1
In(v/a) = - In(a)
Démonstration 27 : Puisque pour tout réel a > 0, a = \/a X y/a, on a
In(a) = In(va x v/a) = In(va) + In(va) = 2In(v/a)

et donc In(y/a) = %In(a). O

Propriété 28 : Soit a un réel strictement positif. Pour tout entier relatif n

In(a") = n In(a)
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Démonstration 28 : Pour tout entier naturel n, on pose P(n) la proposition In(a™) = n In(a)

e Initialisation : In(a”) = In(1) = 0 et 0 x In(a) = 0. P(0) est donc vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie.
Alors In(a"*!) = In(a” x a) = In(a") + In(a) = n In(a) + In(a) = (n + 1) In(a).
P(n + 1) est vraie : P est héréditaire.

e Conclusion : D’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Par ailleurs, pour tout entier naturel n, a® x a=" = a® = 1. Ainsi, In(a™ x a™") = In(a") + In(a™") = 0. On
adonc In(a™) = —1In(a™). Or, In(a™) = n In(a). Onadonc In(a™) = —n In(a). O

m Exemple 78 : On souhaite simplifier In(12) + In(3) — 21n(6).
In(12) +In(3) — 2In(6) = In(12 x 3) —21n(6)

= 1In(36) —21n(6)

[ |
= In(6%) — 21n(6)
= 2In(6) —2In(6) =0
4
m Exemple 79 : Ona (0000 _ b0 &) _é. .

In(0.001)  In(10-3  —3In(10) 3

3 Fonction logarithme népérien

Définition 24 : On appelle fonction logarithme népérien la fonction x — In(x) définie pour tout réel x
strictement positif.

Cette fonction est la fonction réciproque de la fonction exponentielle.

3.1 Limites
Propriété 29 : On a les limites suivantes :

lim In(z) = —o00 et lim In(z) =+oc0
x—0t T—r+00

De plus, pour tout entier naturel n,

1
lim 2" In(z) =0 et lim n(z)
z—0+ z—+oo "

=0

La puissance de x 1’emporte sur le logarithme en cas d’indéterminée : ce sont les croissances comparées au
logarithme.

Démonstration 29 — Au programme : lim x In(x). : Pour z > 0, posons X = In(z).

z—0+
Ainsi, z In(z) = e¥ x X. Or, lim In(z) = —oco et, par croissances comparées, lim Xe~ = 0. Par
z—0% X——o00
composition de limite, lim z In(z) = 0. o

z—0t
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Dérivabilité

1
I Propriété 30 : La fonction In est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout réel = > 0, In'(z) = —.
x

La fonction In est donc également continue sur |0; +oo].
Démonstration 30 — Au programme. : On admet que In est dérivable sur ]0; +o0|.
Pour tout réel > 0, on pose f(z) = e™(®), f est dérivable sur ]0; +-00|.

e D’une part, on sait que pour tout réel z > 0, f/(z) = 1.

e D’autre part, en utilisant la formule de la dérivée d’une fonction composée, on sait que

f(z) = In'(z) x @) =/ (z) x x
o . / / 1
Ainsi, pour tout z > 0, In’(z) x z = 1 et donc In'(z) = —. O
x
m Exemple 80 : Pour tour réel = > 0, on pose f(z) = e” In(z)

T

e Pour tout réel x, on pose u(x) . w est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout réel zz > 0, u'(z) = e®

=e
1
e Pour tout réel x, on pose v(z) = In(x). v est dérivable sur |0; +oo] et pour tout réel x > 0, v'(z) = —
7

Ainsi, f est dérivable sur ]0; +-00[ comme produit de fonctions dérivables sur cet intervalle. De plus, pour
tout réel x > 0

F(2) = u'(z) x v(z) + ul@) x v'(z) = & x In(z) + € x % _ WCM

On en déduit naturellement la propriété suivante.

Propriété 31 : Soit u une fonction définie sur un intervalle I telle que pour tout réel « € I, u(z) > 0.
Alors In(u) est dérivable et (In(u))" = “
U

= Exemple 81 : Pour tout réel z, on pose u(r) = 22 — 2z + 5 et f(x) = In(u(z)) = In(2? — 2z +5)
I1 faut avant tout vérifier que pour tout réel x, u(z) > 0! Sans quoi, la fonction f ne serait pas définie sur R.

Or, u une fonction polyndme du second degré dont le discriminant A vaut (—2)? —4 x 1 x 5 = —16 > 0.
Ainsi, pour tout réel z, u(z) est du signe du coefficient dominant, 1, ¢’est-a-dire u(x) > 0.

Par ailleurs, la fonction u est dérivable sur R et pour tout réel z, u'(x) = 2z — 2.
Ainsi, f est dérivable sur R et pour tout réel x,

u'(x) 2r — 2
w(z) 2?2—-22+5

Puisque In(u) n’est définie que lorsque u est strictement positive, on en déduit que u et In(u) ont les mémes
variations.
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Etude de la fonction In

I Propriété 32 : La fonction In est strictement croissante sur |0; 4-00|.

1
Démonstration 31 : La fonction In est dérivable sur ]0; 4+o0| et pour tout réel z > 0, In’(z) = — qui est
x

strictement positif. In est donc strictement croissante. o

La stricte croissance du logarithme nous est notamment utile pour déterminer le signe d’une expression mettant
en jeu des logarithmes, et en particulier...

Propriété 33 : Soit x et y deux réels strictement positifs. Alors In(x) > In(y) si et seulement si z > y. En
particulier, In(z) > 0 si et seulement si > 1.

m Exemple 82 : On souhaite déterminer I’entier n a partir duquel 3 — 12 x 0.9" > 2.9
=

En soustrayant trois aux deux membres de cette inégalité, on obtient —12 x 0.9" > —0.1. En divisant alors

par —12 qui est négatif, on a alors 0.9" < 120

L’inconnu que nous cherchons est en exposant et les deux quantités dans cette inégalité sont strictement
positives, nous allons donc pouvoir utiliser le logarithme népérien.

Puisque la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur |0; +oo], 0.9" < 20 et seulement

1
siln(0.9") < In ( ), soit 71n(0.9) < —In(120).

120
Puisque 0.9 < 1, on aIn(0.9) < 0. En divisant I’inégalité par In(0.9), il faudra donc changer son sens !
In(120
Ainsi, n1n(0.9) < —1In(120) si et seulement si n > _lrrll((().Q))'
In(120
Or, _ln((()9)) ~ 45.4. Le premier entier n tel que 3 — 12 x 0.9” > 2.9 est donc n = 46. ]
n(0.

Propriété 34 : La courbe de la fonction In est symétrique a la courbe de la fonction exp par rapport a la
droite d’équation y = x.

Y = exXpl;.

Cette propriété est vraie pour toutes les fonctions réciproques 1’'une de I’autre. Par exemple, vous pouvez
observer le méme phénoméne en regardant les courbes des fonctions = +— 22 et z — /Z sur [0; +oc[. Autre
exemple, la fonction inverse, qui est sa propre réciproque. La courbe de cette fonction est elle-méme symétrique
par rapport a la droite d’équation y = .
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2. Exercices

Logarithme népérien

» Exercice 123 — Voir le corrigé.
Résoudre les équations suivantes en précisant leur domaine de résolution.

a.2ln(z) +1=3 b. In(3z — 4) = 0 c. 32 = 4
d.2+3In(3z —2) = -1 e. In(e3**) =5 g e 3 =3-nx
h. (e?* —3)(e* +5) =0 i. (In(z))? —In(z) =0 jo(e®=1n(z—e)=0

» Exercice 124 — Voir le corrigé.
En utilisant un changement de variable, résoudre 1’équation 3¢2* + 9¢* — 30 = 0 sur R.

» Exercice 125 — Voir le corrigé.
Résoudre les inéquations suivantes. On précisera bien les domaines de résolution.

a. In(5x —3) >0 b. In(9z —2) <0 c.In(Bx+1) >1n(3 —x)

» Exercice 126 — Voir le corrigé.

T _ o
2

1. Justifier que sh est deux fois dérivable sur R et que pour tout réel x, sh”(z) = sh(z)

2. Pour tout réel z, on pose f(z) = In(xz + V22 + 1). Montrer que pour tout réel z, (sh o f)(z) = x et
(fosh)(x)=u.

€ .2 L. .
Pour tout réel x, on pose sh(x) = . Cette quantité est appelée sinus hyperbolique de x.

» Exercice 127 — Voir le corrigé.

T

Soit f la fonction z +— e—, définie sur R.
e +1

1. Montrer que pour tout réel y €] — 1; 1], il existe un unique réel z tel que y = f(x).
2. Soity €] — 1;1[etx € Rtel que y = f(z). Exprimer x en fonction de y.

Propriétés algébriques

» Exercice 128 — Voir le corrigé.
Simplifier les écritures suivantes

In(3) + In(4) — In(6) % —1In(1)
41n(3) —In(9) + 21n(27) In(3z2) — In(3) avec z > 0

» Exercice 129 — Voir le corrigé.
Résoudre I’équation In(4x2) + 6In(z) — 3 = 0, d’inconnue z > 0
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» Exercice 130 — Voir le corrigé.

-1
Montrer que pour tout réel z > 1, In(z%2 — 1) — In(2? + 22 + 1) = In (z n 1).
x

» Exercice 131 — Voir le corrigé.
1 2 3 49
(D) em () e (2) 4o ()
Quevaun2+n3+n4—|— —|—n50

» Exercice 132 — Voir le corrigé.
Montrer que pour tout réel x, In(1 + e™*) = In(1 + €*) — =.

» Exercice 133 — Voir le corrigé.
On considere la suite (u,,) définie par ug = e et pour tout entier naturel 7, U, 11 = €\/Uy,.

1. Montrer que (u,) est décroissante et que pour tout entier naturel n, e? < u,
2. En déduire que (uy,) converge. Quelle est sa limite ?
3. Pour tout entier naturel n, on pose a, = In(u,,) — 2
(a) Exprimer u,, en fonction de a,, pour tout entier naturel n.
(b) Montrer que la suite (a,,) est géométrique. On précisera sa raison et son premier terme.

1 n
(c) En déduire que pour tout entier naturel n, u,, = exp (2 + <§> >

(d) Retrouver la limite de la suite (u,,) a I’aide de cette expression.

» Exercice 134 — Logarithme décimal et applications — Voir le corrigé.
Soit a un réel strictement positif et x un réel.

On appelle exponentielle de z en base a le réel noté a® et qui vaut e* (@)

In(b) Ce

n(a

1. Soit b un réel strictement positif. Montrer que ’'unique solution de I’équation a® = best ¢ =
nombre est appelé le logarithme de b en base a.

Un cas partic(ul)ier : le logarithme en base 10 est alors noté log. Ainsi, pour tout réel a strictement positif,
In(a
logla) = 1170
2. En chimie, le pH d’une solution vaut — log(C') out C est la concentration de cette solution en ions hydro-
nium H30%, exprimée en mol.L~?
(a) Quel est le pH d’une solution ayant une concentration en ions hydronium de 10~# mol.L=! ?
(b) Sile pH baisse de 1, par combien a ét€ multipliée la concentration en ion hydronium ?
(c) Le colaaun pH de 2.5. Quelle est sa concentration en ions hydronium ?
(d) On dit qu’une solution est basique si son pH est strictement supérieur a 7. A quelles concentrations
cette situation correspond-elle ?
3. Le niveau de bruit d’une source sonore se mesure en décibels.
La formule qui donne le niveau de bruit IV en fonction de I’intensité I de la source, exprimée en W.m ™2

I
est N = 10log (T) avec Ip = 10712 W.m 2

(a) Quelle est l’ir(itensité sonore d’une avion qui décolle avec un niveau de bruit de 120 dB ?

(b) De combien de dB le niveau sonore augmente-t-il lorsque 1’intensité sonore double ?

(c) Une cri possede un niveau sonore de 80 dB. On admet que quand plusieurs personnes crient, les
intensités s’ajoutent. Combien doit-on réunir de personnes pour que leurs cris réunis aient une
intensité sonore de 120 dB ?

et log(a) est I'unique solution de 1’équation 10* = a.
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Fonction logarithme népérien

» Exercice 135 — Voir le corrigé.
Déterminer, si elles existent, les limites suivantes

> —2r+3 2 —2r+3
a. lim In(1—x) b. lim In <w> c. lim In (ﬂ)
T——00 T—~400 2+ z—0t 24+ x
. 2 . 2 . B
d. xEI_POO(Qx In(z)) e. xglgl+(2x In(z)) f. zEI—Poo(x In(z))
. v . T oo v
g wgr_noo In(e® — ) h. le)rfoo In(e® — z) i. xll}rj{loo(e In(x))

» Exercice 136 — Voir le corrigé.

141
Pour tout réel > 0, on pose f(z) = M On note Cy la courbe représentative de f dans un repere
x
orthogonal.
1. Résoudre I’équation f(x) = 0 sur ]0; +o0|.
2. Déterminer les limites de f en 0 et en +o0.
1
3. Justifier que f est dérivable sur |0; +o00[ et que pour tout réel = > 0, f'(z) = — n(;c)
x
4. Construire le tableau de variations de la fonction f sur |0; +o00].
5. Tracer I’allure de la courbe C; dans un repere orthogonal.
6. Montrer que 1’équation f(z) = 5 posséde une unique solution sur [1;+oo[. Donner une valeur ap-

prochée de cette solution & 10~2 pres.
7. Soit m € R. Déterminer, selon la valeur du réel m, le nombre de solutions de 1’équation f(z) = m.

» Exercice 137 — Voir le corrigé.
Pour tout réel z > 0, on pose f(z) = (In(z))?. On note Cy la courbe représentative de f dans un repere
orthogonal. Attention, (In(z))? # In(22) !

1. Résoudre I’équation f(x) = 1 sur ]0; +o00].

Déterminer les limites de f en 0T et en +o0.

Construire le tableau de variations de la fonction f sur ]0; +o0[.

Tracer Iallure de la courbe Cy dans un repere orthogonal.

Soit m € R. Déterminer, selon la valeur du réel m, le nombre de solutions de I’équation f(z) = m.

nk N

» Exercice 138 — Voir le corrigé.
Pour tout réel z, on pose f(z) = In(2? — 2z + 3)

1. Justifier que la fonction f est bien définie sur R
2. Justifier que f est dérivable sur R puis calculer sa dérivée f’.
3. Construire le tableau de variations de f sur R en incluant les limites en —oo et en +oo de la fonction f.

» Exercice 139 — Voir le corrigé.
A l’aide du logarithme, déterminer le plus petit entier naturel n vérifiant les conditions suivantes

a. 2" > 40000 b. 1.01" > 2 c. 0.7 <1073

d. 121 x 0,97%"t1 < 1 e. 3 x 1,1" — 150 > 365 f. 102 x 27" < 0,1
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» Exercice 140 — Voir le corrigé.
Résoudre I’inéquation (e2*—3)(In(z)—1) < 0 sur R. On précisera le domaine de définition de cette expression.

» Exercice 141 — Voir le corrigé.
. . P . 7 .
On considere la suite (u,,) définie par ug = 5 et, pour tout entier naturel n par u,, = gun + 1. Pour tout entier

naturel n, on pose alors a,, = u, — 8.

1. Montrer que la suite (a,) est géométrique de raison 3 et déterminer son premier terme.

n
2. En déduire que pour tout entier naturel n, u, = 8 — 3 X (8) . Que vaut lir}rl Up ?
—+00

n
3. Déterminer le plus petit entier n a partir duquel u,, > 7,999.

» Exercice 142 — Voir le corrigé.
La population d’une ville augmente de 3% chaque année. Apres combien d’années cette population aura-t-elle
doublé ?

» Exercice 143 — Voir le corrigé.
Pour tout réel z, on pose f(z) = In(1 + €”). Cette fonction, utilisée en intelligence artificielle, est appelée
fonction SoftPlus.

1. Justifier que la fonction f est bien définie sur R
2. Justifier que f est dérivable sur R puis calculer sa dérivée f’.
3. Construire le tableau de variations de f sur R en incluant les limites en —oo et en +oo de la fonction f.
4. Pour tout réel =, on pose g(x) = f(x) — z

(a) Montrer que pour tout réel z, g(z) = In(1 + e %)

(b) En déduire lim g(x)=0.

r—r+00

5. (a) Dresser le tableau de variations de g sur R en incluant les limites en —oo et 4-00.

(b) En déduire que pour tout réel z, f(x) > x
6. Construire I’allure de la courbe de f dans un repére orthonormé.

» Exercice 144 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f définie pour tout réel > 0 par f(z) = /= + In(x).

1. Déterminer les limites de f(x) lorsque z tend vers O et lorsque z tend vers +oc.

V42
2x

2. On admet que f est dérivable sur ]0; +-o0o[. Montrer que pour tout réel = > 0, f'(z) =

3. Quel est le sens de variations de la fonction f ?

4. En déduire qu’il existe un unique réel o > 0 tel que /o = — In(«). Donner une valeur approchée de o
21072 pres.

» Exercice 145 — Voir le corrigé.
Faire 1’étude compléte de la fonction x — In(e” — x) sur R puis tracer I’allure de la courbe représentative de
cette fonction dans un repere orthogonal.
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Exercices de synthése

» Exercice 146 — Bac 2021 — Amérique du Nord — Voir le corrigé.
Dans le plan muni d’un repére, on consideére ci-dessous la courbe C'y représentative d’une fonction f, deux fois
dérivable sur I’intervalle ]0; +-o00[. La courbe C'y admet une tangente horizontale 7" au point A(1;4).

Y

1. Préciser les valeurs de f(1) et f/(1)

On admet que la fonction f est définie pour tout réel = de I’intervalle ]0; +oo] par

bl
flx) = a+bin(z) ol a et b sont des réels fixés.
x

2. Démontrer que pour tout réel = strictement positif, on a

b—a—bln(zx)
2

fi(z) =

X

3. En déduire les valeurs de a et de b

Dans la suite de I’exercice, on admet que la fonction f est définie pour tout réel = de I’intervalle |0, 4 oo[ par

_ 4+4In(x)
B x

f(x)

4. Déterminer les limites de f en 0 et en +oc.
5. Déterminer le tableau de variations de f sur |0; +o0[.
6. Démontrer que, pour tout réel = strictement positif,

~ —4+8In(x)
=—

(=)

7. Construire le tableau de signes de f”. Nous verrons dans un prochain chapitre que le signe de f” nous
permet de déterminer la convexité de la fonction f.
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» Exercice 147 — Bac 2022 — Métropole — Voir le corrigé.

On considere la fonction f définie sur ]0; +-o00[ par f(z) = = — zIn(x) ol In désigne la fonction logarithme
népérien

Partie A

1. Déterminer la limite de f(x) quand z tend vers 0 et quand z tend vers +oc.

2. On admet que la fonction f est dérivable sur ]0; +o00[ et on note f” sa fonction dérivée.
(a) Démontrer que pour tout réel z > 0, f/(x) = —In(x)
(b) En déduire les variations de la fonction f sur |0; 4+00].

3. Résoudre I’équation f(z) = x sur ]0; 00|

Partie B

Dans cette partie, on pourra utiliser avec profit certains résultats de la partie A.
On considere la suite (uny définie par

ug = 0.5
Up41 = Up — Uy In(uy,) pour tout entier naturel n
Ainsi, pour tout entier naturel n, w11 = f(up).

1. On rappelle que la fonction f est croissante sur [0,5; 1].
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0.5 < u, < Up+1 < 1.
2. (a) Montrer que la suite (u,,) converge.
(b) On note [ la limite de la suite (u,, ). Déterminer la valeur de [.

Partie C

Pour un nombre & quelconque, on considere la fonction fj définie sur |0; +oo[ par fi(z) = kx — z In(z).

1. Pour tout nombre réel k, montrer que f;, admet un maximum ¥y, atteint en x;, = e*~1

2. Montrer que, pour tout nombre réel k, z; = Y.

» Exercice 148 — Bac 2021 — Centres étrangers — Voir le corrigé.
Dans un pays, une maladie touche la population avec une probabilité de 0,05.

On possede un test de dépistage de cette maladie. On considere un échantillon de n personnes (n > 20) prises
au hasard dans la population assimilé a un tirage avec remise.

On teste 1’échantillon suivant cette méthode : on mélange le sang de ces n individus, on teste le mélange. Si le
test est positif, on effectue une analyse individuelle de chaque personne.

Soit X, la variable aléatoire qui donne le nombre d’analyses effectuées.

1. Justifier que X, prend les valeurs 1 et (n + 1).
2. Justifier que P(X,, = 1) = 0.95™.
3. Que représente I’espérance de X,, dans ce cadre ? Montrer que E(X,) =n+ 1 —n x 0,95".
4. On considere la fonction f définie sur [20; +o00] par f(z) = In(x) 4+ 2 1n(0,95).
(a) Montrer que f est décroissante sur [20; +oo] et calculer mgr—ir-loo f(z)

(b) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a sur [20; +oco[. Donner un en-
cadrement a 0,1 pres de cette solution.
(c) En déduire le signe de f sur [20; +-o0].

5. On cherche a comparer deux types de dépistages. La premicre méthode est décrite dans cet exercice, la
seconde, plus classique, consiste a tester tous les individus. La premiere méthode permet de diminuer le
nombre d’analyses dés que £(X,,) < n. En utilisant les questions précédentes, montrer que la premiére
méthode diminue le nombre d’analyses pour des échantillons comportant 87 personnes maximum.
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3. Corrigés

Logarithme népérien
» Correction 123 — Voir I’énoncé.
a.Soitz > 0,2In(z)+1=3<2In(z)=2<In(z)=1<z=c S={e}

4
b.Soitac>g,ln(3x—4)=0®3x—4=1®x=g.Sz{g}

ln(43))— 2. g {ln(43))— 2}

c.Soitz cR. 32 =432+2=n4) sz =

2 142 142
d.Soitfc>§. 2+31n(333—2):—1©ln(3x—2):—1<:>333—2:e_1<:>a::6 3+ .S:{e 3+ }

1 1
e. Soit x € R. ln(e3’”+4):5©3$+4:5©w:g.S: {g}

f. Puisque 3 — 7 < 0, I’équation e2*~3 = 3 — 7 ne posséde pas de solution réelle
g Soitz € R. (e2**1 —3)(e*+5) =0 X! —3=00ue®+5=0
In(3) — 1

o T _3=0e M =360 +1=m@)r="—"

e ¢” 4+ 5 = (0 est impossible puisque e* > 0

Ainsi, S = {%}

h. Soit x > 0. (In(z))? — In(x) = 0 & In(z)(In(x) — 1) =0 < In(r) =0ou In(z) =l < x=louz =e.
S ={l,e}.

i. Soitz >e,(x —1)In(zx—e)=0<2x—1=0o0uln(z —e) =0.Or,

e r —1=0<« z=1.1n’est cependant pas une solution car il n’est pas dans 1’ensemble de résolution.
elnz—e)=0zr—-—c=1lsr=1+e¢

L’unique solution de cette équation est donc 1 + e

» Correction 124 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel x, on pose X = e®. Ainsi,

3¢ +9¢* —30=0<3X24+9X —-30=0

Cette deuxiéme équation est une équation du second degré. Le discriminant du polynome 3X? +9X — 30 vaut
441 qui est strictement positif. Ce polyndome a donc deux racines qui sont 2 et —5.
On adonc X = 2ou X = —5, c’est-a-dire ¢ = 2 (et donc = = In(2)) ou e” = —5 ce qui est impossible.

L’unique solution de 1’équation est donc In(2).

» Correction 125 — Voir I’énoncé. . .
a. In(5z — 3) existe si et seulement si 5z — 3 > 0, ¢’est-a-dire x > —. Soit donc x > —. Alors, par croissance

4 4
de la fonction exponentielle sur R, In(5z — 3) > 0 si et seulement si 5z — 3 > 1 soitz > 5 S = [5 + 00 {
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o . Ny 2 L. 2 ,
b. In(9z — 2) existe si et seulement si 9z —2 > 0, ¢’est-a-dire z > —. Soit donc z > —. Alors par croissance de

1 21

la fonction exponentielle sur R, In(92 — 2) < 0 si et seulement si 9z — 2 < 1 soit z < 3" Ainsi, S = } 93 {
1

c. In(3x + 1) existe si et seulement si 3z + 1 > 0, ¢’est-a-dire + > ——. Par ailleurs, In(3 — x) existe si et

. <o . . 1
seulement si 3 — x > 0, c’est-a-dire x < 3. Les deux expressions existent toutes deux lorsque —3 <z <3

Soit donc x €

1
-3 3 { Alors, par croissance de la fonction exponentielle sur R, In(3z 4+ 1) > In(3 — z) si et

. . 1 . 1 1 ) 1
seulement si3z + 1> 3 — x soit x > 7 Finalement, S = X 400 | N —§;3 soit S = 5;3 .

» Correction 126 — Voir I’énoncé.
sh est deux fois dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R. De plus, pour tout réel x,
ef —(—e ) eT4e*

h/ = =
sh'(x) 5 5

et

sh(z) = % = sh(x)

Pour tout réel x,

In(e+va?F1) _ ,~In(e+vaZrl) T F Va? +1 - 2
e e o T+vVei+1
sho f(x) = 5 = 5

Ainsi

(z+vVa2+1)2 -1 a?+2evVa?+14+22+1-1  2z(z+ Va2 +1)
2(x +Va? +1) 2z +va? -1 2(x +Va? +1)

Par ailleurs, pour tout réel z,

x —x T —z\ 2 x —x 2 —2x
et —e et —e e —e et —2+4e
fosh(z)=In 5 +\/< 5 ) +1 —1n< 5 +\/ 1 +1>

sho f(x) =

2 _
e? +e z) et +e T

Or, pour tout réel x, e* + e~ * > 0 et donc < 5

B e? —e T ¥4 e " 2€I> B
fosh(:c)—ln( 5 + 5 >1n(2 =z
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» Correction 127 — Voir I’énoncé.

D’une part, puisque lim e =0,ona lim f(z)=—1.
T——00 T——00
¢ 1-L 1
Par ailleurs, pour tout réel z, f(z) = — X & = . Ainsi, lim f(z) = 1.
eT 14 = 1+e* T—00

Enfin, f est continue sur | —oo; +oo[. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, pour tout réel y €] —1; 1],
il existe un réel = tel que y = f(x).
, e’(e® +1) — (e —1)e” 2e”
De plus, f est dérivable et pour tout réel z, f'(x) = = > 0. f est donc
plus, f p f(z) 11 e)e e f
strictement croissante sur R. Ainsi, pour tout réel y €] — 1; 1], le réel x tel que f(x) = y est unique.

T

-1
w+1etdonoy(ex+1):ex—1.

Soitdonc y €] — 1;1[ et z le réel tel que y = f(z). On a alors y = €
e

—1-y 14y

Ainsi, ye® +y = e*—1. Onaalors ye* —e® = —1—ysoite’(y—1) = —1—yetdonc e* = T =1 .
Yy— )

1
Puisque y €] — 1; 1], on a bien 0 +Y

1
Finalement,ona x = In (#)
-y

> ( puisque c’est le quotient de deux réels strictement positifs.

Propriétés algébriques

» Correction 128 — Voir I’énoncé.

41n(3) — In(9) + 21n(27) = 41n(3) — In(3?) + 2In(33) = 41n(3) — 2In(3) + 61n(3) = 81n(3).
In(322) — In(3) = In(3) + In(2?) — In(3) = In(2?) = 2In(x) car z > 0

» Correction 129 — Voir I’énoncé.
Pour tout z > 0

In(42?) + 61n(z) — 3 = In(4) + In(2?) 4+ 61n(z) — 3 = 81n(x) + In(4) — 3
Ainsi
In(42%) +61In(z) — 3 =0 < 8In(z) + In(4) —3 =0 < In(z) = 3?(4) & =exp (3?(4))

» Correction 130 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel x > 1,

In(z®> —1) —In(z®> + 22+ 1) =In <$2_1> =In <(a:—1)(m+1)) :ln<x_ 1)

22+ 2241 (x4 1)? r+1
» Correction 131 — Voir I’énoncé.
| <1>+1 <2>—|—1 (3)+ +1 (49)—1 (1><2><3>< ><49)
Il2 1’13 114 1150 —112 3 4 50
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Apres simplification, il reste donc

m(3)+m(2)em(3) v v (s) =m(5)

» Correction 132 — Voir I’énoncé.

Pour tout réel z, en factorisant dans le In par e™*

,ona

In(l+e ) =In <€_LIc X ( ! + 1)) =In(e™®)+1In (e%‘” + 1) =—z+In(1+¢€")

e—iE
» Correction 133 — Voir I’énoncé.

1. Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) : « e2 < Uptl < Uy »

e Initialisation : On aug = e® et u; = e x Ve3 = ¢5/2, On a bien e2 <ui; <e.

e Soit n € N tel que P(n) est vraie. On a alors €2 < u,41 < uy,. En appliquant la fonction racine
carrée, qui est strictement croissante sur [0; +00[, on a alors e < VUnt1 < \/Un. On multiplie
alors par e et on obtient € X e < e\/Un11 < €y/Uy, Soit e? < Uny2 < Upy1. P(n+ 1) est donc
vraie.

e Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel 7.

2. Puisque la suite (u,,) est décroissante et minorée, alors elle converge vers une limite que I’on note [. Par
ailleurs, la fonction z + e/ est continue sur [¢%; +-00[. Onadonc ! = eyl etdonc! = 0oul = €2.
L’unique possibilité est alors | = €.

3. (a) Pour tout entier naturel n, a,, = In(u,) — 2 d’ott In(u,,) = a, + 2 et u,, = e4n+?

(b) Pour tout entier naturel n,

an+1 = In(upt1)—2 = In(ey/uy,) —2 = In(e) +1n(y/u,) —2 = 1—}—% In(u,)—2= %(ln(un)—Q) = —ay

1
(c) La suite (a,,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme ag = In(ug) — 2
Onadoncag=1In(e?) —2=3-2=1.
" n\"
(d) Ainsi, pour tout entier naturel n, a,, = 1 X (2) et u, = exp(a, + 2) = exp (2 + () )

2
(e) Pui 1<1<1'1 ient li <1>n—0td li ((1)n+2)—2L
e) Puisque 5 »ilenvient que lim |5} =Oetdonc lim || = 2. La
fonction exponentielle étant continue en 2, il en vient que lir}rq Uy = €2
n—-+0o0

» Correction 134 — Voir I’énoncé.

1
1. Onaa® = bsi et seulement si e® (%) = b si et seulement si 2 In(a) = In(b) si et seulement si - = IHEZ))
n
In(10~* —41n(10
2. (a) Le pH de cette solution vaut —log(10~%) = — ?1(1(10)) = — ln(ri(()) ) =4
(b) Soit pH; et pHo tel que pH; = pHs — 1. Notons C et C5 les concentrations en ions hydronium
associées. En remarquant que 1 = log(10), on a alors —log(Cy) = —log(C3) — log(10) soit

log(C4) = log(C3) + 1og(10) et donc log(C4) = log(10C3) Ainsi, Cy = 10C5. Si le pH baisse de
1, c’est que la concentration en ions hydronium a été multipliée par 10.

In(C
(c) Notons C' la concentration en ions hydronium du cola. On a —log(C) = 2.5, d’ou _1n((10)) =25
n

et donc C' = ¢ 2-510(10) ~ 3.2 % 1073 mol.L—1.
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(d) Notons C' la concentration correspondant a un pH supérieur 2 7. On a alors — log(C) > 7 soit
C <107 " mol L%,
(a) Notons I I'intensité sonore d’un avion au décollage.

I I I
On a alors 120 = 101log (—) soit log (—) = 12. Ainsi, — = 102 etdonc I = 1021, = 1
Io Iy Iy
m~2, of ;
(b) On a 10log <I—) = 101log(2) 4+ 101log (I—) Or, 10log(2) ~ 3. Lorsque I’intensité sonore est
0 0
multipliée par 2, le niveau sonore augmente de 3 décibels.

I I
(c) On cherche n tel que 10 log <ZL_—) = 120 sachant que 10 log (I—> = 80.
0 0

1 1
Or, 10log (i;) = 10log (n) + 10log <T;> = 101log(n) + 80.
0 0

1l faut donc que 10log(n) + 80 = 120 soit log(n) = 4 et donc n = 10%. Il faut réunir 10000
personnes pour que le niveau sonore cumulé de leur cri atteigne 120 dB.

Fonction logarithme népérien

» Correction 135 — Voir I’énoncé.
a. Puisque lim (1 —z)=+oo,ona lim In(1—x) = +o0.

Tr—r—00 Tr—r—00
1 2 n 3 1 2 n 3
22243 2? T2 T2
b.Pourtoutréelm>0,w:$—x L L7 — L L7
2+ x? 1 1
1+~ 1+ =
x x
1 2 L 3
L) 2_29 3
Or, lim —2% 2% — 1 Lafonction In étant continue en 1,ona lim In (%) =In(1) = 0.
zroo 1 z—-+oo 2+
x
c. lim (2% -2z +3)=3et lim (2* +2) =07,
z—0+ ) z—0T )
-9 3 -2 3
Ainsi, tim T2 e (T2 L
=0+ 2242 2—0+ 2+

d. lim 22® = +ooet lim In(z) = +oo. Ainsi, li
T—r+00 T—+00 T—+00

m (22%In(x)) = +oo.

e. Par croissances comparées, lier(Qac2 In(z)) =0
z—0

f. Pourtoutz > 1,2 —In(z) =z (1 -

Ainsi,

In(z)

= 0.

In(x) ) : ‘ .
. Or, par croissances, comparées, lim
x T—+00 I
lim (z —In(z)) = +oo.
r——+00

g. lim (e” —z) = +oo. Ainsi, lim In(e® —z) = +oc.
T——00 T—>—00

x . . . X
h. Pour toutx > 0, ¢* —x = €* (1 — —x) Or, par croissances comparées, lim — = 0.
e

r—~+o00 e¥

Ainsi, lim (e —z) = 4ocoetdonc lim In(e” — x) = +oo.
Tr—+00 Tr——+00
. In(z T ) . In(x
i. Pour tout réel x > 0, ¢* — In(z) = €* (1 — () X ) Or, par croissances comparées, lim (z) =0
T e’ T—+00 X

et lim — =0. Ainsi, lim (e* —In(z)) = +oo.
r—~4o00 et T—~400
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» Correction 136 — Voir I’énoncé.

1+1 1
1. Soit:c>0,f(x):0<:>+7n<m):0<:>1+1n(x):0<:>x:e*1:f.
e
2. Ona lim (14 In(z)) = —oo et donc, par quotient, lim f(x) = —oc.
z—0t z—0F
. 1 In(x) . i )
Par ailleurs, pour tout z > 0, f(x) = — 4+ ———=. Or, lim — = 0 et, par croissances comparées,
x r—+oo T
1
lim n(z)

= 0. Ainsi, li =0.
Jm  — 0. Ainsi x—1>51—100f($) 0

3. Pour tout réel > 0, on pose u(z) = 1 + In(z) et v(z) = z. u et v sont dérivables sur |0; +o00[ et v ne
s’y annule pas. Ainsi, f est dérivable sur |0; +00 et pour tout réel = > 0,

1 Xr — nlxr n(xr
Py = EXE-AFB@) X1 i)

xT T

4. Pour tout réel z > 0, ona 22 > 0. f'(z) est donc du signe de — In(x). Or, — In(z) < 0 si et seulement
si z > 1. On obtient ainsi le tableau de variations suivant.

T —00 1 +0o0o
f'(z) + 0 -
1
ol T
— 00

5. On trace I’allure de la courbe Cy dans un repere orthogonal.

6. Lafonction f est continue sur [1; +o0o[. De plus, f(1) = let lirf f(x) = 0. Ainsi, d’apres le théoreme
T—>+00

1
des valeurs intermédiaires, il existe un réel ¢ dans [1; +o0[ tel que f(c) = o De plus, la fonction f étant

strictement décroissante sur [1; +oo], ce réel est unique. A 1’aide de la calculatrice, on trouve = ~ 5,36.
7. Sim < 0, I’équation f(z) = m possede une unique solution sur |0; +o0|.

Si0 < m < 1, cette équation possede deux solutions. Sim = 1, il n’y a qu’une solution.

Enfin, si m > 1, ’équation f(x) = m n’a aucune solution.

» Correction 137 — Voir I’énoncé.

1. Soitz >0

f(z)=1< (In(z))*> =1 < In(x) = 10U ln(m):—1<:>$:eOUx:%
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2. Ona lim In(z) = —oo et donc, par produit, lim f(z) = +oo. Par ailleurs, lim In(x) = 400 et
z—0t z—0+ r—+00
donc lim f(x)= 400
T—+00
. . , 1 2ln(z) . .
3. f est dérivable sur ]0; 00| et pour tout réel x > 0, f'(z) = 2 X In(z) x — = , qui est du signe
x
de In(x).
x —00 1 +00
f(z) - 0 +

; OO\O/+oo

4. On trace I’allure de la courbe C; dans un repere orthogonal.

e

5. Sim < 0, I’équation f(z) = m n’admet aucune solution sur ]0; +o0[.
Sim = 0, cette équation posseéde une unique solution. Si m > 0, il y a deux solutions.

»

» Correction 138 — Voir I’énoncé.
Le discriminant du polyndme 2% — 2z + 3 vaut —8 qui est négatif. Ainsi, pour tout réel =, 22 — 2z +3 > 0. f

est bien définie sur R.

La fonction  — x2 — 2z + 3 est strictement positive et dérivable sur R. f est donc dérivable sur R et pour tout

3 20— 2
réel xX, f/(.fU) = m

Puisque pour tout réel x, 22 — 2z + 3 > 0, f'(x) est du signe de 22 — 2.

z —o0 1 +00
f(x) - 0 +
+00 400
f \ . /

» Correction 139 — Voir I’énoncé.
a. Par croissance du logarithme népérien sur ]0; +o00[, 2" > 40000 si et seulement si In(2") > In(40000) soit
In(40000)

In(2)

n1n(2) > In(40000) et, In(2) étant positif, n > . L’entier recherché est 16.
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b. Par croissance du logarithme népérien sur |0; +oo[, 1.01™ > 2 si et seulement si In(1.01") > In(2) soit
In(2)
In(1.01)

nlin(1.01) > In(2) et, In(1.01) étant positif, n > . Lentier recherché est 70.

¢. Par croissance du logarithme népérien sur ]0; +-o0[, 0.7 < 1073 si et seulement si In(0.7") < In(1073) soit

~31n(1
n1n(0.7) < —31n(10) et, In(0.7) étant négatif, n > —-0)

W. L’entier recherché est 20.

1
d. 121 x 0,971 < 1 si et seulement si 0,972" ! < (TR Par croissance du logarithme népérien sur
10; +00], ceci équivaut a (2n + 1) In(0.97) < —1In(121). En divisant par In(0.97) qui est négatif, on obtient

In(121 1 In(121
- n(121) etdoncn > — <_ln((0 97)) — 1). Lentier recherché est 79.
n(0.

2 12> >
nr In(0.97) 2

515
e. 3 x 1,1 — 150 > 365 si et seulement si 1.1" > ——. Par croissance du logarithme népérien sur |0; +o0],

In(515) — In(3)

ceci équivaut a nln(1.1) > In(515) — In(3) et donc n > . L’entier recherché est 54.

In(1.1)
f. 10!2 x 27 < 0,1 équivaut a 2=™ < 10713, Par croissance du logarithme népérien sur ]0; 400, ceci équivaut
131n(10
a—nln(2) < —131n(10) et donc n > 111(2)) L’entier recherché est 44.
n

» Correction 140 — Voir I’énoncé.
L'expression (e2* — 3)(In(z) — 1) existe pour tout réel = > 0. Construisons le tableau de signe de cette
expression.

x 0 In(3)/2 e +00
e2r — 3 - 0 +
In(z) — 1 — - 0
(e?* — 3)(In(x) — 1) + 0 - 0 +
Ainsi, I’ensemble solution recherché est S = }O; @ { U Je; +ool.

» Correction 141 — Voir I’énoncé.

7 7 7
1. Pour tout entier naturel n, @11 = Up11 — 8 = gun +1-8= g(an +8)—T7= gan.

. e . 7 .
La suite (a,,) est donc géométrique, de raison — et de premier terme ag = ug — 8 = —3

\" \"
2. Ainsi, pour tout entier naturel n, a, = —3 (8) etu, =a, +8=8—-3 X (8)

. . . ) \" C(7T\™ _ 0.001
3. Soit n un entier naturel. On a u,, > 7,999 si et seulement si 8 — 3 x 3 > 7.999, soit 3 < —.

3
. . o DL R 7 0.001
Par croissance du logarithme népérien sur |0; +oc[, ceci équivaut a n In 3 <ln 3 et donc, en
(0.001)
3_~ . L’entier recherché est 60.

In (§)

.. 7 : L
divisant par In 3 qui est négatif, n >
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» Correction 142 — Voir I’énoncé.
Soit n un entier naturel. Apres n années, la population de cette ville a été multipliée par 1.03™. On cherche

In(2
donc a résoudre 1’équation 1.03™ > 2, ce qui équivauta n > 1?1(0)3) L’entier recherché est 24 : la population
nil.

aura doublé en 24 ans.

» Correction 143 — Voir I’énoncé.

1. Pour tout réel x, e* > 0 et donc 1 + e* > 0. f est donc bien définie sur R.
x

2. f est dérivable comme composition de fonctions dérivables. Pour tout réel z, f'(x) = 1 i =
e
. o . oy T _ . “ _
3. Onaxll)rfoo(l%—e ) = +ooet xkr_noo(1+e ) = 1. Ainsi, xll)rfoo f(z) = +ooet xg@wf(x) =In(1) = 0.
On obtient alors le tableau de variations suivant.
T —00 +00
f'(z) +
+00
f _—
400
4. (a) Pour tout réel z,
g(z) = f(x) —z=In(1+¢€*) —In(e”) = In - =In(e " +1).
e

(b) Pour tout réel x, 1 + e~ > 1 etdonc In(1 + e~*) > 0, par croissance du logarithme népérien sur

[1; +o0l. Il en vient que pour tout réel z, g(x) > 0, soit f(x) — x > 0 et donc f(z) > x.
(c) Puisque lim (14+e™*) = 1,ona lim g(z) = 0. La courbe de f se rapproche de la droite
T—+00 T—+00

d’équation y = x au voisinage de +oc.

» Correction 144 — Voir I’énoncé.

1. Par somme de limites, lim f(z) = —ocoet lim f(z)=+o0
x—0t r—r—+00
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L_Vo, 2 Ji+?

1
2. Pour tout réel « > 0, f'(z) = NG to= ot o

3. Pour tout réel = > 0, f’(x) > 0. f est donc strictement croissante sur ]0; +o0.
4. f estcontinue sur |0; +oo[. De plus, lim f(x) = —ocet lim f(x) = +oo. D’apres le théoréme des
z—0t+ T—+00

valeurs intermédiaires, il existe un réel o €]0; 400 tel que f(a) = 0, c’est-a-dire /a + In(a) = 0 ou
encore \/a = —In(«). A I’aide de la calculatrice, on trouve o ~ 0.49.

» Correction 145 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel x, on pose u(z) = e” — z. u est dérivable sur R et pour tout réel z, v/ (x) = e* — 1. On en déduit
le tableau de variations de u

x —00 0 +00
u'(x) - 0 +
+0o0 400
1
En particulier, pour tout réel z, e* — x > 1 et donc e* — z > 0. f est donc définie sur R. f est également
. . e’ —1 o . o
dérivable sur R et pour tout réel z, f'(z) = = . Les variations de f sont les mémes que les variations de
et —x

u. On a donc le tableau de variations suivant.

x —00 0 “+00
f(z) - 0 +
+o00 400
f \ /
0

On peut alors tracer 1’allure de la courbe de f.
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Exercices de synthése

» Correction 146 — Voir I’énoncé.

1. D’apres le graphique, ona f(1) =4 et f/(1) = 0.
2. Pour tout réel x strictement positif,

f,(x)zgxx—(a+b1n(x))x1 _b—a—bhn()

x? x?
bIn(1
3. D’une part, f(1) = 4 d’apres le graphique. Or, en utilisant la formule, on a f(1) = a+1n() = a.
b—4—-bIn(1
Ainsi, a = 4. Par ailleurs, f/(1) = 0 d’apres le graphique, et f'(1) = #n() =b—4en
utilisant la formule. Il en vient que b — 4 = 0 et donc b = 4.
4. Ona lim (4 +4In(x)) = —oo etdonc lim (f(z)) = —oo. Par ailleurs, pour tout réel x strictement
z—0*t z—0+t
.. 4  4ln(x) ) . . .
positif, f(x) = — + ———=. Par croissances comparées et somme de limites, lim (f(z)) = 0.
T r—>+00
/ —4 ln(:v) . PN .
5. Pour tout z > 0, f'(z) = 2 est du signe opposé a celui de In(x).
x 0 1 400
f'(x) + 0 -
4
+00 0

4
——xz°—(—4In(z)) x 2z _448] _4 18]
Pour tout I‘éel T > O, f//(x) — X (:1:2)2 — x( —Z:f n(ﬂf)) — +x83 n(l‘) .

1
Pour tout z > 0, ona z® > 0 et —4 + 81n(z) > 0 si et seulement si In(z) > 3 soit z > /e

x 0 Ve +00

f'(=) - 0 +

» Correction 147 — Voir I’énoncé.

Partie A
1. Par croissances, comparées, lim zIn(x) = 0. Ainsi, lim f(z) =0.
z—07+ z—0t
2. Pour tout réel z > 0, f(z) = z(1 —In(z)). Or, lim =z = +ooet lim (1 —In(x)) = —oo. Par
T—+00 T——+00

produit, zgr—il-loof(x> = —o0.

1
3. (a) Pourtoutréel z >0, f'(z) =1— (1 X In(z) +x x ) =1—In(z)+1=—In(z)
x
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(b) On en déduit le tableau de signes de f et le tableau de variations de f.

T 0 1 400
f(x) + 0 -
1
0 —00

4. Ona f(x) = x si et seulement si z — x In(z) = z soit —x In(x) = 0. Puisque z > 0, ’unique solution
de cette équation est x = 1.

Partie B

1. Pour tout entier naturel n, on considere la proposition P(n) : « 0.5 < u, < upt+1 < 1»
e Onaug=0.5etu; =0.5—0.5In(0.5) ~ 0.84. On abien 0.5 < up < u; < 1. P(0) est vraie.
e Soit n un entier naturel tel que P(n) est vraie. On a alors 0.5 < u, < up41 < 1. Puisque
la fonction f est croissante sur [0.5;1] on a alors f(0.5) < f(u,) < f(upy1) < f(1). Or,
f(0.5) > 0.5¢et f(1) = 1. Ainsi,on a 0.5 < upt1 < Upy2 < 1. P(n+ 1) est donc vraie.
e Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel 7.
2. (a) D’apres la question précédente, la suite (u,,) est croissante et majorée, elle est donc convergente.
(b) Puisque la fonction f est continue sur [0.5; 1] et que pour tout entier naturel n, u,, € [0.5; 1], alors
f(1) = 1. Or, I’'unique solution de cette équation sur cet intervalle est 1. Ainsi, [ = 1.

Partie C

Pour tout réel k, pour tout réel z, fj, est dérivable sur ]0; +oo et fi(z) =k — (1 x In(z) + o x 1) =k —1—

In(z).

Or, f(x) < Osietseulement si k — 1 —In(x) < 0 si et seulement si k — 1 < In(z) si et seulement si z > e*~?
x 0 ek_l +00
k(@) + 0 -
Tk

Ainsi, f;, admet un maximum en zj, = e*~1.

Par ailleurs, fi(zz) = ke¥~1 — eF~1 x In(eF1) = keb~! — (K — 1)eF~1 = eF L.

» Correction 148 — Voir I’énoncé.

1. Si le test est négatif on aura fait un test : dans ce cas, on a X,, = 1. Sinon, on aura fait un test joint puis
n tests individuels : on aura alors X,, = n + 1.

2. P(X, = 1) est la probabilité que I’on ne fasse qu’un test : cela signifie que le test des n personnes
est négatif et donc qu’elles ne sont pas malades. La probabilité qu’une personne au hasard soit malade
est égale a 0.05. La probabilité qu’une personne au hasard soit saine est donc de 0.95. Le tirage étant
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assimilé a un tirage avec remise, on suppose ceux-ci indépendants. La probabilité que les n personnes
soient saines vaut donc 0.95".

3. Puisque X, ne peut prendre que les valeurs 1 et n + 1, onaalors P(X,, =n+ 1) =1 — 0.95"
Ainsi, B[ X, = (n+ 1) xP(X, =n+1)+ 1 xP(X, =1) = (n+ 1)(1 — 0.95") + 0.95" et donc
EX,)=n+1-nx0.95"
Cette espérance représente le nombre moyen d’analyses a effectuer pour un échantillon de n personnes

1
4. (a) f estdérivable sur [20; +oo[ et pour tout réel x de cet intervalle, f'(z) = — + In(0.95).
x

1

Or, x > 20 et donc — < 0.05 puis f'(x) < 0.05 4+ In(0.95) < 0. f est strictement décroissante sur
x

[20; +-o0.

1
Par ailleurs, pour tout réel x > 20, f(z) = x (n(x) + ln(0.95)>. Or, par croissances comparées,
x
1 1
im %) _ et done lim (n(x) n 1n(0.95)) = 1n(0.95) < 0.
Tr—+00 €T Tr—+00 xX
Par produit, lim f(z)= —oc.
r—+00
(b) La fonction f est continue sur [20;+o0o[. On a f(20) ~ 1.97 et 1i1£1 f(z) = —oo. D’apres
r—r+00

le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel o > 20 tel que f(a) = 0. De plus, la
fonction f étant strictement décroissante sur cet intervalle, une telle solution est unique. On trouve
87 < a < 87.1.
(c) En utilisant les deux questions précédentes, on en déduit que f(x) > 0six € [20;a] et f(z) <O
six € [a;+00].
5. Soitn > 20. Ona E(X,) < nsietseulementsin + 1 —n x 0.95" < nsoit 1 < n x 0.95".
On applique le logarithme, qui est strictement croissant sur [1; +o00|. Ainsi, E(X,) < n si et seulement
si0 < In(n x 0.95™).
Tester toutes les personnes conduira 2 moins d’analyses qu’avec la méthode groupée pour des échantil-
lons de 20 a 87 personnes au maximum. Au dela il vaut mieux utiliser la méthode de test groupés.
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1

1. Cours : Convexite

Convexité, concavité

Définition 25 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On note Cy la courbe représentative de f

dans un repere (O;7; ).

e On dit que f est convexe sur [ si, pour tous réels a et b dans I, avec a < b, la sécante reliant les deux
points de la courbe d’abscisses a et b se trouve au-dessus de la courbe Cy sur [a,b].

e On dit que f est concave sur I si, pour tous réels a et b dans I, avec a < b, la sécante reliant les deux

points de la courbe d’abscisses a et b se trouve en-dessous de la courbe Cy sur [a,b].

Fonction convexe Fonction concave

Rappel de certaines courbes représentatives

1
x> a2 T — — s

8

Y
A

=

x — In(x) x> e” T \T

3

m Exemple 83 : Les fonction = — x2 et 2 — e® sont convexes sur R.
La fonction z — +/x est concave sur R . La fonction « — In(z) est concave sur R’
La fonction x — 2% est concave sur R_ et convexe sur R (]
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2 Fonctions dérivables 170

m Exemple 84 : Attention : on parle bien de convexité sur un intervalle. Par ailleurs, ce n’est pas parce
qu’une fonction f est convexe sur deux intervalles [a,b] et [b,c] que f est aussi convexe sur [a,c]

Y

La fonction représentée ci-dessus est convexe sur [—3; 0] et sur [0; 3] mais n’est pas convexe sur [—3,3]. =

2 Fonctions dérivables

2.1 Caractérisation des fonctions convexes
Propriété 35 : Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. On note Cy la courbe représenta-
tive de f dans un repere (O; % 5)
e f est convexe sur [ si et seulement si la courbe Cy se trouve au-dessus de toutes ses tangentes aux
points d’abscisses x € 1.

e f est concave sur I si et seulement si la courbe Cy se trouve en-dessous de toutes ses tangentes aux
points d’abscisses x € I.

Fonction convexe Fonction concave

m Exemple 85 : Montrons que la fonction z — 22 est convexe sur R. Notons C; la courbe de f dans un
repere (O,i, 7). Soit a un réel.
e f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = 2.
e Latangente a Cy a pour équation y = f'(a)(z — a) + f(a), c’est-a-dire y = 2ax — 2a? + a* ou encore
2
Yy = 2ax — a”.
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2 Fonctions dérivables 171

e Pour tout réel z,
f(x)—(az—a?) =22 —2ax+a’=(z—0a)? >0

Ainsi, pour tout réel x, Cy est au-dessus de sa tangente a I’abscisse a, et ce, peu importe le réel a choisi.
f est donc convexe sur R.

Propriété 36 : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1

e [ estconvexe sur I si et seulement si f’ est croissante sur [
e f est concave sur [ si et seulement si f est décroissante sur 1.

De cette propriété vient naturellement la suivante...

Propriété 37 : Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle /.

e f estconvexe sur I si et seulement si pour tout z € I, f” () =20
e f est concave sur [ si et seulement si pour tout x € I, f”(z) <0

L’étude de la convexité d’une fonction revient a I’étude de signe de sa dérivée seconde (si celle-ci existe, bien
entendu).

Démonstration 32 : Si f” > 0, alors f est convexe : Soit f une fonction deux fois dérivable sur I telle que
pour tout z € I, f"(z) > 0.

Soit a € I. La tangente 2 la courbe de f au point d’abscisse a a pour équation y = f'(a)(z — a) + f(a).

Pour tout z € I, posons alors g(z) = f(x) — (f'(a)(x — a) + f(a)). g est deux fois dérivable sur I, et pour
tout x € I,on ¢'(z) = f'(z) — f'(a) et ¢"(z) = f"(2)

Ainsi, puisque pour tout x € I, f”(z) > 0, on a aussi ¢”(x) > 0. ¢’ est donc croissante sur I. Or, ¢'(a) = 0.
Résumons toutes ces informations dans un tableau.

9'(x) - 0 +
g \ 0 /
g(z) + 0 +

Finalement, pour tout z € I, g(z) > 0, ce qui signifie que f(x) > f'(a)(z — a) + f(a) : la courbe de f est
au-dessus de la tangente a cette courbe au point d’abscisse a. O
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m Exemple 86 : Pour tout entier naturel pair n > 2, la fonction x — ™ est convexe sur R. En effet, la
dérivée seconde de cette fonction est la fonction z — n(n — 1):6”_2. Or, n étant pair, n — 2 I’est aussi, et

pour tout réel x, z" 2 > 0.

= Exemple 87 : La fonction f : x — 3 est concave sur ] — oo; 0] et convexe sur [0; +00].

En effet, f est deux fois dérivable sur R et pour tout réel z, f”(x) = 6, qui est positif si et seulement si

I’est aussi.

2.2 Point d’inflexion
Définition 26 : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [.

Un point d’inflexion est un point ou la convexité de la fonction f change. La tangente a la courbe de f en

un point d’inflexion traverse la courbe de f.

Propriété 38 : Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle /.

e Si f présente un point d’inflexion a I’abscisse a, alors f”(a) = 0.

e Réciproquement, si f”(a) = 0 et f” change de signe en a, alors f présente un point d’inflexion en a.

Cela rappelle naturellement le cas des extremum locaux. Si f admet un extremum local en a, alors f’(a) = 0.
Cependant, si f'(a) = 0, f admet un extremum local en a seulement si f’ change de signe en a.

3
m Exemple 88 : Pour tout réel x, on pose f(z) = % —x+ 1

s 1. p x S
f est deux fois dérivable sur R et pour tout réel z, f'(z) = -5 1 et ..
" (z) = 3x. )
Ainsi, f”(x) > 0 si et seulement si 2 > 0. 1
f est donc concave sur | — oo; 0] et convexe sur [0; +00]. >
La courbe de f présente un point d’inflexion a 1’abscisse 0. / R

Attention : I’annulation de la dérivée seconde n’est pas une condition suffisante de présence d’un point

d’inflexion !

1 2
= Exemple 89 : Pour tout réel z, on pose g(z) = ﬁ$4 - §x3 + 2z2.

La fonction g est deux fois dérivable sur R et pour tout réel x,
1
g (z) = gm?’ — 222 +4zetg’(x) =22 — 4z + 4= (z - 2)2
Ainsi, pour tout réel x, g”(z) > 0. g est donc convexe sur R. Puisqu’il n’y a pas

de changement de convexité, g ne présente pas de point d’inflexion, et ce, méme
sig”(2) = 0.
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3 Inégalités de convexité

3.1 Inégalités de milieux

Propriété 39 : Soit f une fonction convexe sur un intervalle /.

w+b) S50
2 2

Pour tous réels a et b de I, f (

Démonstration 33 : On considere les points A(a,f(a)) et B(b,f(b)).

Le milieu du segment [AB] a pour coordonnées

<<a+b) 7f(a)+f(b)>

2 2

Or, la fonction f étant convexe sur I, le segment [AB] se situe
au-dessus de la courbe représentative de f. En particulier,

NGO PFICET

2 2

a+b) < e + eb

m Exemple 90 : La fonction exponentielle est convexe sur R. Pour tous réels a et b, exp ( 5 >

Propriété 40 : Soit f une fonction concave sur un intervalle I.

a+b> 5, f(@) + £(b)
2 2

Pour tous réels a et b de I, f <

m Exemple 91 : La fonction x — +/ est concave sur R .

/ b b
Ainsi, pour tous réels a et b positifs, a _2'_ > \/5;— \[ ]

3.2 Inégalités avec les tangentes

La convexité des fonctions dérivables permet d’établir des inégalités en utilisant les équations des tangentes.

m Exemple 92 : Montrons que pour tout réel x, e* > x + 1.

La tangente a la courbe de la fonction exponentielle au point
d’abscisse 0 a pour équation y = exp’(0)(z — 0) + exp(0), c’est-
a-direy =z + 1.

Puisque la fonction exp est convexe sur R, la courbe de la fonc-
tion exponentielle est donc au-dessus de toutes ses tangentes et

donc, en particulier, la tangente au point d’abscisse 0. On a donc,
pour tout réel z, e* > x + 1.

;
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2. Exercices

Convexité

» Exercice 149 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f dont la courbe représentative est donnée ci-dessous. On a également tracé la tangente
a cette courbe au point d’abscisse 0.

1. Déterminer graphiquement f’(0).

2. Donner une équation réduite de la tangente a la
courbe de f au point d’abscisse 0.

3. Déterminer graphiquement le signe de f'(—3)

4. La fonction f semble-t-elle convexe ou concave sur
[—5; —2] ?sur [—2; 1] 2 sur [1;2]?

» Exercice 150 — Voir le corrigé.
On consideére une fonction f dont le tableau de variations est donné ci-dessous.

x —5 0 3

-3 —00

On sait de plus que f est convexe sur [—5; —2] puis concave sur [—2;3]. Tracer une courbe représentative
compatible avec ces données.

» Exercice 151 — Voir le corrigé.
L objectif de cet exercice est de démontrer que la fonction 2 — 2 est convexe sur R. Le plan est muni d’un
repere orthonormé (O, 77). On note C la courbe de la fonction z +— 2% dans ce repére.

1. Cas particulier : On considere les points A et B de coordonnées respectives (—2;4) et (3;9).
(a) Justifier que ces points appartiennent bien a la courbe C.
(b) Vérifier que 1’équation réduite de la droite (AB) esty = = + 6.
(c) Etudier le signe de > — (2 + 6) sur I'intervalle [—2; 3] et conclure.

2. Cas général Soit a et b deux réels avec a < b, A(a,a?) et B(b,b?) deux points de la courbe C
(a) Montrer que I’équation réduite de la droite (AB) esty = (a + b)z — ab.
(b) Etudier le signe de z> — ((a + b)x — ab) sur [a; b] et conclure.

» Exercice 152 — Voir le corrigé.

En vous inspirant du cas général de I’exercice précédent, montrer que la fonction x — — est convexe sur
x

10; +o0].
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Convexité des fonctions dérivables

» Exercice 153 — Voir le corrigé.

1
On considere la fonction f : 2 — —, définie et dérivable sur |0; +ool. Soit a > 0.
x

1. Montrer que pour tout réel strictement positif x,

(a— )

f@) = (f'(a)(z = a) + f(a)) =

a’x
2. La fonction f est-elle convexe ou concave sur ]0; +oo[ ?
» Exercice 154 — Bac 2022 - Polynésie — Voir le corrigé.

On considere une fonction f définie et dérivable sur | — 2; 2]. Le tableau de variations de la fonction f’, dérivée
de la fonction f sur I’intervalle [—2; 2] est donné par :

T 2 -1 0 2
Colr— -
f 0
—_—
Parmi les affirmations suivantes, laquelle est exacte ?
a. f est convexe sur [—2; —1] b. f est concave sur [0; 1]
c. f est convexe sur [—1; 2] d. f est concave sur [—2;0].

» Exercice 155 — Voir le corrigé.
On donne la représentation graphique de la fonction dérivée f’ d’une fonction f définie sur R.

t,

Parmi les affirmations suivantes, laquelle est correcte ?
e f est concave sur |0; +00]
e f est convexe sur |0; +00]
e [ est convexe sur [0; 2]
e f est convexe sur [2; +00].

» Exercice 156 — Voir le corrigé.
Soit a et b deux réels. Montrer que la fonction x — e
convexe sur R.

az+b définie et deux fois dérivable sur R, est également

» Exercice 157 — Voir le corrigé.
Montrer que la fonction In est concave sur |0; +o0].

» Exercice 158 — Voir le corrigé.
Pour tout réel z, on pose f(z) = 323 + 322 — 4z + 1

1. Pour tout réel x, déterminer f”(x)
2. En déduire les intervalles sur lesquels f est convexe.
3. La fonction f possede-t-elle un point d’inflexion ? Si oui, en quelle abscisse ?
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» Exercice 159 — Voir le corrigé.
Pour tout réel z, on pose f(x) = x* + 222 — 3x + 1. La fonction f admet-elle un point d’inflexion ?

» Exercice 160 — Voir le corrigé.
Soit a, b, c et d des réels avec a # 0. Montrer que la fonction f : 2 + az® + bax? + cx + d admet un point
d’inflexion.

» Exercice 161 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f : 2 +— In(1 + 2?)

1. Justifier que f est définie et dérivable sur R et calculer f’(x)

2. Construire le tableau de variations de f en y incluant les limites.
3. Résoudre I’équation f(z) = 1 sur R

4. Justifier que f est deux fois dérivable sur R et que pour tout réel x

2 — 22

f(x) = (1+22)2

5. Construire le tableau de signes de f” et en déduire les intervalles lesquels f est convexe/concave.

Donner les équations des tangentes a la courbe de f aux points d’abscisses 1 et —1.

7. Dans un repere orthonormé, tracer la courbe représentative de f ainsi que ses tangentes aux points
d’abscisse 1 et —1.

o

» Exercice 162 — Voir le corrigé.
1

1+e*

On considere la fonction définie pour tout réel x par f(z) =
Justifier que pour tout réel z, 0 < f(x) < 1
Déterminer lim f(z)et lim f(x).

T—>+00 r—r—00
Montrer que f est strictement croissante sur R

3
Résoudre I’équation f(x) = 75U R

ARl e

Justifier que f est deux fois dérivable sur R et montrer que pour tout réel z,

e e ™ —1)

f”(z) = (1 _}_67:1:)3

6. En déduire les intervalles sur lesquels f est convexe/concave.

» Exercice 163 — Bac 2022 — Amérique du Nord — Voir le corrigé.
Vrai ou faux ? On considere la fonction h définie sur R par h(x) = (1 — 22). Dans le plan muni d’un repére
orthonormé, la courbe représentative de la fonction & n’admet pas de point d’inflexion.

» Exercice 164 — Voir le corrigé.
Soit f une fonction dérivable, convexe et croissante sur un intervalle [a; 400].
Montrer que lim f(z) = +o0.

T

—+00
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Inégalités de convexité

» Exercice 165 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f : z — +/x, définie sur [0; +o00].

1. Pour tout réel x > 0, déterminer une expression de f’(z) et de f”(x)
2. f est-elle convexe ou concave sur ]0; 00| ?
3. Déterminer 1’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1.

1
4. En déduire que pour tout réel > 0, /x < % + 3 Représenter graphiquement cette inégalité.

» Exercice 166 — Voir le corrigé.
Soit n un entier naturel non nul. On considere la fonction f : z — (1 + x)"

1. La fonction f est-elle convexe ou concave sur [0; +o00[ ?

2. En utilisant la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0, montrer que pour tout réel > 0,
(1+2)" > 1+ nax.

3. Quelle inégalité a-t-on redémontré ?

» Exercice 167 — Voir le corrigé.
En utilisant la tangente a la courbe de la fonction In en 1, montrer que pour tout z > 0, In(z) < z — 1

» Exercice 168 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(z) = (In(x))2.

1. Déterminer les intervalles sur lesquels f est convexe/concave.
2. En utilisant une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse e, montrer
que pour tout réel x dans ]0; e],

(In(z))? > Za; -1

» Exercice 169 — Voir le corrigé.
En utilisant I’inégalité des milieux appliqué a la fonction In, montrer que pour tous réels strictement positif a
etb,ona

mga;—b

Cette inégalité s’appelle I’inégalité arithmético-géométrique.

» Exercice 170 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f : z — In(In(z))

1. Déterminer le domaine de définition D de f.

2. Montrer que la fonction f est croissante sur D.

3. Montrer que la fonction f est concave sur D.

4. En utilisant I’inégalité des points milieux, montrer que pour tous réels a et b strictement positifs,

In <a ; b) > 4/In(a) In(b)

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

178

Exercices de synthése

» Exercice 171 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f définie pour tout réel x par

f(l‘) — 672302+4xf%

La courbe représentative de f dans un repére orthogonal sera notée Cy.

1. Construire le tableau de variations de f sur R. On y inclura les limites en +-oc0 et —oo.
2. Justifier que f’ est dérivable sur R et montrer que pour tout réel x,

f'(z) = (162® — 32z + 12)6*2$2+4x—%

3. En déduire les intervalles sur lesquels la fonction f est convexe. La courbe Cy admet-elle des points
d’inflexion ?

4. Déterminer I’équation de la tangente a la courbe de f en chacun des points d’inflexion.

. Montrer que pour tout réel x, f(2 — x) = f(x). Comment interpréter cette propriété ?

6. Représenter I’allure de la courbe Cy dans un repére orthogonal.

|9}

» Exercice 172 — Bac 2022 — Centres étrangers — Voir le corrigé.
Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0; +oo| par

f(z)=zln(z)+1

On note C sa courbe représentative dans un repere du plan.

1. Déterminer la limite de la fonction f en O ainsi que sa limite en +oco.
2. (a) On admet que la fonction f est dérivable sur ]0; +oo] et on notera f’ sa fonction dérivée. Montrer
que pour tout réel x strictement positif,

f'(z) =1+ In(z)

(b) En déduire le tableau de variation de la fonction f sur |0; +oo[. On y fera figurer la valeur exacte
de I’extremum de f sur |0; 400 et les limites.
(c) Justifier que pour tout x €]0; 1[, f(z) €]0; 1[.
3. (a) Déterminer une équation de la tangente (7°) a la courbe Cy au point d’abscisse 1.
(b) Etudier la convexité de la fonction f sur ]0; +o0].
(c) En déduire que pour tout réel x strictement positif,

flx) >z
4. On définit la suite (u,,) par son premier terme ug élément de I’intervalle ]0; 1] et pour tout n € N,
Unt1 = f(un)

(a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,ona 0 < u, < 1
(b) Déduire de la question 3.c. la croissance de la suite (u,,).
(c) En déduire que la suite (u,) est convergente.
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» Exercice 173 — Bac 2021 — Métropole — Voir le corrigé.
Partie A

On donne ci-dessous, dans le plan rapporté a un repere orthonormé, la courbe représentant la fonction dérivée
f! d’une fonction f dérivable sur R.

, ‘ ,
A I’aide de cette courbe, donner, en justifiant

1. Le sens de variations de la fonction f sur R
2. La convexité de la fonction f sur R

Partie B

On admet que la fonction f mentionnée dans la Partie A est définie sur R par :

f@)=(z+2)e™
On note C la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; ZJ) On admet que la fonction f est
deux fois dérivable sur R

1. Montrer que, pour tout nombre réel z,

er | et
En déduire la limite de f en +oc.

Justifier que la courbe C admet une asymptote que 1’on précisera.
On admet que lim f(x) = —o0.
Tr——00

2. (a) Montrer que, pour tout nombre réel z, f'(z) = (—x — 1)e™*.
(b) Etudier les variations sur R de la fonction f et dresser son tableau de variations.
(c) Montrer que I’équation f(z) = 2 admet une unique solution « sur I’intervalle [—2; —1] dont on
donnera une valeur approchée a 10~ prés.
3. Déterminer, pour tout nombre réel , I’expression de f”(x) et étudier la convexité de la fonction f. Que
représente pour la courbe C son point A d’abscisse 0 ?
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» Exercice 174 — Bac 2021 — Sujet zéro — Voir le corrigé.
Sur le graphique ci-dessous, on a représenté dans un repere orthonormé :

e la courbe représentative C'y d’une fonction f définie et dérivable sur |0; 4-00] ;
e la tangente T4 & la courbe Cy au point A de coordonnées (2 ; )
e la tangente Tz a la courbe C'y au point B de coordonnées (1; 2)

La droite 1’4 est parallele a 1I’axe des abscisses. La droite 15 coupe 1’axe des abscisses au point de coordonnées
(3;0) et I’axe des ordonnées au point de coordonnées (0; 3).

Partie A

1
1. Déterminer graphiquement les valeurs de f’ <7> et f/(1)
e

2. En déduire une équation de la droite 1.

Partie B

On suppose maintenant que la fonction f est définie pour tout réel z €]0; +oo[ par

2+ 1In(x)
oz

f(x)

1. Par le calcul, montrer que la courbe C'y passe par les points A et I3 et coupe ’axe des abscisses en un
unique point que I’on précisera.
2. Déterminer la limite de f(x) quand z tend vers O par valeurs supérieures et la limite de f(z) quand x
tend vers +00.
3. Montrer que pour tout z > 0
—1 —1In(x)
/ = -
f(z) 22
4. Dresser le tableau de variations de f sur |0; +o00].
5. On note f” la dérivée seconde de f.
(a) Montrer que pour tout réel x > 0,

1+ 2In(z)
= T

(=)

(b) Déterminer le plus grand intervalle sur lequel f est convexe.
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3. Corrigés

Convexité

» Correction 149 — Voir I’énoncé.
17(0) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe de f a I’abscisse 0. Ce coefficient directeur vaut —1.
Ainsi, f/(0) = —1.

La tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0 a pour coefficient directeur —1 et pour ordonnée a 1’origine
2. L’équation réduite de cette tangente est donc y = —x + 2.

f est dérivable et croissante sur [2;4]. Ainsi, pour tout réel z € [2;4], f'(x) > 0. En particulier, f'(3) > 0.

La fonction f semble convexe [—5; —2], concave sur [—2; 1] et convexe sur [1;2].

» Correction 150 — Voir I’énoncé.
La fonction suivante convient :

» Correction 151 — Voir ’énoncé.

1. (a) Puisque (—2)2 = 4 et que 32 = 9, les points A et B appartiennent bien a la courbe C.

9—-4
(b) Le coefficient directeur de la droite (AB) vaut ———, c’est-a-dire 1. L’équation réduite de la

3-(-2)
droite (AB) est donc de la forme y = x + p. Par ailleurs, le point A appartient a cette droite, ses
coordonnées en vérifient donc I’équation. Ainsi, 4 = —2 + p et donc p = 6. L’équation réduite de

la droite (AB) esty = = + 6.
(¢) 2% — (x + 6) est un polyndme du second degré dont les racines sont —2 et 3 (ce sont les abscisses
des points A et B, qui sont les points d’intersection de la courbe de f et de la droite (AB)). Ainsi,
22 — (x4 6) est négatif pour z € [—2; 3], ce qui signifie que sur cet intervalle, 2> < = + 6 : la
courbe de la fonction f se situe sous la droite (AB).
¥’ —a®> (b—a)(b+a)

2. (a) Le coefficient directeur de la droite (AB) vaut 2 = 5 = a + b. L’équation
—a —a

réduite de la droite (AB) est donc de la forme y = (a + b)x + p. Par ailleurs, le point A appartient

a cette droite, ses coordonnées en vérifient donc 1’équation. Ainsi, a> = (a + b)a + p et donc

p =a® — a(a + b) = —ab. L’équation réduite de la droite (AB) esty = (a + b)z — ab.
(b) 22 — ((a + b)x — ab) est un polynome du second degré dont les racines sont a et b (ce sont les
abscisses des points A et B, qui sont les points d’intersection de la courbe de f et de(AB)).
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Ces racines peuvent par ailleurs se trouver en utilisant les relations entre coefficients et racines.
Ainsi, 22 — ((a + b)x — ab) est négatif pour = € [a;b], ce qui signifie que sur cet intervalle,
22 < (a + b)x — ab : la courbe de la fonction f se situe sous la droite (AB). Ceci valant peu
importe les valeurs de a et b, on trouve bien que la fonction f est convexe sur R.

» Correction 152 — Voir I’énoncé.

. . s . 1 1 .
Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b. On considere les points A (a; 7) et B (b; 5) . Ces points se trouvent
a
sur la courbe de la fonction inverse.

1_1
1_1 —b)(ab 1
Le coefficient directeur de la droite (AB) vaut ©—2 ¢’est-a-dire w et donc vaut b L’équation
—a —a a
1
réduite de la droite (AB) est donc de la forme y = ——bx + p. Par ailleurs, le point A appartient a cette droite,
a
1
ses coordonnées en vérifient donc I’équation. Ainsi, — = —% +petdoncp = — + 7 L’équation réduite de
a a a
1 1 1
la droite (AB) esty = —— -+
a droite (AB) esty abx+a+b

Soit donc z € [a;b]. On a

1_( 1 1 1)_ ab+m2 br  ar 2% —(a+b)x+ab
T "~ zab  xab xab zab zab

Or, zab > 0. De plus, 22 — ((a + b)z — ab) est un polyndme du second degré dont les racines sont a et b
(ce sont les abscisses des points A et B, qui sont les points d’intersection de la courbe de la fonction inverse

et de la droite (AB)). Ces racines peuvent par ailleurs se trouver en utilisant les relations entre coefficients et

1 1 1

2 — ((a+b)x — ab) est négatif pour x € [a;b]. On a donc — < T + -+ e la courbe de
T a a

la fonction inverse se situe sous la droite (AB), peu importe les valeurs de a et b. La fonction inverse est donc

convexe sur |0; +0o0.

racines. Ainsi, x

Convexité des fonctions dérivables

» Correction 153 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel strictement positif x,

1 1 1 1 1 1
f@) - (F@a -0+ f@) =1~ (~mle-a)+ 1) =14 511
d’ou
1 2 2 2 9 2_2 2 _ 2
@) - (F@@ -0+ f@) =1+ 5- 2= L 20 _o-ere_fad)

Or, puisque = > 0, cette quantité est positive. Il en vient que pour tout z > 0, f(z)— (f'(a)(z—a)+ f(a)) =0
et donc que f(x) > (f'(a)(z — a) + f(a). Cela se traduit par le fait que sur ]0; +o00[, la courbe de la fonction
inverse est au-dessus de toutes ses tangentes : cette fonction est donc convexe sur ]0; 00|

» Correction 154 — Voir I’énoncé.
Attention a bien remarquer qu’il s’agit des variations de la dérivée ! La fonction f’ est décroissante sur [—2;0].
f est donc concave sur cet intervalle.
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» Correction 155 — Voir I’énoncé.
Attention a bien remarquer qu’il s’agit 1a de la représentation graphique de la dérivée ! La fonction f’ est
croissante sur [0; 2], f est donc convexe sur cet intervalle.

» Correction 156 — Voir I’énoncé.

La fonction f : x ~ e est deux fois dérivable sur R. De plus, pour tout réel =, f'(z) = ae®™*? et

f"(z) = a?e¥*b > (. Cette fonction est donc convexe sur R.

» Correction 157 — Voir I’énoncé. ) .

La fonction In est dérivable sur ]0; +oc[ et, pour tout réel z > 0, In’(z) = — et In”(z) = —— < 0. Ilen vient
x x

que la fonction In est concave sur ]0; 00|

» Correction 158 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel z, f/(x) = 922 + 6x — 4 et f"(x) = 182 + 6

. . 1 1
Ona f”(z) > 0 si et seulement si x > —3 f est donc convexe sur} —3 —1—00{
La convexité de f change a I’abscisse — 3 La courbe de f présente donc un point d’inflexion a cette abscisse.

» Correction 159 — Voir I’énoncé.
f est deux fois dérivables sur R et pour tout réel z, f”(x) = 1222 + 4 qui est strictement positif. La fonction
f est convexe sur R. Sa convexité ne change pas, la courbe de f ne posséde donc pas de point d’inflexion.

» Correction 160 — Voir I’énoncé.
f est deux fois dérivable sur R et pour tout réel =, f'(z) = 3az? + 2bx + cet f”(z) = 6ax + 2b. Ainsi, f”

b

change de signe en ~3q f admet donc un point d’inflexion.
a

» Correction 161 — Voir I’énoncé.

1. La fonction u : z +— 1+ z? est dérivable et strictement positive sur R. Or f = In(u). f est donc
. u’ 2x
dérivable sur Ret f/ = — : pourtout z € R, f'(x) =
U

S 1+a?
x —00 0 400
f(x) - 0 +
+00 +00
f \ . /
2.

3. Soit x un réel,
f@)=1eh(l+s)=1el+s’=cor’=c-1lor=Ve—louz=—Ve—-1

4. f’ est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. Pour
tout réel x,

2(1 4+ 22) — 2z x 2z 2 — 222

J'w) = (14 22)2 T (1+22)2
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Or, f"(x) > 0si et seulement si € [—1;1]. f est donc convexe sur [—1; 1] et concave sur | — co; —1]
et [1; 400
5. La tangente a la courbe de f a 1’abscisse —1 a pour équation réduite

y=f(-D@+1)+f(-1)=—(x+1)+In(2) = —z+In(2) — 1
La tangente a la courbe de f a I’abscisse 1 a pour équation réduite
y=f(D(x-1)+f1)=2—1+1n(2)

6. On trace la courbe de f dans un repere orthonormé

» Correction 162 — Voir I’énoncé.

1. D’une part, pour tout réel z, 1 + =% > 0. Il en vient que f(x) > 0 comme quotient de deux nombres
strictement positifs. Par ailleurs, pour tout réel z, 1 + e~ * > 1, et donc, par stricte décroissance de la

fonction inverse sur |0; +ool, on a 1 -
o

2.0na lim e ® =0et lim f(z)= +oo. En utilisant les régles d’opération sur les limites, on en
T——+00 T——00
conclut que wll}l}_loo f(z)=1et xgr_noo f(z)=0.

—x

3. f estdérivable sur R et pour tout réel z, f'(z) = — —¢ = ¢ > (. f est donc croissante
p (1 + 7:B)2 (1 + 7:[)2
e e
sur R.
4. Soitz € R.
3 1 3 _ _ 1 1 1
f(x):1<:) T =Z<:>3+3e T=4se x:3<:>—a::1n(<3> @x:—ln<3> = In(3)

5. f’ estdérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. Pour
tout réel z, on pose u(x) = (1 + e~%)2. On a alors, pour tout réel z, u/(z) = 2 X (—e™%) x (1 +e7%).
Ainsi, pour tout réel z,

—e P14+ e )2 —e @ x (=21 +e®) e *(1+e ) (—(1+e %) +2e7%)

f(z) = (1+e )4 - (1+e )4
et donc
I e *(e™® —1)
f (.’L’) - (1_‘_e,$)3
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6. Pour tout réel z, e~ > 0 et (1 +e~%)3 > 0. Ainsi, f”(z) est du signede e™® — 1. Or,e % — 1 > Osi
et seulement si e* > 1 soit —x > 0 et donc x < 0. Ainsi, f est convexe sur | — co; 0] et concave sur
[+; +ool.

» Correction 163 — Voir I’énoncé.

f est deux fois dérivable sur R et pour tout réel x, h'(z) = (1 — 22) + e*(—2z) = €*(1 — 2z — x2) puis
R (x) = e®(1 — 22 — 22) + e%(—2 — 22) = €*(—1 — 4w — 2?) = —e®(2% + 42 + 1). Pour tout réel z, e® > 0.
Par ailleurs, z2 + 42 + 1 est un polyndme du second degré dont le discriminant vaut 12. Il admet donc deux
racines réelles qui correspond aux changements de signes du polyndme 2% + 4z + 1. En particulier, la courbe
de h admet deux points d’inflexion.

» Correction 164 — Voir I’énoncé.
Puisque f est dérivable est strictement croissante sur [a; +00], il existe donc un réel ¢ dans cet intervalle tel que

f'(c) > 0.

Or, f est convexe sur [a; 00|, la courbe de f est donc au-dessus de ses tangentes sur cet intervalle, et en
particulier au-dessus de la tangente en c.

Une équation réduite de cette tangente est de la forme y = f'(c)z — cf'(c) + f(c).

Ainsi, pour tout x € [a; +oo[,ona f(z) = f'(c)z — cf'(c) + f(c).

Or, lim (f'(c)z —cf'(c) + f(c)) = +o0, etil en vient que, par comparaison, lim f(z) = +o00
T—+00 T—+00

Inégalités de convexité

» Correction 165 — Voir I’énoncé.
[ est deux fois dérivable sur |0; 400

1
1 Y 1
Pour tout réel z > 0, f/'(z) = et f(z) = N

Va NN

Puisque pour tout z > 0, f”(x) < 0, f est concave sur |0; +00

8

L’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1 est

1 . z 1
y:f/(l)(x—1)+f(1)25(95—1)4-1 soit y:§+§

1

Puisque f est concave, elle est sous toutes ses tangentes. Ainsi, pour tout réel > 0, \/z < g + B

» Correction 166 — Voir I’énoncé.
f est deux fois dérivable sur [0; +o00[ et pour tout réel = > 0, f'(z) = n(l + )" ' et
f"(x) = n(n — 1)(1 + )" 2. Puisque = > 0, alors f”(x) > 0 et f est donc convexe sur [0; +oo]

n—1

De plus, la tangente a 1’abscisse 0 a la courbe de f a pour équation y = f/(0)(x — 0) + f(0) soity = 1 + nx

f étant convexe sur [0; +00[, sa courbe se trouve au-dessus de toutes ses tangente sur cet intervalle. En partic-
ulier, pour tout réel = > 0,

14+2)">14nx

On retrouve ici I’inégalité de Bernoulli.
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» Correction 167 — Voir I’énoncé.
La tangente a la courbe du logarithme népérien a 1’abscisse 1 a pour équation

y=MW'(1)(z—1)+In(1) =z —1

. . . . 1 .
Le logarithme népérien est concave : sa dérivée seconde est la fonction x — —— qui est négative sur |0; +-o0l.
x
Ainsi, la courbe représentative de la fonction In se situe sous ses tangentes.

En particulier, pour tout réel z, In(z) < x — 1

» Correction 168 — Voir I’énoncé.

1 21
[ est deux fois dérivable sur |0; +o0[ et pour tout réel z > 0, f'(z) = 2 x — x In(z) = n(z) et f(z) =
x x
2xz—2h(z)x1 2-2In(z)
x? - x2

Or, 22 > 0, f”(x) est donc du signe de 2 — 2In(x). Soit donc z > 0, 2 — 2In(z) > O si et seulement si
In(z) < 1soitz < e. f estdonc convexe sur |0; e] et concave sur [e; +00.

La tangente a la courbe de f au point d’abscisse e a pour équation y = f’(e)(x — e) + f(e).

Or, f'(e) = 211;(6) = Z et f(e) =In(e)? = 1.

2 2 2
Ainsi, cette tangente a pour équationy = —(x —e) + 1 soity = —z — 2+ letdoncy = —z — 1.
e e e

Or, f étant convexe sur |0; €], la courbe représentative de f est au-dessus de toutes ses tangentes sur cet inter-
valle, et en particulier, elle est au-dessus de sa tangente au point d’abscisse e.

2
Ainsi, pour tout z €]0; ¢, on a (In(z))? > ~x — 1.
e

» Correction 169 — Voir I’énoncé.

a+ b) < In(a) + In(b)
2 /)7 2 '
a+b In(a) + ln(b)>

— )

La fonction In étant concave sur |0; +oc[, on a, pour tous réels a et b, In (

En appliquant la fonction exponentielle, qui est croissante sur R, on a alors > exp <

or,exp (32 1 220 _ cxpn(ya) + In(VE)) = exp(In(va) x exp(In(v5)) = vavh = vab

a+b

Ainsi, pour tous réels strictement positif a et b, on a vab <

» Correction 170 — Voir I’énoncé.

f est définie sur I’ensemble des réels x tels que in(z) > 0, ¢’est-a-dire |1; +00]
_1/z _
~In(z)  xln(x)
sur ’intervalle étudié. f est donc strictement croissante sur |1; 400].

f est dérivable sur |1; +o00[. De plus, pour tout réel x > 1, f/(x) qui est strictement positif

/" est dérivable sur |1; +o00[. Pour tout réel = > 1, on pose u(x) = x In(x). u est dérivable sur |1; 400 et pour
toutréel x > 1,

W' (z) =In(z) + 1
Ainsi, f est dérivable sur |1; +o00[ et pour tout réel x > 1

noo o u(x)  14lin(x)
Fw) = _u(m)2 T a2 In(z)?
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Or, pour 2 > 1, In(z) > 0 etdonc f”(z) < 0. f est donc concave sur |1; +o0|

f étant concave, on a, pour tous réels x et y strictement supérieurs a 1,

f (fc—gy> > f(fc)—;f(y)

soit

n (in (“12)) > In(In(x)) gln(ln(y)) - %m (1n(z) x In(y)) = In (y/In(z) In(y)

En appliquant la fonction exponentielle qui est strictement croissante sur R, on obtient alors

In (a: ;_ y> > y/In(x) In(y)

Exercices de synthése

» Correction 171 — Voir I’énoncé.

3 3
1. Ona lim (—23@2 +4x — f) = —ooet lim <—2x2 + 4z — 7) = —0o0.

T—+00 2 T——00 2
Ainsi, lim f(z)=0et lim =0
r——00 T—+00

f est dérivable sur R par composition de fonctions dérivables. Pour tout réel z,

f(z) = (—4z + 4)6_29”24'4:”_%

Par ailleurs, pour tout réel x, g2t Ha—5 5 ), f'(x) est donc du signe de —4x + 4

x —00 1 +00

f'(x) + 0 -

; O/ﬁ\o

2. f’ est dérivable sur R comme produits de fonctions dérivables. Pour tout réel z,

f”(f[f) = 4% 6—23;2-{-41‘_% + (_4$+4) % (_4x+4)e—2m2+4x—% —_ (16:62 _ 32$+ 12)6_2x2+4x_%

3. f"(x) est du signe de 162 — 322 + 12. C’est un polyndme du second degré de discriminant (—32)% —

1 3 13
4 x 12 x 16 = 256. Ses racines sont 3 et 5 f est convexe sur {5; 5] La fonction admet des points

. . . 1 3
d’inflexion aux abscisses 3 et 3

4. Les équations des tangentes...

1 1 1 1
e A I’abscisse 3 cy=f (2) <a: - 2) +f (2) soity = 2x
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3 3 3 3
e A l’abscisse 51 Y= 1! (2) <:c - 2) +f (2) soity = —2x +4

5. Pour tout réel z,

—92(2—x)2 —_z)=3 —9(4— 2Y4 8 4p—3 _848r—222 _4p—3 224 4p—3
f(2—a:) —e 2(2—z)*+4(2—x)—3 —e 2(4—dz+a?)+8—dx—3 — o 3+8z—2z dr—3 — 22 +dz—3 :f(ZIZ)

La courbe de f est symétrique par rapport a la droite d’équation x = 1.
6. Lallure de la courbe C dans un repere orthogonal est la suivante

» Correction 172 — Voir I’énoncé.

1. Par croissances comparées, lim xIn(z) = 0 et donc lim f(z) = 1. Par ailleurs, par produit,
z—07+ z—07t

e /() = oo

1
2. (a) Pourtoutréel z > 0, f'(z) =1 xIn(z) + 2 x — =In(z) + 1
T
(b) Soitz > 0,onaln(z) + 1 > 0siet seulement si z > e~

x 0 1/e +00

f'(@) - 0 +

(c) Lafonction f est strictement décroissante sur ]0; 1].

1
et en particulier, f(z) €]0; 1].
3. (a) Latangente (7)) a pour équationy = f'(1)(z — 1) + f(1) soity = lz x (x — 1)+ letdoncy = x

Ainsi, si0 < x < 1,alors 1 > f(z) > <

1
(b) f estdeux fois dérivable sur |0; +o00[ et pour tout réel = > 0, f”(x) = —. En particulier, f”(z) > 0.
x

f est donc convexe sur ]0; +00[.
(c) Puisque f est convexe sur |0; +o00[, la courbe de f est au-dessus de toutes ses tangentes sur cet in-
tervalle. En particulier, elle se trouve au-dessus de la tangente T'. Ainsi, pour tout réel x strictement
positif, f(z) > .
4. (a) Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « 0 < up, < 1 »
e On abien ug €]0; 1(. P(0) est donc vraie.
e Soit n € N. Supposons P(n) vraie. On a donc 0 < u,, < 1. Or, d’apres la question 2.c., on a
f(up) €]0; 1] soit up4+1 €]0; 1[. P(n + 1) est donc vraie.
e Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
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(b) Pour tout entier naturel n, on a f(u,) > u, d’aprés la question 3.c.; Ainsi, pour tout entier naturel
N, Upt1 = Up. La suite (u,) est donc croissante.
(c) La suite (uy,) est croissante et majorée par 1. Elle est donc convergente.

» Correction 173 — Voir I’énoncé.
Partie A

1. f’ semble positive sur | — oo; —1] puis négative sur [—1;4o0c[. f est donc croissante sur | — oco; 1] et
décroissante sur [1; 4-00].

2. f" semble décroissante sur | — oo; 0] puis croissante sur [0; +o0[. f est donc concave sur | — oco; 0] puis
convexe sur [0; +00(.

Partie B
3 r+2 x 2 ) ) . x .
1. Pour tout réel z, f(x) = = — + —. Or, par croissances comparées, lim — = (. Par ailleurs,
e’ er e” T—+o00 €T
lim — = 0. Ainsi, lim f(x) = 0. La droite d’équation y = 0 est asymptote a la courbe de f en
r—~+o00 e¥ T—+00
+00.

2. (a) Pourtoutréel z, f'(z) =1xe 4+ (x+2) X (—e %) = (-1 —z)e ™.
(b) Pour tout réel z, f’(x) est du signe de —1 — .

z —00 -1 ~+00
f(z) + 0 -
&
/ _— \
—00 0

(c) f est continue sur [—2; —1]. De plus, f(—2) = Oet f(—1) = e > 2. D’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires, 1’équation f(z) = 2 admet une solution sur I’intervalle [—2; —1]. De plus,
la fonction f étant strictement croissante sur cet intervalle, cette solution est unique. A I’aide de la
calculatrice, on trouve o ~ —1.59.

3. Pour tout réel x, f"(x) = —le ™ + (=1 — ) x (—e™*) = e~ *. Ainsi, f”(z) est du signe de z. f est
donc concave sur | — 0o; 0] puis convexe sur [0; +oo(. Le point d’abscisse 0 de la courbe C est un point
d’inflexion de la courbe.

» Correction 174 — Voir I’énoncé.

Partie A

1 . . N . .1 < g
1. f (> est le coefficient directeur de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse —, ¢’est-a-dire A.
e e

1
On a alors f” <7) = 0. Par ailleurs, f'(1) = —1
e

2. Latangente T’ a pour coefficient directeur —1 et pour ordonnée a I’origine 3. Son équation réduite est
doncy = —x+3
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Partie B
1 2+ In(e™? 2 +In(1
I.Ona f <7> = %6) =2-1e=-cet f(1) = +1n(> = 2. La courbe C'; passe par les
e =
e
points A et B. De plus, pour z > 0, f(z) = 0 si et seulement si 2 + In(z) = 0 soit z = e~2. La courbe

C'y coupe I’axe des abscisses au point de coordonnées (e72,0)

2. En utilisant les régles de calcul sur les limites, on a que hm+ f(xz) = —o0. Par ailleurs, pour tout réel
z—0
2 1 2 . .1 o
x>0, f(x) = —+ ﬂ Or, lim — = 0 et, par croissance comparées, lim n(z) = 0 Ainsi,
X T r——+00 I T——+00 T

Ls1—(2+1 x1 1-2-1 —1-1
3. Pourtoutz > 0, f/(z) = £ ( - n(z)) _ . n(z) _ 211(35)
xr xr

x
4. Soit 2 > 0. Alors —1 — In(z) > 0 si et seulement si In(z) < —1 soit z < e
x 0 e ! +00
f'(x) + 0 -
e

—1x2?—(-1-In(x)2z z(-1+2+2In(x)) _ 1+ 2In(zx)

5. (a) Pourtoutréelx > 0, f"(z) = I - K -
x x x

1
(b) Soitz > 0. Ona f”(x) > 0 si et seulement si 1 + 21In(z) > 0 soit In(z) > —petw >e 12 f

est convexe sur [e~1/2; +-00(.
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1. Cours : Primitives et equations differentielles

1 Notion d’équation différentielle

Définition 27 — Equation différentielle. : Une équation différentielle est une équation dont I’inconnue est
une fonction notée y et qui fait intervenir les dérivées de cette fonction.

m Exemple 93 : On considere la fonction f définie pour tout réel = par f(z) = e**~2,
f est solution de I’équation différentielle iy’ = 4y.

En effet, f est dérivable sur R et pour tout réel z, f'(x) = 4e*~2, ¢’est-a-dire f'(z) = 4f(z). "

m Exemple 94 : On considére la fonction f définie pour tout réel x par f(z) = In(1 4 e*)e™*.
1
f est solution de 1’équation différentielle 3/ + y = Tres: En effet :
e
e Pour tout réel z, on pose u(z) = In(1 + e”). u est définie et dérivable sur R et pour tout réel z,

eiﬂ

- 1+e”

u'(x)

T T

e Pour tout réel x, on pose v(x) = e~ *. v est dérivable sur R et pour tout réel z, v'(z) = —e~

Ainsi, f est dérivable sur R et pour tout réel x,
T

e
C 14e”

f'(z) xe P +In(l+e*)x (—e ") = —In(1+4€%)e™

1+ e”

Ainsi, pour tout réel z,

1 1
@)+ @) = ;o — (L +e%)e™ +In(l +e)e ™ = ——
1
f est donc bien solution de I’équation différentielle iy + y = e .

2 Primitive d’'une fonction continue

Définition 28 : Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I et F' une fonction dérivable sur
cet intervalle. On dit que F est une primitive de f sur I si F' = f.

Autrement dit, F' est solution de I’équation différentielle 3y’ = f

= Exemple 95 : Pour tout réel z, on pose f(z) = 62 + 4z + 3 et F(z) = 22° + 22% + 3z — 7. On a bien
pour tout réel x, F'(z) = f(z). F est une primitive de f sur R. "
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Théoreme 34 : Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives.

Ce résultat sera démontré (en partie) dans un prochain chapitre. Patience !

Propriété 41 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I, F; et F5 deux primitives de f sur /.

Alors Fy — F; est constante : deux primitives d’'une méme fonction continue sur un intervalle différent d’une
constante.

Démonstration 35 : Soit F et F5 deux primitives de f sur I. F} — F5 est dérivable sur / comme différence
de fonctions dérivables sur . De plus, pour tout réel x dans

(Fi - Fy)'(2) = Fi(x) - Fy(a) = f() - f(a) =0

Ainsi, F; — F5 est de dérivée nulle sur I’intervalle I, I} — F5 est donc constante sur [. |

Propriété 42 : Soit I un intervalle, o € I, yo € R et f une fonction continue sur /. Il existe une unique
primitive ' de f sur I tel que F'(xg) = yo.

L’ équation différentielle y' = f ayant pour condition initiale y(z) = yo posséde une unique solution.

2
m Exemple 96 : Pour tout réel x, on pose f(z) = % et F(z) = In(z? + 1).
b

F est une primitive de f sur R. En effet, pour tout réel z, F’'(x) = f(x).

On cherche alors 1’unique primitive Fy de f qui vaut 5 en 0. Puisque toutes les primitives d’une fonction
different seulement d’une constante, il existe un réel c tel que Fy = F' + c et donc, pour tout réel x,

Fo(x) =In(2® +1) + ¢

Puisque F(0) = 5, on a alors In(0? + 1) + ¢ = 5, soit ¢ = 5. Pour tout réel , on a donc

Fo(x) =In(z® +1) +5

Propriété 43 : Primitives usuelles

Fonction f UNE Primitive F' Intervalle 1
xn+1
z+—x", neN T +—> R
n+1
1 1 . '
1
T NG 2\/x 10; +o0[
ea:c—l—b
z et g e R*, beR T+ R
a
1
T — x +— In(z) 10; +00]
7

Le conseil de la lecon : Une fois que vous avez détermine une primitive, dérivez-la ! Vous devez obtenir la
fonction de départ. Il est bien plus facile de dériver que de primitiver.
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Propriété 44 : Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, A, F' une primitive de f et G une
primitive de g. Alors,

e F' + (§ est une primitive de f + g
e )\ F est une primitive de A f

o : 3 .
m Exemple 97 : Une primitive de la fonction f :  — e**~! + 52% + — sur I =]0; 4-00] est la fonction
i

e?xfl

F:xz—

+fx3—§
2 3 T

Propriété 45 : L’essentiel : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et g une fonction dérivable sur
un intervalle J telle que pour tout réel x € J, g(x) € I.

f o g est une primitive de ¢’ x (f' o g) sur J.

Certaines "formes" de fonction sont a reconnaitre pour en calculer les primitives.
/
e Une primitive d’une fonction de la forme —— ou u est une fonction qui ne s’annule pas est —
U U

/
e Une primitive d’une fonction de la forme —— ol u est une fonction strictement positive est v/u

2Vu

e Une primitive d’une fonction de la forme u’e" est %

!/
e Une primitive d’une fonction de la forme — ot u est une fonction strictement positive est In(u)
u

m Exemple 98 : Pour tout réel z, on pose f () = (2 + 1)e” to2,
Posons, pour tout réel z, u(x) = 22 + = — 2. On remarque alors que f(z) = u/(x) x e?),

Une primitive de f est donc la fonction F' définie pour tout réel  par F'(x) = eu(®@) = o’ ta-2, ]

26290

= 11 e Posons, pour tout réel =, u(z) =1 + 2z
e

m Exemple 99 : Pour tout réel , on pose f(x)

o ()
u(z)”

Une primitive de f est donc la fonction F' définie pour tout réel z, par F(z) = In(u(z)) = In(1 + €?*) =

Pour tout réel =, u(x) > 0. Par ailleurs, on remarque alors que pour tout réel z, f(x) =

Malheureusement, certaines fonctions n’admettent pas de primitive pouvant étre exprimées a I’aide de fonctions
usuelles : il s’agit 1a d’un théoreme démontré par Liouville dans les années 1830.

L’exemple le plus notable est la fonction x — e~ trés utilisée en probabilités et dont les applications dans

d’autres domaines se comptent par centaines (citons ainsi la balistique, 1’évaluation du quotient intellectuel, le
traitement du signal, le cours de la bourse...)
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Equation différentielle du premier ordre

Equations différentielles homogeénes 3/ + ay = 0

Définition 29 : Soit a un réel. L’équation 3y’ + ay = 0 ayant pour inconnue une fonction dérivable y sur R
s’appelle "équation différentielle homogene du premier ordre, a coefficients constants".

Propriété 46 : Soit a un réel.

Les solutions I’équation y' 4+ ay = 0 sont les fonctions f définies pour tout réel x par f(x) = Ce= % ou C
est un réel quelconque.

De plus, pour tous réels zq et yo, il existe une unique solution fj de cette équation différentielle telle que

f(x0) = yo.

Démonstration 36 : Soit C un réel. Pour tout réel x, on pose alors f(z) = Ce™ . f est dérivable sur R et
pour tout réel x, f/'(z) = —a x Ce™* = —af(x). Ainsi, pour tout réel x,

f'(@) +af(z) = —af(z) +af(x) =0
f est donc bien solution de I’équation différentielle v’ + ay = 0.
Réciproquement, soit f une solution de 1’équation 4’ +ay = 0. On a alors, pour tout réel z, f'(x)+a f(z) = 0.

Pour tout réel x, posons alors g(z) = f(z)e®*. g est dérivable comme produit de fonctions dérivables et, pour
tous réels x,

g (x) = f(2)e™ +a f(x)e™ = e (f'(z) + af(x)) =0

Ainsi, g est constante : il existe un réel C' telle que, pour tout réel x, g(z) = C, c’est-a-dire f(z)e® = C et
donc f(x) = Ce . O

m Exemple 100 : Les solutions de I’équation 3/ — 2y = 0 sont les fonctions f : 2 — Ce?* ot C est un réel.

Cherchons 1’unique solution fj de cette équation telle que f(3) = 1. Soit C' le réel tel que, pour tout réel x,
fo(z) = Ce*=.

1
On a alors fo(3) = Ce® d’une part et fo(3) = 1 d’autre part. Ainsi, C' = - = e S.

e

Finalement, pour tout réel z, on a fo(z) = e 6e%* = 26 "

Ce théoreéme signifie que si I’on regarde I’ensemble des courbes des fonctions solutions de 1’équation 3/ = ay
et que 'on s’intéresse a un point du plan, il existe une unique courbe qui passe par ce point. En particulier,
toute fonction solution qui s’annule n’est autre que la fonction nulle

7\
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3.2 Equation différentielle 3/ + ay = b, avec b réel

Définition 30 : Soit a et b deux réels. L’équation i/ + ay = b ayant pour inconnue une fonction y dériv-

"z

able sur R s’appelle "équation différentielle du premier ordre, a coefficients constants et a second membre
constant".

Propriété 47 : Soit a et b deux réels.
Les solutions de 1’équation différentielle y' + ay = b sont les fonctions f définies pour tout réel x par

f(z) = Ce=* + — ou C est un réel quelconque.
a
De plus, pour tous réels xg et yp, il existe une unique solution fj de cette équation telle que fo(xo) = yo.

Démonstration 37 : Cherchons tout d’abord une solution constante ¢ a cette équation. Soit & le réel tel que
pour tout réel x, p(z) = k. ¢ est dérivable sur R et pour tout réel z, ¢’ (x) = 0.
. . . . b
Puisque ¢ est solution de I’équation y' + ay = b, on a alors ak = b ¢’est-a-dire k = —
a
Soit maintenant f une fonction dérivable sur R

f est solution de 1’équation différentielle i/ + ay = b si et seulement si f +af = b. Or, ¢ étant également une
solution de cette équation, on a donc b = ¢’ + ap.

Ainsi, f est solution de I’équation différentielle v/ + ay = b si et seulement si ' + af = ¢ + ay’, ce qui
équivaut 2 f' — ¢’ + a(f — ) = 0, ouencore (f — ) +a(f —¢) =0.

Ainsi, f est solution de I’équation différentielle ¢’ + ay = b si et seulement si f — ¢ est solution de 1’équation
différentielle homogene ' + ay = 0.

Il existe donc un réel C' tel que, pour tout réel z, (f — ¢)(z) = Ce .

b
Ainsi, pour tout réel x, f(z) = Ce™* + p(z) = Ce™ ™ + —
a
O
m Exemple 101 : On cherche a résoudre I’équation 3/ — 5y = —2

e On détermine les solutions de I’équation homogene associée ' — 5y = 0.
Ce sont les fonctions = — Ce®® ot C est un réel.
e On cherche une solution constante (égale a k) a I’équation de départ iy’ — 5y = —2.

La dérivée d’une fonction constante étant nulle, on a alors —5k = —2 et donc k = —
e Les fonctions solutions de 1’équation 3’ = 5y — 2 sont donc les fonctions f définies pour tout réel =

2
par f(x) = Ce™* + 5 ou C est un réel.
On souhaite déterminer 1’unique solution fj de cette équation telle que fo(7) = 12. Soit C le réel tel que,

pour tout réel x, fo(z) = Ce > + £
35, 2 58 135 A:no < 08 _sut3s , 2
On aalors fo(7) = Ce™° + == 12 etdonc C = = Ainsi, pour tout réel z, fo(z) = e TrIO 4 H

Propriété 48 — Formule magique. : Pour résoudre une équation du type 3’ + ay = b...

SOLUTION GENERALE = SOLUTION HOMOGENE + SOLUTION CONSTANTE
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Equation différentielle ' + ay = g, ou g est une fonction

Définition 31 : Soit a un réel non nul et g une fonction définie sur R. L’équation ¢y = ay + g s’appelle

(%4

équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre".

Propriété 49 : Soit a un réel non nul et g une fonction définie sur R.

Soit ¢ une solution particuliere de cette équation. Alors f est solution de I’équation ' + ay = g si et
seulement si f — ( est solution de 1’équation homogene associée iy + ay = 0.

Autrement dit, toute solution de 1’équation ¢’ + ay = g est de la forme f + , ot f est solution de I’équation
y' + ay = 0 et p est UNE solution de I’équation v/’ + ay = g.
Démonstration 38 : La démonstration est en tout point semblable a celle qui a conduit a I’ensemble des

fonctions solutions de 1’équation 3’ + ay = b. Faisons-la donc a nouveau. Soit f une fonction dérivable sur R

f est solution de 1’équation différentielle 4/ + ay = g si et seulement si f' + af = b. Or, ( étant également
une solution de cette équation, on a donc g = ¢’ + acp.

Ainsi, f est solution de I’équation différentielle 3/ + ay = g si et seulement si f' + af = ¢ + ay’, ce qui
équivauta ' — ¢’ +a(f — p) =0, ouencore (f — @) +a(f —¢) =0.

Ainsi, f est solution de I’équation différentielle v’ + ay = g si et seulement si f — ¢ est solution de 1’équation
différentielle homogene 3’ + ay = 0.

Il existe donc un réel C' tel que, pour tout réel z, (f — ¢)(z) = Ce™*" etdonc f(z) = Ce™ ™ + p(z). O

m Exemple 102 : On considére 1’équation différentielle v/ — 2y = —622 + 13.

e Les solutions de I’équation homogene associée 3/ — 2y = 0 sont les fonctions = — C'e?® ou C € R.
e La fonction ¢ : z + 322 + 32 — 5 est solution de I’équation différentielle 3/ — 2y = —6x2 + 13. En
effet, o est dérivable et pour tout réel z,

¢ (2) — 2p(z) + 622 —13 =62 +3 — 2322 + 3z —5) + 622 — 13 =0

Ainsi, I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle 3/ — 2y = —622 + 13 sont les fonctions f définies
pour tout réel x par f(z) = Ce?* + 322 + 3z — 5, ot C est un réel. n

Propriété 50 — Formule magique. : Pour résoudre une équation du type v’ + ay + g...

SOLUTION GENERALE = SOLUTION HOMOGENE + SOLUTION PARTICULIERE

Il existe de nombreux types d’équations différentielles : linéaires, quadratiques, d’ordre divers... Et parmi
toutes celles-ci, il en existe peu que 1’on sait résoudre.

On compte par exemple les équations de Navier-Stokes qui décrivent les mouvements des fluides newtoniens.
Il s’agit d’équation dites "aux dérivées partielles". Les fonctions en jeu utilisent en effet plusieurs variables (de
temps et d’espace en 1’occurence) et on dérive alors selon I’une ou I’autre des variables.

Ces équations sont particulieres puisque depuis 1’an 2000, leur résolution est mise a prix : quiconque perme-
ttra une avancée significative dans leur étude recevra, en plus d’un certain prestige aupres de la communauté
mathématique, la coquette somme d’un million de dollars.

6 autres problémes ont été mis a pris par 1’Institut Clay cette méme année. Depuis, un seul d’entre eux a été
résolu.
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2. Exercices

Notion d’équation différentielle

» Exercice 175 — Voir le corrigé.
Montrer que f : x + e3* + 1 est solution de I’équation différentielle 3/ = 3y — 3.

» Exercice 176 — Voir le corrigé.
est solution de I’équation différentielle (1 + x)y’ +y = 0 sur | — 1; 4o0].

1
Montrer que f : x —
que f:x T+

» Exercice 177 — Voir le corrigé.

Montrer que f : z +— est solution de I’équation différentielle y' = y(1 — y)

1+4+e 2

» Exercice 178 — Voir le corrigé.
Soit A et i1 des réels. Montrer que f : x — (Ax+ pu)e” est solution de I’équation différentielle y”" — 2y +y = 0.

Primitives

» Exercice 179 — Bac 2023 - Centres étrangers — Voir le corrigé.
On considere une fonction h définie et continue sur R dont le tableau de variations est le suivant.

On note H la primitive de h définie sur R qui s’annule en 0. Quelle propriété est vérifiée par H ?

a. H est positive sur | — co; 0] c. H est négative sur | — 0o; 1]
b. H est croissante sur | — 0o; 1] d. H est croissante sur R.

» Exercice 180 — Voir le corrigé.
Montrer que la fonction f : x — zIn(z) — x est une primitive de In sur ]0; 4+-o0].

» Exercice 181 — Voir le corrigé.
Montrer que F : z + (22 + 1)e® ! est une primitive de f : & — (422 + 2z + 2)e” L sur R.

» Exercice 182 — Voir le corrigé.
Déterminer deux réels a et b tels que la fonction F : = — (az + b)e***3 soit une primitive de la fonction
f o (8z + 14)e* 3 sur R.

» Exercice 183 — Voir le corrigé.
Pour tout réel x, on pose f(x) = (—3x2 + 2z + 12)e! =3, Déterminer trois réels a, b et c tels que la fonction
F:x— (ax? + bz + ¢)et =3 soit une primitive de f sur R.
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» Exercice 184 — Voir le corrigé.

1 -2
Pour tout réel z, on pose F'(x) = o2 et f(z) = ﬁ

Montrer que F' est une primitive de f sur R puis déterminer 1’unique primitive Fy de f telle que Fy(1) = 3.

» Exercice 185 — Voir le corrigé.

T

T+ o et F(x) =1In(1 + €%).

Montrer que F' est une primitive de f sur R puis déterminer ’'unique primitive Fjy de f telle que Fp(0) =0

Pour tout réel x, on pose f(z) =

» Exercice 186 — Voir le corrigé.
Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur les intervalles donnés.

3 2
firz—a®+at -3+ —1surR fo:x— — — — sur|0; ool
x a2
1 ) 4
f3 o T 4 8eM 2 — — sur] — o0; 0] fa:w— 4t 4327 — < 4+ — sur] — 00; 0]
x 2z
1
fs5: x> 3e5 T2 sur R fo: x> 3 + 2t — = sur]0; +oo]
x
1 5 20° 4+ 32? + 1
frio— — — — sur]0; +ool. fg:xH%SUI‘]O;-FOO[
3z x

» Exercice 187 — Voir le corrigé.
Dans chacun des cas suivantes, déterminer I’unique primitive de la fonction donnée vérifiant la condition in-
diquée.

2 1
fi:x— 2x+ 1surRavec F1(3) =2 forz— ;4— = sur ]0; +-o00[ avec F5(1) =3

4 3
f3 i@+ 2e377% + 1 sur R avec I} (5) =5 fa:x— —+xsur] —oo;0]avec Fy(—1) =2
x

» Exercice 188 — Voir le corrigé.
Donner une primitive des fonctions suivantes en reconnaissant la primitive d’une fonction composée

2 3
fiime (o + 1D)e2 o3 qur R forx— #ts—k?) sur R
2 2x
f3:.’1}'|—>—(3;7)2 sur R f4:.’1§"—>ﬂ726$3 sur R.
4r + 10 z?+1
re T surR LT = sur |0
5z AL fo:x \/msur] +0o0]
1/x
f7:a:b—>—€ 5 sur J0; +oo[ fa x> ze® P sur R
x
: 5242 : ev® .
fo:x— 3e sur R fio:x— \fsur]O,—l—oo[
x
423 — 6
fll:fﬁmsurﬂg le:ﬂmesur]l;+OO[
10z -2z -5
: — R X 0;
fis 22 G gy S fia o= 00 g S 10 el

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

200

» Exercice 189 — Voir le corrigé.
Dans chacun des cas suivants, déterminer 1’unique primitive F' de la fonction f sur R qui respecte la condition
initiale indiquée.

[z 22e* avec F(0) = 3 f:xHTZQavecF(Z):7
8z +4 —3x .
f:ZUHmaVCCF(—l)ZS f:xHWaVCCmETOOF(x):2

» Exercice 190 — Voir le corrigé.
1
Pour tout réel z différent de 1 et —3, on pose f(x) = m
x—1)(x
a b

x—1+x+3

1. Déterminer deux réels a et b tels que pour tout z € R\ {—3;1}, f(x) =

2. En déduire une primitive de f sur ]1; 4o0].

» Exercice 191 — Bac 2022 — Polynésie — Voir le corrigé.
Sélectionner la réponse correcte. Si H est une primitive d’une fonction A définie et continue sur R, et
si k est la fonction définie sur R par k(z) = h(2x), alors, une primitive K de k est définie sur R par...

a. K(z) = H(2z) b. K(z) = 2H(2x) c. K(x)= %H(Zﬂ:) d. K(x) =2H(x)

Equations différentielles du premier ordre

» Exercice 192 — Voir le corrigé.
Dans chacun des cas suivants, déterminer I’unique solution f de 1’équation différentielle donnée telle que

f(zo) = yo

y —8y=0avecxy=—2etyy=—7 y —2y=0avecxy =2,y =3
y +4y =0aveczy=—1,y0 = —5 y = —Tyavec xg =0, yo = 2
3y’ +2y=0avecxzg =1,y =3 Yy — 9y =0aveczg =47, 0 =0

» Exercice 193 — En physique / SVT - Voir le corrigé.

Certaines proportions de protons et neutrons dans le noyau d’un atome ne permettent pas la stabilité du noyau.
Le noyau est alors dit radioactif. Les noyaux instables se désintégrent spontanément mais on ne peut prévoir a
quel instant. Néanmoins, sur des échantillons comportant de trés nombreux noyaux radioactifs, on sait que la
variations de noyaux radioactifs est proportionnelle au nombre de noyaux présents au temps .

On note Ny le nombre initial de noyaux radioactifs d’un échantillon et N (¢) le nombre de noyaux au temps ¢.
Il existe alors un réel k tel que pour tout réel ¢ > 0, N'(¢) + kN (t) = 0. Cette constante k dépend de 1’élément
chimique étudiée.
1. En résolvant cette équation différentielle, déterminer ’expression de N (t).
2. On appelle demi-vie d’un élément radioactif le temps 7 nécessaire pour que la moitié des noyaux ra-
dioactifs se désintegre.
(a) Exprimer 7 en fonction de k
(b) La demi-vie du carbone 14 est de 5730 ans. Donner une valeur approchée de la constante k en
années 1.
3. Le 19 septembre 1991, des explorateurs trouvent la momie d’un homme piégée dans la glace a 3000 m
d’altitude. A I’aide de mesures, on estime que 47% des atomes de carbone 14 de son corps se sont alors
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désintégrés. Donner une estimation de la période durant laquelle a vécu Otzi.

» Exercice 194 — Voir le corrigé.
Déterminer I’ensemble des solutions de I’équation différentielle (F) : ¢ = 4y + 1.

1. Déterminer les solutions de 1’équation homogene associée iy = 4y
2. Déterminer une solution constante de I’équation (E)

3. En déduire ’ensemble des solutions de 1’équation (E)

4. Déterminer I’unique solution fj de (£) telle que fo(3) = 5.

» Exercice 195 — Voir le corrigé.
Dans chacun des cas suivants, déterminer I’unique solution f de 1’équation différentielle donnée telle que
f(zo) = wo

1. vy —3y=2aveczy=3ety=1

2. 2y =5y —1lavecxyg=0etyy =2

3.y —4y =8aveczp = 1letyy = —2

» Exercice 196 — Voir le corrigé.
Donner I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle v + 2y’ — 3 = 0

» Exercice 197 — En physique — Voir le corrigé.
La loi de refroidissement de Newton stipule que le taux de perte de chaleur d’un corps est proportionnel a la
différence de température entre ce corps et I’environnement.

On place une tasse de thé bouillant dans une pi¢ce ol la température est constante, égale a 20°C'. On note 7'(¢)
la température du thé apres ¢ minutes.

1. D’apres la loi de refroidissement de Newton, on a

In(2)

T =—
7

(T — 20)

Résoudre cette équation différentielle sachant que 7°(0) = 100
2. Quelle est la limite de 7'(t) lorsque ¢ tend vers +oco ?
3. Au bout de combien de temps la température du thé sera-t-elle inférieure a 25°C ?

» Exercice 198 — En physique — Voir le corrigé.
Le condensateur est un composant électronique qui peut stocker des charges électriques sur ses armatures.

On considere un condensateur déchargé de capacité C, monté en série avec un conducteur ohmique de résis-
tance R et une différence de potentiel E. R, C' et U sont des réels strictement positifs. On note u(¢) la tension
aux bornes du condensateur au temps t.

1. On admet que u vérifie I’équation différentielle u + RCu' = E. On a par ailleurs u(0) = 0.
Exprimer u(t) en fonctionde ¢, R, C et E.

2. Quelle est la limite de u(¢) lorsque ¢ tend vers 400 ?

Déterminer 1’équation de la tangente a la courbe de u a I’abscisse 0.

4. Déterminer le point d’intersection de cette tangente avec la droite d’équation y = E. L’abscisse de ce
point est appelé "constante de temps" et est notée 7.

5. Montrer que u(7) ~ 0.63E.

»
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» Exercice 199 — Voir le corrigé.
Dans une boulangerie, les baguettes sortent du four a 225°C. La température ambiante de la boulangerie est
quant a elle maintenue a 25°C.

On admet que I’on peut modéliser 1’évolution de la température de la baguette a I’aide d’une fonction f définie
sur I’intervalle [0; +o00] et que cette fonction est solution de I’équation différentielle (E) : y' 4+ 6y = 150

Pour un réel ¢ > 0, f(t) représente alors la température de la baguette apres ¢ heures hors du four.

1. D’apres le contexte, quelle est la valeur de f(0) ?

Résoudre I’équation différentielle 3y’ + 6y = 150.

En utilisant la condition initiale, montrer que pour réel ¢t > 0, on a f(t) = 200e~% + 25,
Que vaut t—lg—noo f(t) ? Cette valeur vous semble-t-elle cohérente ?

A

Pour mettre les baguettes en rayon, le boulanger doit attendre que leur température soit inférieure ou
égale a 40°C. Donner une valeur arrondie a la minute du temps a attendre.

» Exercice 200 — Voir le corrigé.
On considere 1’équation différentielle (E) : ¢y =4y + 3z — 1

1. Donner I’ensemble des solutions de I’équation homogene associée (H ).
2. Soit ¢ une solution de (E) et f une fonction. Montrer que f est solution de (E) si et seulement si f — ¢
est solution de (H).

3. Montrer que v : x — ——x + — est solution de I’équation différentielle y' = 4y + 3z — 1

4. En déduire I’ensemble des solutions de cette équation différentielle.

» Exercice 201 — Voir le corrigé.
On considere I’équation différentielle (E) : ¢ +y = e~

T

1. Résoudre I’équation homogene associée (H) : y' +y =0

2. Soit ¢ une solution de (F) et f une fonction. Montrer que f est solution de (E) si et seulement si f — ¢
est solution de (H).

3. Montrer que la fonction f : x — xe™™ est solution de 1’équation (E)

4. En déduire I’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E).

» Exercice 202 — Voir le corrigé.
On considere I’équation différentielle (E) : 2y +y = (x + 1)e~%/?

1. Résoudre I’équation différentielle homogene (H) : 2y +y =0

2. Soit ¢ une solution de (F) et f une fonction. Montrer que f est solution de (E) si et seulement si f — ¢
est solution de (H).

3. Déterminer deux réels a et b tels que la fonction f : 2 +— (az? + bx)e
(E)

4. En déduire I’ensemble des solutions de (E).

~2/2 50it solution de I’équation

» Exercice 203 — Voir le corrigé.
Soit g; et g2 deux fonctions et a un réel non nul. On consideére 1’équation (E) : v’ = ay + g1 + go.

1. Montrer que si fi est solution de I’équation iy = ay + ¢ et fo est solution de I’équation v’ = ay + go,
alors f1 + fo est solution de (E). C’est le principe de superposition des solutions
2. Application : on souhaite résoudre I’équation 3/ = 2y + 3% + 2
(a) Donner une solution de I’équation 3/ = 2y + 2
(b) Déterminer un réel a pour que la fonction = — ae3® soit solution de ¢/ = 2y + 3%
(c) En déduire I’ensemble des solutions de (F)
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Pour aller plus loin...

» Exercice 204 — Variation de la fonction — Voir le corrigé.
La méthode de la variation de la constante permet de trouver, dans certains cas, une solution particuliere a une
équation différentielle. Dans cet exercice, on cherche a résoudre 1’équation différentielle

1
E : ! =
(E) y+y=1o5
1. Résoudre I’équation différentielle homogeéne associée ' + y = 0.
1
2. Soit f une solution de I’équation différentielle 3y’ +y = 1o On cherche alors une fonction C' définie
e

et dérivable sur R telle que pour tout réel z, f(z) = C(x)e™*

(a) Justifier que f est dérivable sur R et exprimer f’(z) pour tout réel .
x

(b) On rappelle que f est solution de (E). En déduire que C'(x) = 1 _T_ — pour tout réel z.
e

(c) Déterminer une fonction C qui convienne.
(d) Réciproquement, montrer que la fonction f trouvée est bien solution de (E)
3. En déduire I’ensemble des solutions (E).

» Exercice 205 — Modéle de Verhulst — Voir le corrigé.

Le parc Kruger est un parc animalier situé en Afrique du Sud. Fondé a la fin du XIXe siecle, celui-ci accueil-
lit notamment une population d’éléphants africains, une espéce menacée d’extinction a cause du braconnage
intensif. Le parc accueillait ainsi 10 éléphants en 1905. Les scientifiques ont estimé que la population P au
temps ¢, exprimé en années, vérifiait I’équation différentielle

3 p?
(E) : P =—P-
20 50000
1. Montrer que si a un instant ¢, la population est en-dessous de 7500, alors celle-ci est croissante.
1
2. On suppose que la fonction P ne s’annule pas sur [0; +oo[. On pose alors, pour tout t > 0, F'(t) = 120}

(a) Exprimer F’(t) en fonction de P(t) et P'(t).
(b) Montrer que P est solution de I’équation différentielle (E) si et seulement si F' est solution de
1
I’équation différentielle (E') : 3/ = — — —
équation différentielle (E’) : y 20y+ 50000
(c) Résoudre I’équation (E')
(d) En déduire que 1’unique solution de I’équation (F) ayant pour condition initiale P(0) = 10 est
7500
Pit—s ——.
1 + 749¢~0:15¢
3. Déterminer la population limite d’éléphants dans le parc.
4. On admet que pour tout ¢ > 0, P”(t) est du signe de 1 — 749¢=0-17¢,
(a) Déterminer — si elles existent — les coordonnées du point d’inflexion de la courbe représentative de
P.
(b) Justifier la phrase suivante : la croissance de la population s’accélere jusqu’a ce que cette population

atteigne la moitié de sa valeur maximale.
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» Exercice 206 — Modele de Gompertz — Voir le corrigé.
Un laboratoire de recherche étudie 1’évolution d’une population animale qui semble en voie de disparition.

En 2000, une étude est effectuée sur un échantillon de cette population dont I’effectif initial est égal a mille. Cet
échantillon évolue et son effectif, exprimé en milliers d’individus, est approché par une fonction f du temps ¢,
exprimé en années a partir de 1’origine 2000.

D’apres le module d’évolution choisi, la fonction f est dérivable, strictement positive sur [0; +oo] et satisfait

I’équation différentielle

(B) : f = 5503~ In(y))
1. Soit f une solution de (E) et g = In(f).

(a) Justifier que f est dérivable sur [0; +oo| et exprimer ¢’ en fonction de f’ et f.
1 3
(b) Montrer que g est solution de I’équation différentielle (E’) : 3 = 20Y " 39

(c) Résoudre I’équation (E')
(d) En déduire qu’il existe un réel C' tel quel pour tout réel z,

f(z) =exp (3 + C exp (%))

2. Réciproquement, pour C' un réel, on considere la fonction f : x — exp (3 + C exp (%)) Montrer

que f est une solution de 1’équation (E).
3. Les conditions initiales conduisent a considérer la fonction f définie pour tout ¢ > 0 par

f(t) =exp <3 —3 exp (;—O))

(a) Déterminer la limite de f en 400
(b) Déterminer le sens de variations de f sur [0; +oo[
(c) Au bout de combien d’années la taille de 1’échantillon sera-t-elle inférieure a vingt individus ?
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3. Corrigés

Notion d’équation différentielle
» Correction 175 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel z, f/(x) = 3e3% et 3f(x) —3 =3(e3* +1) — 3 = 3e3* + 3 — 3 = 337,

Ainsi, pour tout réel x, f/'(z) = 3f(x) — 3. f est donc solution de I’équation différentielle y' = 3y — 3.

» Correction 176 — Voir ’énoncé.

Pour tout réel z # —1, f'(z) = — 5 et donc (1+z)f'(z)+ fx) = (1+x) x (_;) -0

1
(1+2z)

f est solution de I’équation différentielle (1 + x)y’ + y = 0.

» Correction 177 — Voir I’énoncé.

1
Pour tout réel x, on pose f(z) = f est dérivable sur R et pour tout réel x, f/(z) =

- 1+€7m. (1_’_672:)2'

De plus, f(z) x (1 — f(z)) = 1_1_% X (1 7 +1e_w) = {a j_;m)Q = f'(z)

f est bien solution de I’équation différentielle ¢’ = y(1 — y).

» Correction 178 — Voir I’énoncé.
Pour toutréel z, f/(x) = Ae"+(Az+p)e® = (Ax+A+p)e® et f(x) = Ae"+(Ax+A+p)e” = (Az+2 +p)e”.

Ainsi, pour tout réel z,
[ (@) =2f'(x)+ f(z) = Az+2X+p)e” —2( Az + A+ p)e” + (Ax + p)e®
= (A =2 2+ X+ 2+ pu— 2\ —2u+ p)e”
=0

f est bien solution de 1’équation différentielle v — 2y + y = 0.

Primitives

» Correction 179 — Voir I’énoncé.
h est la dérivée de H. Or, h est négative sur | — oo; 0] : H est donc décroissante sur cet intervalle. Ainsi, pour
tout z < 0, H(x) > H(0). Or, H(0) = 0. Ainsi, pour tout x < 0, H(z) > 0: H est positive sur | — 0o; 0].

» Correction 180 — Voir I’énoncé.

Pour tout réel = > 0, on pose f(z) = zln(z) — .
1

f est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout réel z > 0, f/(z) =1 x In(z) + . x — — 1 = In(x)
x

f est une primitive de In sur |0; +-00|.
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» Correction 181 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel x, on pose F(z) = (2z + 1)e® L et f(z) = (422 + 2z + 2)e® L. Montrer que F est une
primitive de f sur R revient 2 montrer que F’ = f.

La dérivée de z 5 ”” L est z — 2ze® 1 et celle de 2 — (22 + 1) est z — 2. Ainsi, pour tout réel z,

F'(z) =2 x e 4 (2x 4+ 1) x 2ze” 1 = (42% + 22 + 2)6$271 = f(x)
F est bien une primitive de f sur R.

» Correction 182 — Voir I’énoncé.

Soit f : x +— (az + b)e!® 3. Pour tout réel z, f'(x) = ae®®3 + (ax + b) x 4e**3 = (dax + a + 4b)et™*3,
En prenant a = 2 et b = 3. On obtient f'(x) = (8 + 14)e***3. f est alors bien une primitive de la fonction
demandée.

» Correction 183 — Voir I’énoncé.
Notons g : z + (az? + bx + c)e! =37,

Pour tout réel x,
/ 1-3x 2 1-3x 2 1-3x
g (z) = (2ax + b)e + (az® + bx + ¢) X (—3e ") = (—=3az” + (2a — 3b)x + b — 3c)e

En prenanta = 1, b = 0 et ¢ = —4, on obtient ¢'(x) = f(x). g est alors une primitive de f sur R.

» Correction 184 — Voir I’énoncé. 5
— 24X

Pour tout réel z, on pose F'(z) = IR
x

14+ 22 et f(z) =

—2x
(14 22)2
Notons Fp I'unique primitive de f telle que Fp(0) = 0. Puisque toutes les primitives de f ne varient que
d’une constante, on sait qu’il existe un réel C' tel que, pour tout réel =, Fy(z) = F(z) + C. Ainsi, Fy(0) =

Pour tout réel z, F'(x) = = f(x). F est donc une primitive de f sur R.

F(0)+C =1+ C =0etdonc C = —1. Finalement, pour tout réel z, Fy(z) = 152 1
x

» Correction 185 — Voir I'énoncé.
e

1 +4en

Il existe un réel C tel que, pour tout réel x, Fy(z) = F(z) +C = In(1+€*)+ C. Or, Fy(0) = In(2) +C = 0.

On adonc C' = —1In(2).

Pour tout réel z;, F'(x) = f(z). F est bien une primitive de f sur R.

1 X
Finalement, pour tout réel z, Fy(z) = In(1 + €*) — In(2) = In ( —;e >
» Correction 186 — Voir I’énoncé.
26 25 2t 22
e F1:x— — + — — — 4+ — — x estune primitive de f; cx— P+t =3+ —1sur I =R.

6 5 4 2

2 3 2
e Iy : x> 3In(z) + — estune primitive de f3 :  +— — — — sur I =|0; +-o0l.
x r x

1 1
o [y:x a4 2e%H2 4 2.2 est une primitive de f3 : x — 725 4 842 — — sur [ =] — 00; 0.
x x

5 2 5 4
o Fy:x— g2° + a3+ = — ¢ estune primitive de fy : z — 42* + 32% — — + — sur ] — o0; 0]
r 3z x T
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3 oL
o [y x> 365”2 est une primitive de f5 : x — 3¢ 12 sur R
e b . 1
o Fg:xrr 3 + - In(x) est une primitive de fg : 7 +— €3¥ + 2% — = sur |0; +o0]
x
Fr:z— ! + > est une primitive de f > L5 sur |0; 400
o Fr:x+— ——— + ——estu iv cx— — — — sur |0; +oo.
’ 222 323 P ! x3 ’

Pour tout réel x > 0,

fu(@) 225 + 32% + 1 2x5+3x2+1 SR
rN=— = — —_— _— = x€x J— J—
8 x3 x3 3 2 x a3
2 1 22° + 327 + 1
Fg:xw— §$3 +3n(z) — 2.7 est une primitive de fg : z — % sur |0; 400
x x

» Correction 187 — Voir I’énoncé.

e La fonction F' : 2 ~— x? + x est une primitive de f; sur R. Ainsi, il existe un réel C' tel que, pour tout
réel z, Fi(x) = 2> + 2+ C. Or, F1(3) =2 =3%2+3+C = 12+ C et donc, C = —10. La fonction
recherchée est la fonction F} : & — 22 + x — 10.

1
e La fonction F': x — 21In(x) — — est une primitive de f5 sur |0; +o0o[. Ainsi, il existe un réel C' tel que,
x
1 1
pour tout réel z;, Fy(x) = 2In(z) — —. Or, F5(1) =3 =2In(1) — 1 +C=C—1etdonc, C =4.La
x
1
fonction recherchée est la fonction F» :  — 21n(x) — — + 4.
x
2
e La fonction F : x — ~e3*~* 4 x est une primitive de f3 sur R. Ainsi, il existe un réel C tel que, pour
2
3

2
et donc, C' = 3. La fonction recherchée est la fonction Fj : x +—> 563“_4 + x4+ 3.

2 4\ 2 4 4
tout réel z, Fy(z) = §e3x_4+x+0. Or, I3 (3) = ge3x(4/3)_4+ 3H0=3+3+C0=2+4C=5

2
e Attention au fait que I’intervalle est | — oo; 0[ ! La fonction F' : z — 3In(—x) + % est une primitive de
2
fa sur | — 00; 0[. Ainsi, il existe un réel C' tel que, pour tout réel z, Fy(z) = 3ln(—z) + % + C. Or,

—1)? 1 3
Fy(—1) =3In(1) + ( 2) +C = 3 + C =2etdonc, C = 7 La fonction recherchée est la fonction
2?3

» Correction 188 — Voir I’énoncé.

e On reconnait une fonction de la forme u’e* avec pour tout réel non nul z, u(xr) = 222 + = + 3. Une
primitive de f; sur R est donc la fonction

Fi:z— €2x2+x+3

e Pour tout réel z, on pose u(z) = x? + 3z + 3. Pour tout réel =, u(x) > 0 (c’est une fonction polyndme
du second degré dont le discriminant est strictement négatif et dont le coefficient dominant est positif).

' ()

u(z)

Par ailleurs, pour tout réel z, fo(x) =

. Une primitive de f> est donc In(u), soit la fonction

Fy:x v+ In(z? 4 3z + 3)
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e Pour tout réel z, on pose u(x) = 3 + €2*. Pour tout réel x, u(z) # 0 et f3(z) = — Y)_ Une
x

oL . .
primitive de f3 est donc —, soit la fonction
u

1
Fyize —
3T 3 e

1 1
e Pour tout réel x, on pose u(z) = 3. Pour tout réel x, f4(x) = 3 X 3%e” = 3 % u/(z) x e**), Une

o 1 . .
primitive de f4 est donc ge“(x), soit la fonction

1 .3
Fy:zm —€"
3
e Pour tout réel x, on pose u(z) = x? + 5x + 7. Pour tout réel z, u(x) > 0 (c’est une fonction polynome
du second degré dont le discriminant est strictement négatif et dont le coefficient dominant est positif).
2u/(x)
u(z)

Par ailleurs, pour tout réel z, f5(z) = . Une primitive de f5 est donc 2 In(u), soit la fonction

Fy:x e 2In(z? + 524 7)

e Pour tout réel z, on pose u(x) = x> + 3.

2
x4+ 1 L
X ——— = —————. Une primitive de fg est

L
Vs 3z P Va3 3z 32y/u(x)

Pour tout réel z > 0, fg(x) =

2
donc g\/ﬂ, soit la fonction
2
Fs:az— g\/x3 + 3x

. iy 1 . .
e Pour tout réel z strictement positif, f7(r) = —— X e!/*. On reconnait une fonction de la forme u’e"
x

—

avec pour tout réel non nul z, u(x) = —. Une primitive de f7 sur |0; +oo] est donc la fonction

8|~

Frizell®

1 . . 1
e Pour tout réel z, fs(x) = 3 X (2z¢**~5). On reconnait une fonction de la forme §U/ e avecu : x —

22 — 5. Une primitive est donc 56“. Une primitive de fg sur I est fonc la fonction

1
Fg:xz— 5612_5

1 .
e Pour tout réel z > 0, on a fo(z) = NG x eY®. On reconnait une fonction de la forme u/ x e* avec
xT

u : x — /2. Une primitive de cette fonction est e*. Ainsi, une primitive de g sur ]0; +-00[ est
Fy:x— eV®

1
e Pour tout réel , on pose u(z) = y/z. Pour tout réel z > 0, fip(z) = 2 X NG x eV¥ = 20/ () x e(*),
x

Une primitive de f1g est donc 2¢“, soit la fonction

F’loiaji—>26\/E
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/
N . U o .
e On reconnait une fonction de la forme — avec u : = — x* — 322 + 5. Une primitive de cette fonction est
u

In(w), & condition que u soit strictement positive. Or, pour tout réel z, u(z) = z*—32%+5 = X2 -3X+5
en posant X = 22, Le polyndme X2 — 3X + 5 a pour discriminant —11 qui est strictement négatif. On
en conclut que pour tout réel z, u(x) > 0. Ainsi, une primitive de f1; sur R est

Fii o~ In(z* — 322 +5)

1 /

1 X . u
I L )’ On reconnait une fonction de la forme — avec u : x — In(z). Par
n(x U

e Pour tout réelz > 1, fio(x) =

!/
ailleurs, pour = €]1; +ool, u(z) > 0. Une primitive de % est donc In(u). Une primitive de f12 sur I est
u

donc la fonction

Fis : z — In(In(z))

u'(x) u(z)
e Pour tout réel , on pose u(z) = 522 + 7. Pour tout réel z > 0, fi3(x) = =— (—>
. (u(z))? (u())?
Une primitive de fi3 est donc ——, soit la fonction
u
F > !
T e
" 522 +7
—(2x+5 !
e Pour tout réel x > 0, fia(z) = w On reconnait une fonction de la forme —— avec u : z —
(22 4 5x)? w2

22 4 5z. Une primitive de cette fonction est —. Ainsi, une primitive de f14 sur |0; +oo] est
u

Fiqa:z—
14 2 + bx

» Correction 189 — Voir I’énoncé.

1
e Les primitives de f : = — z%e*” sont les fonctions F : z §6x3 + C, pour C' réel (voir exercice
1
précédent). Soit donc C' € R tel que pour tout réel z, F(z) = ~e¢* + C. On aalors F(0) = 3 +C=3

ey | =

8 1
etdonc C = 3 La primitive recherchée est F' : x — gexg’ + <.

w

()

e Pour tout réel , on pose u(z) = 1 + x2. Pour tout réel x, u(x) > O et f(z) = . Une primitive de
x

f est donc In(u). Les primitives de f sont donc les fonctions  + In(1 4 22) + C. Soit donc C' € R tel
que, pour tout réel z, F(x) = In(1+ 22?) + C. Onaalors F(2) = In(5) + C = 7etdonc C = 7 —In(5).

1 2
Ainsi, pour tout réel z, F(z) = In(1 4+ 22) + 7 — In(5) = In ( +5x ) +7.

e Pour tout réel z, on pose u(z) = 222 + 2 + 1. Pour tout réel x, u(x) > 0 (c’est une fonction polyndome
du second degré dont le discriminant est strictement négatif et le coefficient dominant est positif) et
_2u/(x)
x> 2In(22% 4 22 + 1) + C. Soit donc C € R tel que, pour tout réel z, F'(z) = In(222 + 2z + 1) + C.
Onaalors F(—1) =1In(1) + C = C = 3. Ainsi, pour tout réel z, F(x) = In(22? + 2z + 1) + 3.

Une primitive de f est donc 2in(u). Les primitives de f sont donc les fonctions
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e Pour tout réel z, on pose u(z) = 2% + 1.

Pour tout réel z, u(x) > O et f(z) = 3 X (—(296) _3 X (— w(z) >

2 224 1)2 2 (u(x))?
Une primitive de f est donc —. Les primitives de f sont donc les fonctions z — ———— + C.
2u 2(z2+1)
3
Soit donc C' € R tel que, pour tout réel x, F'(x) = 52 11) + C. On a alors xgl:rﬁ-loo Fz)=C=2.
3
Ainsi, pour tout réel z, F'(z) = m + 2.
» Correction 190 — Voir I’énonceé.
1. On considere deux réels a et b,
o, b a(x+3)+bx—1) (a+bx+3a—0b
r—1 z+3  (2—D(x+3)  (z—1(z+3)
1
Ainsi, pour avoir, pour tout réel z, (a +b)x+3a—b = 1,il suffitque a+b =0et3a—b = 1 soita = 1
1
etb = e On a donc, pour tout réel x,
1 1 1
I = e i1 113
2. Pourtoutx > 1, z+3>0etxz—1>0.

1 1 1 -1
Une primitive de f sur |1; +o0o] est donc F' : x — Zln(az —-1)— Zln(:c +3) = Zln (i+ 3).

» Correction 191 — Voir I’énoncé.
Dérivons chacune des fonctions proposées. Pour tout réel ...

K'(z) = 2H'(2z) = 2h(2z) = 2k(z)
K'(z) =2 x 2H'(2x) = 2h(2z) = 2k(z)
K'(z) = 1 x 2H'(2z) = h(2z) = k()
K'(z) = 2H'(x) = 2h(z) = 2k (%)

La réponse correcte est la réponse c.

Equations différentielles du premier ordre

» Correction 192 — Voir I’énoncé.

Les fonction solutions de I’équation différentielle ¢/ — 8y = 0 sont les fonctions = — C'e%, C étant un
réel. On cherche donc le réel C tel que Ce'6 = 7. On a donc C' = 7e'S. Ainsi, 'unique solution de
1’équation différentielle ' = Sy telle que y(—2) = 7 est la fonction z +— 7e87F16,

Les solutions générales sont les fonctions = +— C'e*. Pour avoir f(2) = 3, il faut que C' = 3¢, Ainsi,
pour tout réel x, f(x) = 3e2*~4,

Les solutions générales sont les fonctions x — C'e~%®. Pour avoir f(—1) = —5, il faut que C = —5e~%.
Ainsi, pour tout réel z, f(z) = _Fe—4z—4,
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e Onaalors 3 + 7y = 0. Les solutions générales sont les fonctions x — Ce™"*. Pour avoir f(0) = 2, il
faut que C' = 2. Ainsi, pour tout réel z, f(x) = 2~ 7,
2
e Onaalors y + 3= Oy. Les solutions générales sont les fonctions x — Ce=22/3_ Pour avoir f (1) =3,
il faut que C' = 3e%/3. Ainsi, pour tout réel z, flz) = 3e=28/3+2/3,

e La fonction nulle f : = +— 0 est solution de cette équation. La solution étant unique, il s’agit de la
fonction recherchée.

» Correction 193 — Voir I’énoncé.

1. Les solutions de 1’équation ' + ky = 0 sont les fonctions f : t — Ce™**, pour C réel. Par ailleurs, on
cherche I’unique solution N vérifiant N'(0) = Ny = Ce® = C. Ainsi, pour tout réel ¢, N(t) = Noe .
N, N,
2. (a) OnaN(r) = 70 par définition. Or, N(7) = Noe *7. Ainsi, 70 = Nye *7 et donc e F™ = 3
In(2)
.

1
En appliquant le logarithme népérien, on obtient —k7 = In <2> = —In(2) etdonc 7 =

~In(2) , . In(2)
(b) Ona 5730 = d’ou k = 5730

3. Notons ¢ le temps écoulé depuis la période ol a vécu Otzi et Ny le nombre initial d’atomes de carbone

14 dans son corps. On a alors N (t) = Nye™** d’une part et N (t) = 0.53N, d’autre part.

In(0.53
Il en vient que Noe™* = 0.53 Ny et donc t = _n(k) ~ 5248. Otzi a vécu il y a environ 53 siecles.

~ 1.21 x 10~% années—!.

» Correction 194 — Voir I’énoncé.

1. Les solutions de I’équation ¢ = 4y sont les fonctions x — C'e**, pour C' réel.

2. Soit ¢ une solution constante de (E). On a alors 0 = 4¢ + 1 et donc ¢ = Vi Réciproquement, la
fonction constante égale a —% est bien solution de 1’équation (E).

3. L’ensemble des solutions de (E) est I’ensemble des fonctions z + Cel® — i, pour C dans R.

4. Soit C' le réel tel que, pour tout réel z, fo(x) = Cel® — i On a alors fo(3) = Cel? — % = 5 et donc

§e4x—12 1

C = %6_12. Ainsi, pour tout réel z, fo(x) = 1 1

» Correction 195 — Voir I’énoncé.

2 5
1. Les solutions générales sont les fonctions z + Ce3® — =. Pour avoir f(3) = 1, il faut que C' = ge_g.
5 2
Ainsi, pour tout réel z, f(x) = §e3x*9 -3
, 5 1 . . . se/2 L )
2. On a alors y' = ¥~ 35 Les solutions générales sont les fonctions z +— Ce + 5 Pour avoir

9 9 1
f£(0) = 2, il faut que C' = 5 Ainsi, pour tout réel z, f(z) = 5653”/2 + 5

3. La fonction constante égale a —2 convient. Par unicité de la solution, c’est la solution recherchée.
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» Correction 196 — Voir I’énoncé.
Notons z = 3/. Alors y est solution de (F) si et seulement si z est solution de I’équation 2’ + 2z — 3 = 0 ou
encore 2’ + 2z = 3.

. P . 3
Les solutions de cette équation sont les fonctions = — Ce™2% + 5
.. . . .. . . 4 ! —2x 3
Ainsi, y est solution de (E) si et seulement si il existe un réel C' tel que, pour tout réel z, y/(z) = Ce™* + B
. _— . . 3
et donc si et seulement s’il existe deux réels C et & tels que, pour tout réel z, y(z) = —26_2“” + PR + k (ou

3 C
simplement y(z) = C'e™2* + 2% + k, en posant C' = —2.)

» Correction 197 — Voir I’énoncé.
In(2 201n(2
né )y + 0 ;l( ) sont ¢ — Cle™(2)t/7 1 90,

Soit donc C' un réel tel que, pour tout réel positif ¢, T'(t) = Ce~ /7 4 90,
On a alors 7'(0) = C 4 20 = 100 et donc C' = 80. Ainsi, pour tout réel t, T(t) = 80e~ ™2t/ 4 20,
2. Ona lim T(t) =20

t——+o0

1. Les solutions de I’équation différentielle 3/ = —

1
3. OnaT(t) < 25 si et seulement si 80e~ /T 4 20 < 25 soit e IM/T I7s En appliquant le loga-
In(2)t

rithme népérien, qui est une fonction croissante sur |0; +oo|, cela équivaut donc a — < —In(14)
71n(14) 71n(14)
. Or,
In(2) In(2)
température du thé soit inférieur a 25 degrés.

etdonc t > ~ 26.65. Il faut donc attendre environ 27 minutes pour que la

» Correction 198 — Voir I’énoncé.

1. Soit y une fonction dérivable sur R. On ay + RCy’' = FE si et seulement si 3/ = —%y + % Les
solutions de cette équation sont les fonctions ¢ — ke ®c + E.
Soit dont k le réel tel que, pour tout réel ¢, u(t) = ke 7 + E. Puisque le condensateur est initialement
déchargé, on a u(0) = 0 et donc ke 7c + E = 0soitk + E = 0 et finalement, k = —FE. Ainsi, pour
tout réel ¢ > 0, u(t) = E(1 — e~ ®c).

2. Puisque R et C sont positifs, on a . lim e 7¢ = 0etdonc lim u(t) = E.

— 400 t—+o0
E
3. Pourtoutréel t > 0, u/(t) = %67%. Ainsi, la tangente a la courbe de v a I’abscisse 0 a pour équation
E
=u'(0)(z -0 0) soity = —t.
v =) =) +u0) oty =
4. Ona Et = E'sietseulementsit = RC. Ainsi, 7 = RC.

5. Onau(r) = E(l —e fic) = E(1 — e 1) ~ 0.63E.
» Correction 199 — Voir I’énoncé.

1. D’apres le contexte, f(0) = 225.
2. Les solutions de 1’équation homogene associée y' + 6y = 0 sont les fonctions ¢ +— Ce~ %, C € R.
Cherchons une solution constante ¢ a cette équation.
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150
On a alors ¢’ = 0 et donc 6¢ = 150 soir ¢ = - = 25
Les solutions de I’équation 3/ 4 6y = 150 sont donc les fonctions ¢ — Ce~% + 25, C' € R.
3. Soit C le réel tel que, pour tout réel ¢, f(t) = Ce~0 4+ 25. Puisque f(0) = 225, on a alors C + 25 = 225
et donc C' = 200. Ainsi, pour tout réel ¢ > 0, on a f(t) = 2005t 4 25

4. Puisque . lim e~ % = 0, il en vient que . ligrn f(t) = 25. Cette valeur est cohérente, elle correspond a
—+00

—+00
la température de la boulangerie.

3
5. Soitt > 0. On a f(t) < 40 si et seulement si 200e % 4 25

40, soit e < 10 En appliquant la

<
) . . 3 1 3
fonction In, qui est croissante sur |0; +oc[, on a alors —6¢ < In 0 etdonc ¢ > 5 In 0/

1 3 3
Ce temps est exprimé en heures. Il faut donc attendre 5 In <4—0> x 60 soit —101n (E) minutes

(environ 26 minutes) pour que la température des baguettes passe en-dessous de 40°C.

» Correction 200 — Voir I’énoncé.

1. Les solutions de I’équation homogene associée sont les fonctions = — C'e** ot C' est un réel.

. . 3 1 3
2. On considere la fonction v :  +— —3% + 6 Pour tout réel z, v'(z) = —-.

3 3 1
Ainsi, v'(z) — dv(z) = 1 4 x (_ZE + E) =3z—-1

v est solution de I’équation différentielle v/ = 4y + 3z — 1.

3. f estsolution de (F) si et seulement si, pour tout réel x, f'(z) = 4f(z) + 3x — 1. En retirant ¢'(x)
aux deux membres de cette équation, on obtient que f est solution de (E) si et seulement si f/(x) —
O'(x) = 4f(x) + 3z — 1 — ¢'(x). Or, @ est solution de 1’équation (F), et donc, pour tout réel x,
o' (z) = 4p(z) + 3z — 1.

On a donc que f est solution de (E) si et seulement si f/(x) —¢'(x) = 4f(z)+3x—1— (4d¢(z)+3z—1)
soit (f — ) (x) = 4(f — ¢(x)), c’est-a-dire f — p est solution de (H).

4. Ainsi, f est solution de 1’équation yy/ = 4y + 3z — 1 si et seulement si f — v est solution de 1’équation

homogene ' = 4y, c’est-a-dire qu’il existe un réel C tel que pour tout réel z, f(x) — v(z) = Cel® ou

3 1
encore f(z) = Ce® +v(x) = Cet® — Vi + 16
» Correction 201 — Voir I’énoncé.
1. L’équation homogene associée i/ +y = 0 ou yy = —y a pour solutions les fonctions z — Ce™* ot C'

est un réel.
2. f estsolution de (F) si et seulement si, pour tout réel z, f'(x) + f(x) = e~ 7.
En retirant ¢’ () aux deux membres de cette équation, on obtient que f est solution de (E) si et seulement
si f/(x) — @' (x)+ f(z) = e — ¢/ (x) ce qui équivaut a f'(z) — ¢ (z) = —f(z) + e % — /(). Or, ¢
est solution de 1’équation (E), et donc, pour tout réel x, ¢’ (z) = —p(x) + e *.
On a donc que f est solution de (E) si et seulement si f'(z) — ¢'(z) = —f(x) + % + p(x) — e~ soit
(f —¢)(z) = —(f — p(x)), c’est-a-dire f — p est solution de (H).
3. On considere la fonction ¢ : & — xe™* Pour toutréel x, ¢'(z) =1 x e * +x x (—e ) = (1 —z)e ™
Ainsi, pour tout réel , ¢’ (x) + f(xz) = (1 —x)e " +xze ¥ = e~ 7. p est bien solution de I’équation (E)
4. Les solutions de 1’équation différentielle (F) sont les fonctions z — C'e™ + ze® ou C est un réel.
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» Correction 202 — Voir I’énoncé.

1
1. L’équation différentielle homogene est 2y’ +y = 0 ou 3/ + iy = 0. Les solutions de cette équation sont

les fonctions = — C'e™%/% ot C' est un réel.
2. Soit a et b deux réels. On considere la fonction f :  +— e~ 2 (ax? + bx). Pour tout réel z, on a alors

f'(x) = (2ax + b) x e 2 + (az® + bz) x (—2> e 2 = <—2ax2 + <2a - 2> x +b) e 2

Ainsi, f est solution de (E) si et seulement si pour tout réel z, 2f/(z) + f(x) = e~ 2 (z + 1), c’est-a-dire

]. b xz x x
2 % (—an2 + (2a - 2) x + b) e 2 + (ax® +br)e? = (x +1)e 2

Les coefficients de 2 dans le premier membre s’annulent, on doit donc avoir (4a + b) z + 2b = = + 1.

1
Onaalors4a = 1letb = —. Ainsi, a = 1 eth = 3
1 1 o
La fonction z — (4332 + 2) e~ 2 est solution de I’équation (E')
1 1 o
3. Les solutions de 1’équation (E) sont les fonction z — Ce™%/2 + <1m2 + 5) e~ 2 ou C est un réel.

» Correction 203 — Voir I’énoncé.

L. Ona(fi+f2) = fi+ fa=afi+ g +afa+g2=a(fi+ f2) + 91+ g2. f1 + f2 estsolution de (E).
2. (a) Une solution de I’équation y’ = 2y + 2 est la fonction constante égale a —1.
(b) Soit: f : x> ae3®. Pour tout réel x, f'(x) = 3ae3® et donc f'(x) — 2f(x) = 2ae3®. Ainsi, en
prenant a = 5 on abien f’ = 2f + €37,
(c) Les solutions de I’équation homogene 3’ = 2y sont les fonctions z +—+ C'e®, pour C réel.

Les solutions de (E) sont donc les fonctions z +—+ Ce?* — 1 + §e3x.

Pour aller plus loin...

» Correction 204 — Voir I’énoncé.

1. Les solutions de 1’équation 3/ + y = 0 sont les fonctions x — Ce™* ou C est un réel quelconque.
2. (a) f estdérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R et pour tout réel x,

f(x)=Cx)e ™ = C(x)e™™
(b) Puisque f est solution de (E), on a, pour tout réel z, f'(x) + f(x) = s e
e
xr
e

Ainsi, pour tout réel =, C'(z)e™* — C(x)e " + C(z)e ™ = 1 i et donc C'(x) = T e

T

/
N . u . . .
(¢) On reconnait une fonction de la forme — avec u : = — 1 4 €%, qui est une fonction strictement

u
positive. Une primitive de cette fonction est In(u). La fonction  — In(1 + e”) convient donc.
(d) Pour tout réel x, on pose f(x) = In(1 4 e*)e ™.

e On considere u :  — In(1 + €*). u est dérivable sur R et pour tout z € R, v/(z) =
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e Pour tout réel x, on pose v(z) = e~ *. v est dérivable sur R et pour tout réel z, v'(z)
Ainsi, f est dérivable sur R et pour tout réel x

Il
|
o

el’

@) =1

Ainsi, pour tout réel x,

xe P+In(l+e)x(—e*)=

T In(1+e*)e™™
e

1
1+e”

F(a) + (o) = - jew S (1 4 e®)e T + In(1 4 e¥)e T =

1

1+e
3. Les solutions de (E) sont donc les fonctions z — Ce™ + In(1 + e*)e™ ou C' est un réel quelconque.

f est donc bien solution de I’équation différentielle i/ + y =

» Correction 205 — Voir I’énoncé.

—P'(t
1. (a) Pour toutréel t, F'(t) = P2(§t))
(b) P est solution de I’équation différentielle (E) si et seulement si P’ = 3 P
a o 1 20 50000,
En divisa;t par P2,1 on obtient P2 = 50P ~ 50000° c’est-a-dire —F' = 20~ ?5)0000 ou encore
F'= ——F + ——. F estsolution de I’équation différentielle (F’) : v/ = ——y+ ———.
20" 0000 1 SO quation différentielle (E) = " = =55y + =555
b
(c) Les solutions générales de (E’) sont les fonctions ¢ — C'e® — — ol C' est un réel.
a
1
Ainsi, les solutions de (E’) sont les fonctions ¢ — Ce™ 015 4 ~E00"

1
tdonc P = —.
et donc I

ol

(d) On rappelle que F' =

Ainsi, les solutions de (E) sont les Po : ¢ — 7— pour C' réel.
Ce—0.15¢ +
7500 7500
En multipliant numérateur et dénominateur ;;e;rOZJSOO, on obtient Po(t) = 15 7500Ce 015"
Par ailleurs, P(0) = 10. Or, Po(0) = T3 7500C" Ainsi, pour ;15é(t)eé)rminer I’unique solution de
I’équation (E) vérifiant P(0) = 10, il faut résoudre 1’équation T3 75000 — 10.
On trouve alors C' = 4% - 9 Ainsi, I’'unique solution de (E) qui vaut 10 en 10 est la
T 75000 75007 ot a
fonction P - 7500
onction = W
2. Puisque lim 749¢ %1% = 0, il en vient que lim P(t) = 7500.
—-+o00 t—+o00
» Correction 206 — Voir I’énoncé.
1. Soit f une solution de (E) et g = In(f).
/
(a) Puisque f est dérivable et strictement positive, In(f) est dérivable et (In(f)) = J}
1
(b) Puisque f est solution de (E), on a alors f/ = ~35 f(3 = In(f)). En divisant par f qui est
strictement positive, on a : > + ! In(f) ¢’est-a-dire ¢’ ! 5
i itive, —=—-——+—In -a-di =—g— —
P 720 20 =209 20
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1 3
g est solution de I’équation différentielle (E') : ¢ = 20Y ~ 35

(¢) Les solutions de I’équation (E’) sont les fonctions z — Ce*/20 4 3 ot C' est un réel
(d) Ainsi, il existe un réel C' tel quel pour tout réel z, g(x) = In(f(z)) = Ce*/?° 4 3 et donc

f(z) =exp (3 + C exp (2%))

2. Réciproquement, pour C un réel, on considere la fonction f : x — exp (3 + C exp (%))

f est dérivable sur R et pour tout réel z,

f(x) = %exp (%) X exp (3 + C exp (%)) = %exp (3 + % + C exp (%))
Par ailleurs, pour tout réel z,

—%Of(x)(B —In(f(z)) = —2—10 exp (3 + C exp (%)) [3 —1In (exp (3 + C exp (%)))}
Ainsi,

—%Of(x)(?) —In(f(z)) = —2—10 exp (3 + C exp (%)) [3 — <3 + C exp (%))}

Et donc,

—%f(:v)(?)—ln(f(x)) = —% exp <3+ C' exp (%)) [—C’ exp (;—Oﬂ = %exp (3 + ;—0 + C exp (;—0» = f(x)

f est donc solution de I’équation (F).
3. (a) Onalim; 1 f(t) = 0.
3 3 t
(b) Puisque pour tout réel z, f'(z) = ~30 exp (3 — —1—% exp (20)) < 0, f est strictement décrois-
sante sur [0; 400/

t
(c) On cherche a résoudre I’équation f(¢) < 0.02, ¢’est-a-dire exp (3 — 3 exp (—)) < 0.02

20

t t In(0.02) — 3

On a alors —3 exp <%> < In(0.02) — 3 puis exp <%) > n(_3)
In(0.02) —
Enfin, on trouve ¢t > 201n (11(()03)3)
In(0.02) —

Or, 201n (11(()(]3)3) ~ 16.69. La taille de I’échantillon sera inférieure a 20 individus apres
17 ans.
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1. Cours : Calcul intégral

Intégrale d’une fonction continue positive

Définition 32 : On considere un repére orthogonal (O;; 7). Soit I(1;0), K (1;1) et J(0; 1).
On appelle unité d’aire du repere (O; i ]) I’aire du rectangle O/ K J.

-

Dans tout ce chapitre, on se place désormais dans un repere orthogonal (O; ;, 7)

Définition 33 : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]. On appelle C; la courbe de

la fonction f dans le repere (O; Z, 7)

L’aire délimitée par Cy, par I’axe des abscisses et par les droites d’équation x = a et x = b, exprimée en

b
unité d’aires se note / f(x)dx et s’appelle Iintégrale de f(x) pour z allant de a a b.
a

m Exemple 103 : Il est possible d’encadrer 1’aire sous la courbe en utilisant le quadrillage.

Ici, ’aire sous la courbe est composée de 44 carreaux entiers, 1’intégrale est donc supérieur ou égale a 44.
Par ailleurs, si on ajoute les 17 carreaux que traverse la courbe, on a alors que I’intégrale est inférieure a 61.

b
On a alors 44 < / f(z)dz < 61 n

La notation de I’intégrale est due a Leibniz : pour calculer I’aire sous une courbe, Leibniz I’approchait par des
rectangles de largeur de plus en plus petite. La hauteur des rectangles en z était f(x) et leur largeur, notée dz,
se rapprochait de 0 : on faisait donc la somme des f(z)dz entre a et b. Le symbole [ de I'intégrale n’est autre
qu’un S allongé qui signifie justement "somme".

Rectangles a gauche, ,Rectangles a droite , Rectangles milieu |
1 4': ? 1 1 g} 1 1 1
e T\ /f77 | /:r% '
a b a b a b
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1
m Exemple 104 : Pour tout réel x, on pose f(z) = 6 — 2x. On cherche la valeur de / f(z)dzx
—2

Pour tout réel = € [—2;1], on a bien f(z) > 0

Le polygone délimité par la courbe de f, ’axe des abscisses et les
droites d’équation x = —2 et x = 1 est un trapeze.

Laire d’un trapeze dont les cotés paralleles ont pour longueur b et B

et dont la hauteur vaut h est de M

Ici,ona B = f(-2)=10,b= f(1) =4eth=1—(-2) = 3.

1
/ flaf)dx
—2 Ainsi,

~—

(1 4
/f 0+2)><3 91

Propriété 51 : Si f et g sont deux fonctions continues sur [a,b] ;

On suppose que pour tout réel = € [a,b], f(z) = g(z).

L aire délimitée par les courbes de f et de g ainsi les droites d’équation z = a et x = b vaut / (f—g)(z)dzx
a

Il est alors possible de déterminer I’aire entre deux courbes sans méme savoir 1’aire sous chacune de ces deux
courbes.

2

m Exemple 105 : Pour tout réel z, on pose f(z) = % + g + letg(x) =

2
% L + 1. On souhaite

[\)

déterminer I’aire entre les courbes de f et g entre les abscisses 0 et 3.

2 2
@) —g@ =2+ 211 (T -241)=22

Cette quantité est positive sur [0; 3], L’aire entre la courbe de f et celle de g

3
entre les abscisses 0 et 3 vaut donc / ga:dx
0

Or, cette intégrale correspond a I’aire d’un triangle dont la base a pour longueur Y= =T

3 et la hauteur associée vaut — X 3 soit —.

b 4

1 5
Cette ai t— X 3 X —,soit —.
ette aire vau 5 5 soi 1

C . 15 . .
Ainsi, I’aire entre les courbes de f et de g entre les abscisses 0 et 3 vaut T unités d’aire.
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Intégrale et primitives

Théoreme fondamental
Théoreme 39 : f une fonction continue et positive sur [a,b].

x
La fonction F, : z — / f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en a.
a

En particulier, toute fonction continue positive admet une primitive.

Démonstration 40 : On se contente de démontrer le cas ol f est strictement croissante sur ’intervalle [a; b].

Soit z € [a,b[ et h un réel strictement positif tel que x + h € [a,b].

F,(x+h)—F,(x) représente I"aire sous la courbe de f entre a et x+h a laquelle
on retire 1’aire sous la courbe de f entre a et x. C’est donc I’aire sous la courbe

de f entre x et = + h. )
z+h
mMpa@+m—pu@:/’ Ft)dt ~ |
z a x x+h

On considere les points A(z,0), B(x+h,0), C(z,f(x)), D(x+h,f(z)), E(x,f(x+h)) et F(x+h,f(x+h)).

T x+h

z+h
La fonction f étant strictement croissante, 1’aire f(t)dt est comprise entre Iaire du rectangle ABDC,

qui vaut h X f(z) et I’aire du rectangle ABF'E qufvaut hx f(z+h).

z+h
Ainsi, hf(z) < / f(t)dt < hf(x + h). En divisant par h strictement positif, on a alors
x

Fo(x + h) — Fy(x)
h

f(x) < < flz+h)

Or, f est continue sur [a,b]. Ainsi, lllin% flx+h) = f(x).
—

F, h) — F,
D’apres le théoréme d’encadrement, lim al@ +h) = Fo( existe et vaut f(z).
h—0F h
F, h) — F,
On raisonne de la méme maniére pour  €]a; b] et h < 0. On a donc }Lir% al@ + i)z o(7) = f().
%

La fonction F, est dérivable en x et F.(x) = f(x). Ce raisonnement vaut pour tout x € [a,b] : F, est une
primitive de f sur [a,b

]
Par ailleurs, F,(a) = ft)dt =0 0
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Définition 34 : Soit f une fonction continue et positive sur [a,b] et F' une primitive de f sur cet intervalle.

b
/ f(z)dz = F(5) - F(a)

On note également [F(z)]2

€T
Démonstration 41 : On considere la fonction Fy, : x +— / f(t)dt. On rappelle que cette fonction est 1’unique
a
primitive de f sur [a; b] qui s’annule en a.

Soit F' une autre primitive de f sur [a,b]. Les primitives de f sur [a,b] ne variant que par une constante, il existe
un réel k tel que pour tout réel z, F,(x) = F(x) + k.

Or, on sait que F,(a) = 0. Il en vient que F'(a) + k = 0 et donc k = —F(a). Ainsi, pour tout réel x € [a; b],

Fae) = [ f)dt = F(o) - Fla)

Enpmﬁmﬂknf}@)zi/bf@ﬁﬂ::F@)—lﬁa) .

Cette quantité ne dépend donc pas de la primitive choisie !

5
m Exemple 106 : On cherche a calculer / z2dx
1

3
Une primitive de la fonction = — 22 sur [1; 5] est la fonction z — —. Ainsi,
: 3

/5 ) [aﬁr 5 13 125 124
2L =2 =2 oo
. 31,73 3 3 3 3

—_

2.2 Généralisation aux fonctions de signe quelconque

Définition 35 : Soit f une fonction continue sur [a,b] et F' une primitive de f sur cet intervalle. On définit
I'intégrale de f sur [a,b] par

b
| st =Fe) - Fla)

1

m Exemple 107 : On cherche a calculer / 23dz Une primitive de la fonction = + 2 sur [~2;1] est la
-2
4

fonction x — R Ainsi,

L.

xT 1t (-2
=

1
4 4 4 4
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La quantité ici est négative, il n’est pas possible de I’interpréter directement comme une aire. Il s’ agit en réalité
de la différence de I’aire entre la courbe et 1’axe des abscisses lorsque la courbe est au-dessus de cet axe et de
cette méme aire lorsque la courbe est cette fois en-dessous de I’axe des abscisses.

2.3 Propriétés de l'intégrale

Propriété 52 : Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a,b] et ¢ un réel de I'intervalle [a,b].
Soit A réel.

. / (F + ) (Bt = / " fleyd + / oy
.!befuyuzleffuyn

e (Relation de Chasles) /Cf(t)dt + /bf(t)dt = /b f(t)dt

La relation de Chasles permet notamment de calculer la valeur d’intégrales de fonctions définies par morceaux.

z2+1 ,siz<0

m Exemple 108 : On considére la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = { Bl siz>0°
La fonction f est continue sur [—2; 3]. En effet, le seul souci en éventuel se situe en 0.

Or, lim f(z)=0*+1=1, lil})1+ f(z) =0%+1=1et f(0) = 1. Ainsi,
T—r

z—0~

3 0 3 0 3
/f@w:/fmm+/fmm:/@hmm+/mﬂuﬁ
—2 —2 0 —2 0
23
Or, une primitive de x + 22 + 1 sur [~2,0] est z 3 + x et une primitive de 2 — 3 4 1 sur [0; 3] est

4
x .
T — T + z. Finalement,

i

z* }3_14+93_335
o 3 4 12

/_?;f(t)dt: |:J§+$:|(12+
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Propriété 53 : Soit f une fonction continue sur [a,b]

Si pour tout réel x dans [a,b], f(z) > 0, alors / flx

Cette propriété est souvent utilisée dans le sens contraposé : si f est une fonction continue et positive d’intégrale
nulle, alors f est la fonction nulle.

Propriété 54 : Soit f et g deux fonctions continues sur [a,b] telles que pour tout réel z, f(z) < g(z).

b b
Onaalors/ f(a:)dxé/ g(x)dx

Démonstration 42 : La fonction g — f est continue et positive sur [a,b].

b
Ainsi, d’apres la propriété précédente, / (9 — f)(z)dz > 0.
a

Or, /ab(g — f)(z)dx = /abg(a:)da: - /ab f(z)dx > 0. On adonc /abf(a;)da: < /abg(a:)da:. O

= Exemple 109 : Soit f une fonction continue sur [—2,5] telle que pour tout = € [—2;5], x < f(z) < 7.

Ainsi, / zdr < / f(z / f(z
b 2?1° _ 21
Or, zdr=|—| = —et 7dm = [7x]% 5 = 49. Ainsi, — f < 49. .

2.4 Valeur moyenne d’une fonction
Définition 36 : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b].

On appelle valeur moyenne de f sur [a,b] le réel

m Exemple 110 : La valeur moyenne de la fonction f : z + 2% + 1 sur [1;4] vaut

14, 1[:):3 r 1(43 13 )
=1 ), @ A dr =gt =3{g -3

Pourquoi le nom de valeur moyenne ? Sil’on note M la valeur moyenne
de la fonction f, alors ’aire sous la courbe de f entre a et b correspond
a I’aire du rectangle ayant pour longueur b — a et pour hauteur M.
Dans le cas ci-contre, le rectangle hachuré (qui a pour hauteur la valeur
moyenne de la fonction représentée) et le domaine rempli en rouge ont
la méme aire.
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Intégration par parties

Propriété 55 : Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a,b] dont la dérivée est continue sur
cet intervalle. Alors

/ab(uv')(x)dw = [w]® — /ab(u'v)(a:)d:c

Démonstration 43 : uw est dérivable sur [a,b] comme produit de fonctions dérivables sur cet intervalle. D’apres
la formule de dérivée d’un produit, (uv)’ = u'v+uv’, ¢’est-a-dire uv’ = (uv)’ — u’v. En intégrant cette égalité
entre a et b, on obtient le résultat voulu. |

1
m Exemple 111 : On souhaite calculer / ze2dz.
0

e Pour tout réel z € [0; 1], on pose u(z) = x. On a alors v/(z) = 1
2x

e Pour tout réel = € [0; 1], on pose v(z) = % de sorte que v/ () = €2*

1
On cherche alors a calculer / (v'v)(z)dz. D’apres la formule d’intégration par parties,
0

/Ol(uv')(x)da: = [uv]} — /Ol(u'v)(a;)dx = [m X ?]0 - /01 1x ?dw

L’intégration par parties est pour la premiere fois abordée par Brook Taylor en 1715, dans son livre Methodus
Incrementorum directa et inversa. Dans cet ouvrage, Taylor utilise la notation de Newton : les dérivées sont
symbolisées par un point et les intégrales par un rectangle qui entoure la fonction.
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2. Exercices

Intégrale d’une fonction continue positive

» Exercice 207 — Voir le corrigé.
On considere une fonction f dont la courbe représentative est tracée ci-dessous dans un repere orthonormé

Déterminer les valeurs de

/_(;f(x)d:c /05 f(z)dx
/_31 f(z)dx /_52 f(z)dz

» Exercice 208 — Voir le corrigé.
On considere la fonction f dont la courbe représentative est
donnée ci-contre dans un repere orthonormé.

5
Donner un encadrement de / f(x)dx
—4

» Exercice 209 — Voir le corrigé.

5
Pour tout réel z, on pose f(x) = 2z + 8. Calculer / f(z)dx
-3

» Exercice 210 — Voir le corrigé.

5
On rappelle que pour tout réel z, || = max(x, —z). Déterminer / |x|dx

» Exercice 211 — Voir le corrigé.

x
Soit = un réel supérieur ou égal a 4. Exprimer / (2t 4 3)dt en fonction de x.
4

» Exercice 212 — Voir le corrigé.
5

5
f(x)dx =24 et/ f(x)dx = 14.
1

Soit f une fonction affine que I’on suppose positive sur [—3; 5], telle que /
-3
Donner une expression de f(x) pour tout réel .

» Exercice 213 — Voir le corrigé.
Soit f la fonction définie pour tout réel x € [0; 1] par f (z) = V1 — x2. Apres avoir déterminé la nature de la

courbe représentative de f, déterminer la valeur de / f(z)dzx
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Intégrale et primitives

» Exercice 214 — Voir le corrigé.
Calculer les intégrales suivantes :

7 14 1
a. V2da b. / —dx
-5 3 X
10 1
d. / e 5%y e. / (z* — 2% 42z — 1)dx
0 -1

9 3
h. / 3 s
N

7
1
k. / dex
3 X

» Exercice 215 — Voir le corrigé.
Calculer les intégrales suivantes :

4 2 e 1
a. / 2ze” dx b. / dz
9 o xln(z)

4 4
2
e o [\
o 1+=z 1 V9 4+ 22

» Exercice 216 — Voir le corrigé.
Pour tout réel = > —1, on pose f(x) =

x
(x+1)%

1 1
r+1  (x+1)2
2. En déduire une primitive de f sur | — 1; +o0|

3
3. Calculer alors / f(z)dzx
1

1. Montrer que pour tout réel x > —1, f(x) =

» Exercice 217 — Voir le corrigé.

On considere la fonction f définie pour tout réel x par f(z) = {

1
Justifier que f est continue sur [—4; 1] puis calculer / f(t)dt
—4

» Exercice 218 — Voir le corrigé.

On a tracé ci-contre, dans un repere orthonormé, les courbes des fonctions

f:xw 2%etg: x> 23 sur lintervalle [0; 1].
1. Justifier que, pour tout réel = € [0; 1], f(x) > g(z).
2. Calculer I’aire de la surface grisée.

» Exercice 219 — Voir le corrigé.

xT

1
dz en utilisant celle de / 1 €
0

1
Déterminer la valeur de /
0 +e*

1+e”

x2+$
2% —x 41

4
c. / (2% 4 3z + 4)dx
-2

2
f. / (825 + 52 4 2x)dx
-2

i. /0 (z+1)(z+2))dx

2
1
l./ x—; dx
1 X

,six < —1
,siz > —1 7

L |
dx.
x—i—/o 1+emx
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» Exercice 220 — Voir le corrigé.

n
. _ 2
Pour tout entier naturel n, on pose u,, = / e Tdx
0

1. Montrer que la suite (u,,) est croissante
p 22
2. Montrer que pour tout réel z > 0,ona —x? < —2z + letque e *" < e~ 22+1
e

3. En déduire que pour tout entier naturel n, u,, < =

4. En déduire que la suite (u,,) converge. On ne cherchera pas a calculer sa limite.

» Exercice 221 — Voir le corrigé.
Déterminer la valeur moyenne de la fonction f : x +— 3z + 2 sur [—2; 3]

» Exercice 222 — Voir le corrigé.
Déterminer la valeur moyenne de la fonction f : 2 — —z2 + 4z sur [0; 4]

» Exercice 223 — Voir le corrigé.
Un bénéfice, en milliers d’euros, que réalise une entreprise lorsqu’elle fabrique x milliers de pieces est égal a :

_5 In(z)

f(x) +3

51n(x)?

1. Montrer que F : x + 3z est une primitive de f sur [2; 4]

2. Calculer la valeur moyenne du bénéfice lorsque la production varie de 2000 a 4000 picces

» Exercice 224 — Voir le corrigé.

fla) + f(b)
TR

Soit f une fonction affine. Montrer que la valeur moyenne de f sur I'intervalle [a,b] vaut

Intégration par parties

» Exercice 225 — Voir le corrigé.
4
A T’aide d’une intégration par parties, calculer / xIn(x)dz. On pourra poser v = In et déterminer une
1

fonction u tel que pour tout réel z, u'(z) = .

» Exercice 226 — Un extrait d’exercice que j’ai eu au bac... — Voir le corrigé.
On note

I:/leln(a:)dx et J:/le(ln(x))Qda:

1. Vérifier que la fonction F' définie sur I'intervalle |0; +o00[ par F'(z) = xIn(z) — x est une primitive de
la fonction logarithme népérien sur cet intervalle.

2. En déduire la valeur de I.

3. A I’aide d’une intégration par parties, déterminer la valeur de .J.

» Exercice 227 — Voir le corrigé.
t

Soit ¢ un réel strictement supérieur a 1. A 1’aide d’une intégration par parties, calculer / In(z)dx. On pourra
1
poser v = In et déterminer une fonction u tel que pour tout réel x, u/(z) = 1.
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» Exercice 228 — Voir le corrigé.

1
ey . , . . . L . 2 x
En utilisant deux intégrations par parties successives, déterminer ze*dx
0

» Exercice 229 — Voir le corrigé.
Pour tout entier naturel n, on définit 'intégrale I,, par

1 1
Iy = / e Tdx  et,sin>1,1, = / e T dx
0 0

1. Calculer la valeur exacte de I
2. A T’aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n,

Inyi=-14+(n+1)I,

3. En déduire les valeurs de I et I5.

» Exercice 230 — Voir le corrigé.

Pour tout réel z, on pose f(z) = x%e~*

1. Construire le tableau de variations de f sur R. On précisera les limites en —oo et 4-oc0.
. Trouver deux réels m et M tels que pour tout réel z € [0;4], m < f(x) < M

2
4
3. En déduire un encadrement de / f(x)dx.
0
4

. Chercher trois réels a, b et c tels que la fonction x +— (ax? + bx + z)e~? soit une primitive de f et en
4

déduire la valeur exacte de [ f(x)dz.

0
5. Retrouver cette valeur a I’aide de deux intégrations par parties successives

» Exercice 231 — Voir le corrigé.

1
Pour tout n € N, on pose I,, = / z"In(1 4 z)dx
0

1. Calculer I

2. Montrer que la suite (I,,) est positive et décroissante. Que peut-on en déduire ?

3. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n et tout x € [0; 1], 2" In(1 + z) < 2"
(b) En déduire que pour toutn € N, I, <
(¢) En déduire lim I,

n——+0o00
4. (a) En effectuant une intégration par partie, montrer que pour tout entier naturel n, on a

In(2 1 1 ,..n+l1
I, = n()_ / v dx
n+1 n+1)j; 142

n+1

(b) Etudier la convergence de la suite (n1,,).
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3. Corrigés

Intégrale d’une fonction continue positive

> gorrection 207 — Voir I’énoncé.
2 x 2
/ f(x)dzx est’aire d’un triangle et vaut
-2

5
/ f(x)dx est I’aire de deux trapézes.
0

243)x1 3+2) x4
Le premier a une aire de & et le deuxieme une aire de % L aire total vaut donc 12.5.
3
/ f(z)dz est ’aire de deux trapeézes.
-1
(1+3)x2 (3+2.5) x 2

Le premier a une aire de et le deuxieme a une aire de . L’aire totale vaut donc 9.5.

2

5 0 5
Pour calculer I’aire / f(z)dz, il suffit d’ajouter les aires / f(z)dz et / f(x)dz. L aire recherchée vaut
-2 -2 0
donc 14.5
» Correction 208 — Voir I’énoncé.
Il est possible d’encadrer I’intégrale en comptant le nombre de carreaux sous la courbe pour avoir un minorant.

5
On ajoute les carreaux que la courbe traverse pour obtenir un majorant. On a donc 19 < / f(z)dx < 30.
—4

Cet encadrement peut largement étre amélioré (en ne considérant que des demi-carreaux par exemple).

» Correction 209 — Voir I’énoncé. .
Pour tout réel x, on pose f(x) = 2x + 8. / f(z)dz désigne I’aire ci-dessous
-3

e

Il s’agit de I’aire d’un trapeze dont les bases ont pour longueur 2 et 18 et la hauteur a pour longueur 8. Cette

(2 +18) 2418

5
aire vaut donc > X 8. Ainsi, / f(z)dx —5 x 8 = 80.
-3
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> Correction521 0 — Voir I’énoncé.

L’intégrale / |z|dx est représentée par 1’aire ci-dessous.

5x 3

: . : : : 3 x N .
Il s’agit de I’aire de deux triangles. Le premier a une aire de et le deuxieme une aire de

5
Ainsi,/ |z|dx = 17.
-3

> Correctionx211 — Voir I’énoncé.

L’intégrale [ (2t + 3)dt représente I’aire de la surface grisée ci-dessous.
4

27+ 3 4

11

/]

7 T

Il s’agit de I’aire d’un trapeze dont les bases ont pour longueur 11 et 2z + 3 et la hauteur a pour longueur = — 4.

20 +3+11 —4 ‘
(2x + 3+ 2)>< (z )soitx2+3:v—28. Ainsi,/ (2t+3)dt:x2+3x—28
4

Cette aire vaut donc

» Correction 212 — Voir I’énoncé.
Soit a et b deux réels tels que, pour tous réels x, f(x) = ax + b. Représentons la situation

5 +bf------------- -~
a+b|--
/yz_a_kb
-3 5}
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5
L aire / f(z)dz correspond a I’aire jointe des deux trapézes.
-3

— b b
Celle-ci vaut sa t ; bat x (5—(=3)) =8(a+b).

a+b+5a+b

5
L aire / f(x)dx correspond a I’aire du trapéze foncé. Celle-ci vaut X (b —1) =2(6a+ 2b).
1

5 5 8(a+b) =24
Ainsi, on a / f(x)dx =24 et / f(x)dx = 14 si et seulement si
-3 1

2(6a + 2b) = 14

a+b=3
Ce systeme est équivalent a .
6a +2b =17
a+b=3
En soustrayant deux fois la premiere ligne a la deuxiéme ligne, on obtient
4a =1
11
, b=% .. ) z 11
Finalement, . Ainsi, pour tout réel z, f(z) = 1 + R
1
a = 1

» Correction 213 — Voir I’énoncé.
La courbe représentative de la fonction 2 — /1 — 2 sur [—1; 1] est le demi-cercle supérieur de centre O et de

1
rayon 1. L’aire du demi-disque vaut g Ainsi, / V1—a22dx = g
-1

Intégrale et primitives

> Co7rrection 214 — Voir I’énoncé.
a. / V2dz = [V2z]" 5 = V2(7 — (=5)) = 12v/2. Tl est aussi possible de procéder a un calcul daire.
-5

14 9 14
b [ 2o = @) = 1a10) - 10 = 1 ()

4 3 4 3 3
3 £ 3 —2)3 3
c./ (22 +3z+4)dx = {x—l—m2—|—4m} :+><42+4><4—<( ) +><(—2)2+4><(—2)) -
L 32 ., 32 3 2
66

10 o510 e50 1
d. / e dx = { 3 } =5 + 5 Attention a d’éventuelles erreurs de signe ici !
0 —2 o
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1 5 3 2 1 34
e./(a:A‘—xz—l—x—l)dx:{x—x—i-w—:):} =——
—1 —1 15

2 2
4 5
f. / (82° 4 523 4 2z)dx = [gxﬁ + 1904 + 332} = 0. On aurait également pu tout simplement remarquer
2 -2

que la fonction intégrée était impaire et I’intervalle d’intégration symétrique par rapport a 0.

1 1
g./ e dx =
0

2

ezx} B e2—1
0 2

2 2 3 2
i./ ((:E—l—l)(:c+2))dx:/(1;2+3$_|_2)d33: L I

1
. 1 1
i [ e = )} = )
7 7
1 1 4

o [ Lo [

3 T xls 21

2 2 2

1 1 1 1 1

L/ZL“Z d.%‘:/ (2+3>d$:|:——2:| :Z

1T 1 \T T r 2zl 8
» Correction 215 — Voir I’énoncé.

a. Pour tout réel z € [—2;4], on pose u(x) = z2. On a alors u/(z) = 2z et 2ze® = u/(z) x €“(®), Une
e . 2 . .
primitive de x — 2xe”” sur [—2; 4] est donc la fonction x — e*”. Ainsi,

4 2 214
2ze” dx = [e‘r } =el6 ¢t

1
b. Pour tout réel = € [2; €], on pose u(x) = In(z) (qui est alors strictement positif). On a alors u/(z) = — et

x
1 : /
TIn(@) = ln?:c) = Z((;:)) Une primitive de x +— 2Tn(z) sur [2; e] est donc la fonction z +— In(In(x)). Ainsi,
¢ 1
/2 2In(2) dr = [Inln(z)]5 = —In(In(2))
) 1 , 1 el= I
c. Pour tout réel z € [1;3], on pose u(z) = —. Onaalors u'(z) = ——F et — = —|—— | e /v =
x x x x
1/x
—u/(x) x ¢“(*), Une primitive de z + 5~ sur [1; 3] est donc la fonction = —el/*, Ainsi,
x
3 1/x 3
/ ¢ 5 dr = [—el/ﬂ —e—el/3
1T 1
. 9 , 2z v (z) L
d. Pour tout réel = € [0;4], on pose u(z) = 1 + z*. On a alors v'(x) = 2z et ——— = ——-. Une primitive
1422 u(x)
2
de x — 1 _:3 5 sur [0; 4] est donc la fonction z — In(1 + z?). Ainsi,
x

4 2z 2\14
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T 2z
VO+a?  2v/9+a?
sur [—1; 4] est donc la fonction z — /9 + z2. Ainsi,

e. Pour tout réel x € [—1;4], on pose u(z) = 9 + 22. On a alors u/(x) = 2z et
u' ()

2/ u(z) V9 + 2?2
4, A
/1de— [Vo+a22]  =5-V10

Une primitive de x +—

x /
f. Pour tout réel x € [—3;2|, on pose u(xz) = 1 + €®. On a alors v/(x) = e” et a fez)2 = —Z(gl Une
x
primitive de = — % sur [—3; 2] est donc la fonction z +— — . Alnsi,
(14 ev)? 1+e®
/2 e” { 1 r’ 1 1
— _p=|——| = -
g (14 e%)? 14+er] 5 14e3 1+4¢€2
» Correction 216 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel x > —1,
1 1 (x+1)—1 x f(z)
— = = = x
r+1 (x+1)2 (x+1)2 (x+1)2
1
Une primitive de f sur | — 1;+oo[ estdonc F': x — In(x 4+ 1) + n
[P 1 7? 1 1 1
Ainsi, /1 f(z)dz = [ln(w +1)+ 251, =In(4) + i~ In(2) — 3= In(2) — 1

» Correction 217 — Voir I’énoncé.
Le seul probleme éventuel se situe en —1. Ona lim f(z)=(-1)2+(=1)=0et
z——1

lim+ f(z) =2 x (=1)> = (=1) + 1 = 0. Ainsi, f est continue sur [—4; 1].
T——1

D’apres la relation de Chasles,

/f t)dt = / f(t dt+/ f(t)dt = /1(t2+t)dt+/_11(2t3t+1)dt
Or,/; (2 + t)dt = {§+tﬂ_4:227 t/1(2t3—t+1)d— {t;—tjﬂr_l:z
Alinsi, /_1f(t)dt:

» Correction 218 — Voir I’énoncé.

Ona
1 T 1 1 T 1
1 1
/ ¢ mdaz+/ xdm:/ +€xd:z::/ ldo = 1
0 1 + e 0 1 + e 0 1 +e 0
. . e” u'(z) ) .
Par ailleurs, si on pose pour tout z € [0,1], u(z) = 1+ €%, on a = . u étant strictement

1+er  14u(x)

sur [0; 1] est la fonction z — In(1 + e*). Ainsi,

xT

e
1+ e”

positive, une primitive de x +—

/01 : fe:c dz = [In(1 4 ¢®)]) = In(1 4 ¢) — In(2) = In (1 42r e)
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Finalement,

L | (1-%6) <1+—e) < 2¢ )
de=1-—1 =1 —1 =1
A 11es ™ AN n(e) —In{ = "\Tre

» Correction 219 — Voir I’énoncé.
Soit 2 € [0;1]. On aalors 0 < 2 < 1 puis, en multipliant cette inégalité par 22, 0 < =

9(z) < f(2).

Laire de la surface grisée vaut

[ o= [ - = Z-2 -i-1-5

» Correction 220 — Voir I’énoncé.

2
3 < 22, et donc

1. Pour tout entier naturel n

n+1 ) n ) n+1 )
Upg1 — Up = / e dr / e dr _ / e da
0 0 n

Puisque pour tout réel x entre n et n+ 1, e > 0, il en vient que f:H e~ dx = Oetdonc up41 = Up.
La suite (uy,) est croissante.

2. Soit z > 0. Alors (z — 1)% > 0, c’est-a-dire, 22 — 2z + 1 > 0 et donc —2> < —2x + 1. La fonction
exponentielle étant croissante, on a alors e~ L e 2l

3. Ainsi, pour tout entier naturel n,

n 5 n ef2x+l
Uy, = / e dr < / e gy = [
0 0 -2

4. La suite (u,,) est croissante et majorée : cette suite est donc convergente.

n
€2n+1

_ +S¢
0 2 2

¢
2

» Correction 221 — Voir I’énoncé.
La valeur moyenne de la fonction f : z +— 3z + 2 sur [—2; 3] vaut

3

1 3 13
S Ndr = - |—2®>+2
3_(_2)/ (3x + 2)dx s 5% + 2z

92 -2

» Correction 222 — Voir I’énoncé.
La valeur moyenne de la fonction f : z + —z% + 4z sur [0; 4] vaut

1 x3 4

4 1|:
= (e dn)de = - |- 22
4_(0)/0( x* 4+ 4x)dz 1 3—1— x

» Correction 223 — Voir I’énoncé.
On rappelle que si u est dérivable sur un intervalle I, alors u? ’est également et (u?) = 2u/u. Pour tout réel
x € [2;4],

= 64+32—1><
3 4

3

32 8
3

0

F’(az):gx2x%xln(x)+3:f(a:)

F est donc une primitive de f sur [2;4].
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La valeur moyenne du bénéfice lorsque la production varie de 2000 a 4000 pieces vaut

1 1 51n(4)? 51n(2)?
/f = IF (x)]3=2x(2+3x4—2—3x2)

En utilisant le fait que In(4) = 21n(2), on obtient

/ fa | 1512’

4

» Correction 224 — Voir I’énoncé.
Soit m et p les réels tels que, pour tout réel z, f(x) = ma + p. La valeur moyenne de f sur [a; b] vaut

1 b 1 [ma? b 1 mb? — ma?
5o | ma e = 2 [T | = o ( )
puis
1 b m(b+a) + 2p
P (m:v+p)dac:b_a><(b—a)><((2))
et donc
1 b mb+ma+2p ma+p+mb+p  f(a)+ f(b)

Intégration par parties

» Correction 225 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel = € [1;4], on pose...

e v(x) =In(z). Onaalors v'(z) =

$2

o u(z) = 5 de sorte que u/(z) =
4
On souhaite alors calculer / (v'v)(z)dx. D apres la formule d’intégration par parties,
1

4 4 2 4 4 .2 274
1 15
/ (u'v)(z)dz = [uv]*— / (w')(z)dz = [m ln(x)} [ L« dr =8In(4)— [m} = 8In(4)— —
1 1 2 1 1 2 41y 4

» Correction 226 — Voir I’énoncé. )
F est dérivable sur |0; +oo] et, pour tout réel > 0, F'(x) = 1 x In(z) + x x — — 1 = In(z). F est donc bien

x
une primitive de In sur |0; +o0].

Ainsi, I = /16 In(z)dx = [xIn(x) — z]f = eln(e) —e — (11In(1) = 1) =1

Pour tout réel = € [1; ], on pose...

K|

e v(z) = In(z). On aalors v/(z) =
u(z) = xIn

~

() — x de sorte que u

(2) = In(x)
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e
On souhaite alors calculer J = / (v'v)(z)dz. D’apres la formule d’intégration par parties,
1

cxln(z) —=x
x

J = [(@1n(z) — 2) In(@)]s — /1 do =0 — /1 “(n(z) — 1)

Ainsi,
€ €
Jz(/ ln(x)daz/ 1d:v> =—I+(e—1)=e—2
1 1

» Correction 227 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel = € [0; 1], on pose v(z) = In(z) et u(x) = x. Ainsi, par intégration par parties,

t t t
/ In(z)dx = / o' (z)v(z)de = [uw]} — / u(x)v'(z)dz
1 1 1
Il en vient que
t t
/ In(x)dr = [z1n(x)]] — / lde =tln(t) -t —1
1 1
En particulier, la fonction ¢ — ¢ In(¢) — ¢ est une primitive de In sur [1; +o00] (et sur ]0; +-o00[ en réalité !).
» Correction 228 — V?ir I’énoncé.

On souhaite calculer / x2etdx
0

Pour tout réel = € [0; 1], on pose...

e v(z) = 22. On aalors v'(z) = 2x
e u(x) = e de sorte que u'(x) = €*

1
On souhaite alors calculer / (u'v)(x)dz. D aprés la formule d’intégration par parties,
0

/OI(U/U)(I)dx - [uv](l) - /OI(UU/)(CC)dl‘ = [9326"”}(1) - /01 2ze*dr = e — 2/01 ze’dx

1
On souhaite maintenant calculer / 2xe”dx

e Pour tout réel € [0; 1], on pose ve(z) = 2. On a alors v} (x)

=1
e Pour tout réel x € [0; 1], on pose ua(z) = e® de sorte que uH(z) =

On cherche alors a calculer / uhvy)(z)dx. D apres la formule d’intégration par parties,

1 1 1
/0 (uhve)(x)dx = [ugva)h — /0 (ugvh)(x)dz = [ze]y — /0 fdr=ce—[e']f=e—(e—1) =

Finalement,

1
/ 22e%dr =e — 2
0
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» Correction 229 — Voir I’énoncé.

1. Onaly = fol el=Tdy = [—61_33](1] =e—1

2. Soit n un entier naturel.
e Pour tout réel z € [0,1], on pose v(x) = ™+, On a alors v'(z) = (n + 1)2"
e Pour tout réel = € [0; 1], on pose u(z) = —e'~* de sorte que u/(x) = e' =%

Ainsi,
1 1
In+1:/ x”“el_gcdx:/ (u'v)(z)dx
0 0

D’apres la formule d’intégrations par parties,

1 1
It = [—x”“elz]é—/ (n+1)z" x (—e! ™) dx = —1+(n+1)/ e dr = —14+(n+1)I,
0 0

3. Ainsi,
o [[=-1+1xlp=—-1+e—-1=€e—2
e h=—14+2xL=-14+2(e—2)=2-5

» Correction 230 — Voir I’énoncé.

1. D’une part, lim e * = +o0 et donc, par produit, lim f(z) = +oo. Par ailleurs, pour tout réel z,
T—r—00 r—r—0o0
72
f(x) = —. Par croissances comparées, lim f(x) =0
eT T—+400

La fonction f est dérivable sur R et pour tout réel x,
flx) =2z +a? x (—e ) =2(2 —2)e”

On en déduit le tableau de variations de f

x —00 0 2 +o0
x - 0 + +

2z + + 0 -

f'(z) - 0 + 0 -

! +00\0/464\0

2. D’apres la question précédente, pour tout réel 2 € [0;4], 0 < f(x) < 4e™.
4 4 4 4

3. On en déduit que/ Odz < / f(z)dz < / 4e~dx soit 0 < / f(z)dx < 167
0 0 0 0

4. Soit g : x +> (ax?® 4+ bx + c)e~*. g est dérivable sur R et pour tout réel ,

d () = 20z 4+ b)e ™ — (ax? + br + c)e™® = (—az® + (2a —b)z + b — c)e®
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11 suffit alors de prendre a, b et ¢ de telle sorte que —a = 1,2a —b = 0etb — ¢ = 0. Ainsi, a = —1,
b= —2et ¢ = —2 conviennent. Une primitive de f est donc g :  — — (2% + 22 + 2)e~*. De fait,

/04 flx)de = [—(2® + 22 + 2)6_96]3 =2—26e1

5. Pour tout réel x, on pose u(x) = 2% et v(z) = —e~%. On aalors v/(x) = 2z et v'(z) = e~%. D’apres la
formule d’intégration par parties, on a

4 4 4
/ 2 dr = / (wv) (z)dx = [uv]y — / (v'v)(z)dz
0 0 0
Ainsi,
4 A 4 4
/ ze  dr = [—xZe*x]O — / 2z x (—e %)dr = —16e~* + 2/ xe “dx
0 0 0
Pour tout réel x, on pose alors w(x) = x. D’apres la formule d’intégration par parties, on a
4 4 4
/ xe Ydx = / (wv')(z)dz = [wog — / (w'v)(z)dx
0 0 0
et donc
4 4 4 4
/ ze Cdr = [—xefx]o — / —e %dr = —4e " — [efx]o =1-5e4
0 0
Ainsi,
4
/ e dr = =16 +2(1 — 5e™*) =2 — 26e 74
0

» Correction 231 — Voir I’énoncé.

1
1. Onaly = / In(1 + x)dz. On procede a une intégration par parties, en posant, pour tout réel  entre 0

0
et 1, u(z) = x (etdonc v/(z) = 1) etv(x) = In(1 + ). Ainsi,

1 1
T
ln1+xda::a:1nl+:n1—/ dx
| w0+ e = e+ - [
D’une part, [z In(1 + x)]y = In(2). Par ailleurs, pour tout réel = € [0; 1], 52— 1-— T Alinsi,

/1 In(1 + z)dz = In(2) — [z — In(1 + 2)]§ = In(2) — (1 — In(2)) = 2In(2) — 1
0

2. Pour tout entier naturel n, pour tout réel x € [0;1] ona 0 < 2™t < 2™, Par ailleurs, pour tout réel
x € [0;1], 1 + = > 1 et donc, en appliquant la fonction logarithme népérien qui est croissante sur
[1; +00], on a donc que In(1 + x) > 0. Finalement, pour tout entier naturel n, pour tout réel = € [0; 1],
0 < 2" In(1 +2) < 2"In(1 + ). En intégrant cette inégalité entre 0 et 1, on a donc que, pour tout
entier naturel n, 0 < I,,11 < I,,. La suite ([,,) est positive et décroissante, elle est donc convergente.

3. (a) Pourtoutz € [0,1],1 < 1+ < 2etdonc 0 < In(1 + x) < In(2), qui est lui-méme inférieur a 1.

Ainsi, pour tout entier naturel n et tout x € [0; 1], 2™ In(1 4+ z) < 2"
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1
(b) En intégrant cette derniere inégalité entre O et 1, on en déduit que pour toutn € N, I, < / x"dx.
0

Or,
1 nt+171 1
/ dr = | 2 =
0 n —+ 1 0 n -+ 1
. . 1
Ainsi, pour tout entier naturel n, I,, < .
n+1
(c) On sait que pour tout entier naturel n, 0 < I, < . Or, lim 0 = lim = 0.
n—+1 n—+oo n—+oon + 1
D’apres le théoréme d’encadrement, la suite (I,,) converge (ce que I’on avait déja démontré) et
lim I,=0
n—r—+00
xn+1
4. (a) Soit n un entier naturel. Pour tout x € [0;1], on pose u(x) = In(1 + z) et v(z) = 1 (on a
n
alors v'(x) = x™). Par intégration par parties, on a alors
In _ l‘n-&—l ln(l + 1:)] 1 - 1 /1 xn+1 gy 111(2) B 1 /1 mn-l—l "
n+1 o n+1lJy 1+ n+l n+1), 1+z
(b) Pour tout entier naturel n,
In(2 1 .+l
nIn:nn()— n /aj dx
n+1 n+1)J, 14+
or, 1i 1 (on peut factori serire —— = 1— —~ ). Paraill
r, lim = 1 (on peut factoriser par n ou écrire =1 — ——). Par ailleurs, pour
n—+oon + 1 peu parn ou n+1 +1 4rs pou

" xn—&—l
2

tout réel z € [0; 1], < < 2™ et donc, en intégrant entre O et 1,

1+=x

1 Logntl 1
— < dx <
2(n—|—1)\/0 l+z  “n+l
Ainsi, en utilisant le théoréme d’encadrement, on trouve que cette intégrale converge et que

1 xn—i—l

lim dr =0

n—+oo J 1+=x

Finalement, la suite (nl,,) converge et lim nl, = In(2).
n—-+o0o
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1. Cours : Fonctions trigonometriques

-,

Dans tout ce chapitre, on se place dans un repere (O; ;, ) orthonormé.

1 Rappels

1.1 Enroulement de la droite des réels
Définition 37 : On appelle cercle trigonométrique le cercle de centre O et de rayon 1 que I’on parcourt dans
le sens inverse des aiguilles d’une montre. Ce sens est appelé sens trigonométrique.

On trace la droite des réels a droite de ce cercle trigonométrique, parallelement a 1’axe des ordonnées, puis
on I’enroule autour d’une cercle trigonométrique. A chaque point z sur cette droite des réels, on associe
ainsi un unique point M (x) sur le cercle.

RN

I Propriété 56 : Deux réels dont la différence est le produit de 27 et d’'un nombre entier ont la méme image
par M

1.2 Cosinus et sinus d’'un nombre réel
Définition 38 : Soit = un réel et M () son image sur le cercle trigonométrique. On appelle :

e Cosinus de x, noté cos(x), I’abscisse de M (x)
e Sinus de x, noté sin(x), I’ordonnée de M (x)
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1 Rappels

m Exemple 112 : On retiendra en particulier les valeurs remarquables suivantes

%
— (S n (e}
% Sk o —
= LI
NG klw| — N
< &
(e
= k|© f_Q — |
= &) — =
& 5
] < (=] )
o = =
a0 el %) =
(&) < o o=
A &~ @) 1)
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Propriété 57 : Pour tout réel x,

—1<cos(z) <1 —1<sin(z) <1 cos(z)? + sin(z)? = 1
8, . 14+
m Exemple 113 : On considere la fonction [ : x — —————.
2 + sin(z)
Puisque, pour tout z € R, 1 > sin(z) > —1, alors 3 > 2 + sin(xz) > 1 > 0. f est donc bien définie sur R.
1 1
Par ailleurs, la fonction inverse étant décroissante sur |0;+oo[, ona — < ————— < 1 et donc, en
3 2 + sin(z)
1
multipliant par 1 + z qui est strictement positif sur ]0; o0/, % < f(x).
. 1+ . :
Or, lim = +o00. Par comparaison, lim f(x) = +oo. n
z——+00 3 T—+00
1.3 Résolution d’équation et d’inéquation
1
m Exemple 114 : Les solutions de 1’équation cos(x) = 5 sur [—7; 7] sont —g et g "
. ., . T 37
m Exemple 115 : Le solutions de I’équation cos(z) = 0 sur [0; 27| sont 5 et 5 (]

3 11
m Exemple 116 : L’ensemble des solutions de I’inéquation cos(z) < \2[ sur [0; 2] est I’intervalle {g, 671 .
Sur I’intervalle [—; 7] I’ensemble des solutions de cette inéquation est [—77; —%} U [%, 77] . [

8
I

| S

S

T 117
6 6

Il faut donc faire attention a I’intervalle de résolution.. Dans tous les cas, le cercle trigonométrique sera votre
plus précieux allié.
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2 Fonctions trigonomeétriques

2.1 Définition et variations

Définition 39 : La fonction cosinus est la fonction qui, a tout réel x, associe cos(x).
La fonction sinus est la fonction qui, a tout réel z, associe sin(x).

T —

_2m L g
— 1=
T T
x —T 5 0 5 s
cos / 0 0 \
-1 -1
cos(z) - 0 + 0 -
A
1+ y = sin(x)
-2 —Tr ™ 2m g
14+
T T
x —T 5 0 5 T
0 / 1
sin \ / 0 \
-1 0
sin(z) 0 — 0 + 0
Jason LAPEYRONNIE
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Propriété 58 : Pour tout x € R, on a

e cos(—x) = cos(x), la fonction cosinus est paire.
e sin(—z) = — sin(x); la fonction sinus est impaire.

Cela se traduit graphiquement par le fait que la courbe de la fonction cosinus est symétrique par rapport a 1I’axe
des ordonnées alors que la courbe de la fonction sinus est symétrique par rapport a I’origine du repere.

Exemple 117 : (—E) = (E) — @ . ; <_E) - (E) _ _@
| | p . COS 4 = COS 4 = 2 9 Sin 4 = Sin 4 = 2 | |

Propriété 59 : Pour tout x € R et pour tout k € Z, on a

e cos(z + k x 2m) = cos(z)
o sin(x + k x 2m) = sin(x)

On dit que les fonctions sinus et cosinus sont 27-périodiques.

25T A7 7 T T 1
m Exemple 118 : cos (3) = cos <3 + 3> = cos (4 X 21 + §) = cos (g) = - [

2.2 Dérivée des fonctions trigonométriques

Propriété 60 : Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R. Par ailleurs, pour tout réel x,

sin’(z) = cos(z) cos'(r) = —sin(z)

m Exemple 119 : On considere la fonction g : x +— 2 cos(z) — x définie sur I = [—m; 7|. g est dérivable sur
Ietpourtoutz € I, ¢'(x) = —2sin(z) — 1.

Ainsi, ¢'(z) > 0 si et seulement si sin(z) < 5 Pour résoudre cette inéquation on peut utiliser le cercle

trigonométrique.
o . . 1
Ainsi, ¢'(x) > 0 si et seulement si sin(z) < == 4
Pour résoudre cette inéquation on peut utiliser le cercle
trigonométrique.
L’ensemble des solutions de I'inéquation sin(z) < —g sur o= 1 g
o m ) 2 N\T i (.
[—7; 7] est 578 On peut alors construire le tableau de o .
variations de f sur I'intervalle [—7; 7] 6 6
5 s
xr —7r —% = s
g'(x) -0 + 0 -
T —2 s
— 5 +V3
g %s — T
6 V3 -2
]
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Il est également possible de dérivée des fonctions composées avec le cosinus ou le sinus.

Propriété 61 : Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle 7. Alors sin(u) et cos(u) sont
également dérivables sur cet intervalle [ et on a

(sin(u)) = u’ x cos(u) (cos(u)) = —u' x sin(u)

= Exemple 120 : Pour tout réel x, on pose f(r) = sin(3z% — 4z + 5).
f est dérivable sur R et pour tout réel z, f'(z) = (6x — 4) sin(3z2 — 4z + 5) n

Propriété 62 : Soit a un réel non nul.

sin(ax)

e Une primitive de x — cos(ax) sur R est z —

a
- i cos(ax
e Une primitive de  — sin(ax) sur R est z — — (az)

a

Démonstration 44 : 11 suffit de dériver. Attention au signe ! D

m Exemple 121 : Pour tout réel x, on pose f(z) = 3 cos(2z) — 5sin(9x). Une primitive de f sur R est la

£
2

. 5
fonction F' définie pour tout réel = par F'(z) = = sin(2z) + 9 cos(9z). u

m Exemple 122 : Pour z € R, on pose g(z) = cos(z) sin(z). Pour tout z € R, ona g(x) = sin’(x) x sin(z).

1
Une primitive de g sur R est la fonction G définie pour tout réel x par G(z) = 5 sin?(x). "

™
m Exemple 123 : On considere la fonction f : 2 + sin®(z)dz définie sur Reet I = / f(z)dx.
0
D’une part, pour tout réel x,

f(z) = sin(z) x sin?(z) = sin(z)(1 — cos?(z)) = sin(zx) — sin(z) cos?(z)

s s
Ainsi, I = / sin(z)dx + / (— sin(z) cos®(x))dz. D’une part,
0 0

/07r sin(x)dx = [— cos(x)]§ = —cos(m) — (—cos(0)) = —(—-1) — (=1) =2

D’autre part, pour tout réel 2 € [0; 7], on a — sin(x) cos?(x) = cos’(x) x cos?(x).

3
Une primitive de la fonction z +— — sin(z) cos?(z) sur [0; 7] est donc la fonction o cos™(2) . Ainsi,
™ 3,77 3 3
, 9 cos (m)} cos®(m)  cos®(0) 1 1 2
/0 (—sin(x) cos*(x))dx 5, : : il :
2 4
Finalement, ] =2 — — = —. =
3 3
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2. Exercices

Rappels

» Exercice 232 — Voir le corrigé.

On se place sur le cercle trigonométrique tracé ci-dessus et sur lequel sont placés certains points.

» Exercice 233 — Voir le corrigé.
En utilisant le cercle trigonométrique, déterminer les valeurs suivantes

(3 () ()
w) wE )
o) (D) w®

» Exercice 234 — Voir le corrigé.
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue x €] — m; 7.

cos(x) = % sin(z) = g cos(xz) =0

» Exercice 235 — Voir le corrigé.
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € [0; 27].

sin(z) = % cos(x) = —g cos(xz) =0

» Exercice 236 — Voir le corrigé.

1
Résoudre I’équation cos(x)? — 5 = Osur [0; 27].

points

Déterminer les
cercle trigonométrique des
s 27
us 3T
2 2
us 3T
6 4
—Tm 197
4 3

images par

I’enroulement de la droite des réels sur le

réels suivants

—3m 187
x x
2 2
—om 8
3 3
=37 23w
6 4
sin (2_7r>
3
sin (3—7T>
4
. ™
()
sin(z) = V3
T2
: V3
sin(z) = >
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» Exercice 237 — Voir le corrigé.
Résoudre les inéquations suivantes sur [—7; 7]
1

cos(z) < 5 cos(x) >0 cos(r) < —

|5
|

cos(z) <

» Exercice 238 — Voir le corrigé.
Résoudre les inéquations suivantes sur [—7; 7]

L V3
2

2cos(z)+1>2 —igcos(az)g 1—+v3< —2cos(z)+1<0

» Exercice 239 — Voir le corrigé.
Soit = un réel. Que vaut (cos(z) + sin(z))? + (cos(x) — sin(x))? ?

Fonctions trigonométriques

» Exercice 240 — Voir le corrigé.

On considere la fonction f : £ — ————.
2 + cos(z)

1. Justifier que f est définie sur R

2. Calculer f (%) et f(—m).
3. Trouver deux réels m et M tels que pour tout réel x, m < f(x) < M.

» Exercice 241 — Voir le corrigé.
On admet que les fonctions suivantes sont dérivables sur R. Donner une expression de leur dérivée.

fi:x— cos(3z) +x fa 1 @ — sin(x) cos(x)
f3:z— cos(ex) fa:a = (sin(z))?
f5 2 2—725)2:}5) fo : x = In(1 + cos(x)?)

» Exercice 242 — Voir le corrigé.
Le but de cet exercice est de prouver d’une nouvelle maniere que pour tout réel x, on a
(cos(x))? + (sin(x))? = 1. Pour tout réel o, on pose f(x) = (cos(z))? + (sin(z))?.

1. Que vaut f(0) ?
2. Justifier que f est dérivable sur R et calculer f’(z) pour tout réel 2. Conclure.

» Exercice 243 — Voir le corrigé.
Pour tout réel x, on pose f(x) = x + cos(x).

1. Construire le tableau de variations de f en incluant les éventuelles limites en —oo et 4-00.
2. Donner I’équation de la tangente a la courbe de f a 1’abscisse 0.

» Exercice 244 — Voir le corrigé.

On considere la fonction f : z — M définie sur [0; 27]
2 + cos(x)
1+2
1. Justifier que f est dérivable sur [0; 27] et que pour tout réel = € [0; 27, f'(z) = (213;)(2(;:))2'

2. Construire le tableau de variations de f sur [0; 27].
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» Exercice 245 — Voir le corrigé.
Montrer que pour tout réel z > 0, on a z > sin(x).

» Exercice 246 — Voir le corrigé.
Pour tout réel z, on pose f(x) = cos (6_12)

1. Déterminer, si elles existent, les limites de f en 400 et en —oc.
Justifier que f est dérivable sur R et que calculer sa dérivée.
Montrer que pour tout réel z, 0 < e~ <1

En déduire que pour tout réel z, sin(e™2") > 0

En déduire le tableau de variations de f.

kv

» Exercice 247 — Voir le corrigé.
T

Soit f la fonction définie pour tout = € [—g, 2} par f(xz) = z — sin(z)

1. Montrer que f est strictement croissante sur [—g,g]
2. En déduire que I’équation sin(z) = x posséde une unique solution dans I’intervalle [—g,g} Quelle
est-elle ?
On considere la suite (u,) définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n, u,+1 = sin(uy,).
3. Montrer que pour tout entier naturel n, 0 < u, < g et que la suite (u, ) est décroissante.

4. En déduire que la suite (u,,) converge. Quelle est sa limite ?

» Exercice 248 — Voir le corrigé.
Pour tout réel x > 0, on pose f(x) = g (sin(lnx) — cos(Inx)) et g(z) = sin(Inx). Montrer que f est une

primitive de g sur ]0; +o00].

» Exercice 249 — Voir le corrigé.
On admet que les fonctions suivantes sont continues sur R. Donner une primitive de ces fonctions.

fi:x— cos(3z) — 2sin(bx) fa: x> cos(x) — sin(x)
f3 : @ — 2w cos(x?) fa: x> sin(z) cos(x)

» Exercice 250 — Voir le corrigé.
Calculer les intégrales suivantes

g m/4 w/6
a./ cos(x)dx b./ sin(x)dx c./ sin(2x)dx
0 0 0
4 VT w/4 L
d./ cos(z) sin(z)3dx e./ x cos(2x?) f_/ ﬂdw
0 0 0

1 — sin(x)?
» Exercice 251 — Voir le corrigé.

/2
A T’aide d’une intégration par parties, déterminer / x cos(z)dz.
0

» Exercice 252 — Voir le corrigé.

w/2
A T’aide de deux intégrations par parties successives, déterminer / e” cos(x)dx.
0
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» Exercice 253 — Bac S — Guyane 2018 — Voir le corrigé.
Un publicitaire souhaite imprimer le logo ci-dessous sur un T-shirt :

11 dessine ce logo a I’aide des courbes de deux fonctions f et g définies sur R par :
f(z) = e “(—cos(z) +sin(z) +1) et g(x)=—e “cos(z)

On admet que les fonctions f et g sont dérivables sur R.

Partie A : Etude de la fonction f
1. Justifier que pour tout z € R,
—e "< f(r) <3e”

2. En déduire la limite de f en +oc.
3. Démontrer que, pour tout réel z,

f'(z) = e ™(2cos(x) — 1)
4. Déterminer le signe de f’(x) pour = appartenant a I’intervalle [—; 7] et en déduire les variations de f

sur cet intervalle.

Partie B : Aire du logo

On note Cy et C4 les représentations graphiques des fonctions f et g dans un repére orthonormé (O, 4, j). Le

logo correspond au domaine délimité par la courbe Cy, la courbe C, ainsi que les droites d’équation x = 3
" s
etrx = —.
2

=

1. Calculer f(x) — g(x) pour tout réel z.
2. En déduire que la courbe de f est toujours au dessus de la courbe de g.
_cos(z) sin(z) 1) o
2 2
Montrer que H est une primitive de la fonction 2 — (sin(x) 4+ 1)e~* sur R.
4. En déduire I’aire du logo en unité d’aires.

3. Soit H la fonction définie pour tout réel : par H (x) = (
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Pour aller plus loin...

» Exercice 254 — Fonction Tangente — Voir le corrigé.
Pour z tel que cos(z) # 0, on appelle tangente de z, noté tan(z), le réel :

sin(x)

tan(z) = cos(z)

Partie A : Quelques valeurs

2 -3
1. Que valent tan (%), tan (%) et tan <T7r> 9

— 11
2. On considere un réel x € } —TT; TW { tel que sin(x) = Gk
(a) Que vaut cos(z) ?
(b) Que vaut tan(z) ?
3. Résoudre I'inéquation tan(z) < 0 sur ] —g; g {
Partie B : Un peu d’étude de la tangente
On considere la fonction x — tan(x), définie sur } —g; g [
1. Montrer que la fonction tan est impaire.
T T 1
2. Mont tout réel e}——;—[,l t 2 E—
ontrer que pour tout réel x 575 + (tan(z)) (cos(z) 2

3. Justifier que tan est dérivable sur } — g; g [ et que tan est solution de I’équation différentielle 3y = 1+ 172

sur cet intervalle. o
4. En déduire le sens de variation de la fonction tan sur ] —— = {

. C T T . . . ™o
5. Justifier que tan est deux fois dérivable sur }—5; 5{ et déterminer les intervalles de }—5; 5{ sur
lesquels cette fonction est convexe.

. . T .
6. Tracer la courbe représentative de la fonction tan sur } —3i3 [ dans un repere orthogonal

: . . 7r .
7. Déterminer 1’'unique primitive de tan sur {0; 5] qui vaut 0 en 0.

» Exercice 255 — Tension efficace — Voir le corrigé.
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. On appelle valeur efficace de la fonction f est égale a la
racine carrée de la valeur moyenne de f? sur I'intervalle [a,b]

En électricité, la valeur efficace d’un courant ou d’une tension variables au cours du temps correspond a la
valeur d’un courant continu ou d’une tension continue qui produirait un échauffement identique dans une résis-
tance.

Dans le cas d’un régime sinusoidal, I’intensité du courant est donnée par une fonction i : t > I,q, sin(wt), o

. L. . . . i . 27
Lz est un réel positif et w désigne la pulsation du signal. L’intervalle considérée est I’intervalle |O; —}
w

max

I? i
1. Montrer que la fonction x — (3: — sin(wz) cos(we)

) est une primitive de i2 sur [0; 27]
w

Imaz

V2

2. En déduire que 'intensité efficace d’un tel courant vaut
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» Exercice 256 — Fonction arcsinus — Voir le corrigé.
L , . . L. . s T
L’ objectif de I’exercice est de présenter la réciproque de la fonction sinus sur I’intervalle [— 5 5]
1. Soit z € [—1;1]. Justifier que I’équation sin(a) = =z, d’inconnue réelle a, posséde exactement une
solution sur I’intervalle —5; 5]
Cette solution sera notée arcsin(x). On définit alors la fonction arcsin comme étant la fonction qui a un réel
. . e . . T
x € [—1; 1] associe I"'unique de I’équation sin(a) = x d’inconnue a sur I’intervalle [—5; 5} .
2. Soit z € [—1;1]. Que vaut sin(arcsin(z)) ? Que vaut arcsin(sin(m)) ?

3. Montrer que pour tout z € [—1; 1], cos(arcsin(x)) = V1 — a2

4. On admet que la fonction = +— arcsin(x) est dérivable sur | — 1;1[. En utilisant les deux questions
précédentes, montrer que pour tout z €| — 1; 1]
) 1
arcsin’(z) =

V1—22

1/2
5. ATl’aide d’une intégration par parties, déterminer / arcsin(z)dz.
0

» Exercice 257 — Intégrales de Wallis — Voir le corrigé.

w/2
Pour tout entier naturel n, on pose W,, = / sin” (z)dz.
0

Partie A : Convergence de la suite (W)

1. Calculer Wy et .

2. Justifier que pour tout entier naturel n, W,, > 0.
3. Montrer que la suite (17/,,) est décroissante.

4. Que peut-on en déduire sur la suite (17,,) ?

Partie B : Calcul du terme général
n+1

n+2 "
On pourra utiliser une intégration par parties en utilisant la fonction v :  ~ sin™*!(z) et en déterminant

1. Montrer que pour tout entier naturel n, on a Wy, ;o =

une fonction v telle que pour tout réel = € [O; g} , v (x) = sin(x).

2. En déduire que pour tout entier naturel p, on a

™ (2p)! (2rpl)?
= 5 ep & R T )

Partie C : Etude asymptotique

Pour tout entier naturel n, on pose J,, = (n + 1) W, 11 W,,.

1. En s’aidant de la question B1, montrer que la suite (./,,) est constante. Quelle est sa valeur ?
2. En s’aidant des questions B1 et A3, montrer que pour tout entier naturel n, on a

n+1 < Wn+1

n+2 > W,

<1

. . - . 2
3. Déduire des questions précédentes que lim —nW;f =1.
n—-+oo T
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3. Corrigés

Rappels

> Correction 232 — Voir I’énoncé.

i 2m I
T 371'. ,
E'J 2.J
T 3T
— A — F
6 4
-7 197

: B —
4 3 ¢

cos (1171') V3
6/ 2
» Correction 234 — Voir I’énoncé.
Sur Uintervalle | — 7; 7r]....

—3r:. I 187 : I
17w —7r
T . J T . J
-5 8
—: C — F

3 3
=37 237

A —0 N
6 4

(z) ssi T ou u in(x) V2 ssi " ou el
cos(x) =—ssiz=—-oux =—— sin(z) = —ssiz = —oux = —
2 3 3 2 4 4
cos(z) = 0 ssi ™ ou T sin(x) V3 ssi T ou 2n
€Tr) = xr = — = — — 11N = - = — — = ——
2 T ! g T TRTT Y
» Correction 235 — Voir I’énoncé.
Sur I'intervalle [0; 27]...
,()_lss, _71'0 _ o (z) = ﬁssi _371'0 5
sinz) = g ssiz = pour =~ cos(z) =~ z=-—rouz=—
(x) = 0ssi o o in(z) ssi o 2n
cos(x) = r=_—oux=— sin(x) = —ssiz = -ouzx = —
2 2 2 3 3
» Correction 236 — Voir I’énoncé.
1 2 2 3T 5 7
Soit = € [0; 2], cos(x)? — 3= 0 ssi cos(z) = —ou cos(x) = —g. Les solutions sont %, ZW, ZF e ZF
» Correction 237 — Voir I’énoncé.
Sur I'intervalle [—; 7]...
()<1ssi e[ ; W]U[W'} (x) = 0ssi G[W'q
cos(z) < 5 ssiw T3 ik cos(x) > x 573
3 ) 5 2
cos(z) < —\/7_ ssix € [—71'; —%} U l:%;ﬂ':| cos(x) < g ssix € [—71'; —%[U}Z;T(}
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» Correction 238 — Voir I’énoncé.
Sur I'intervalle [—7; 7]...

1
e 2cos(x)+ 1> 2ssicos(x) > 3 ssiz € ]—g,g[
1 3 2 9
¢y <o) < o [ U 5]
3 1
1o VB 2eon(a) 4103 3 S oolo) > S e [T F U[F]

» Correction 239 — Voir I’énoncé.
Soit 2 un réel.

(cos(z)+sin(z))?+(cos(z)—sin(z))? = cos(x)?42 cos(z) sin(z)+sin(z)?+cos(z) 2 +2 sin(z) cos(z)+sin(z)>

Ainsi, (cos(x) + sin(z))? + (cos(z) — sin(z))? = 2(cos(z)? + sin(x)?) = 2.

Fonctions trigonomeétriques

» Correction 240 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel x, cos(z) < —1 et donc 2 + cos( ) < 1. En particulier, 2 + cos(z) # 0. f est définie sur R.

T 1 1 1 1 1
) = - — - =Zet - —1.
f<3) 24+cos(3) 2+3 % e J(=m) = 2+cos(—m) 2-1

1
P
2 + cos(z)

W

Par ailleurs, pour tout réel z, —1 < cos(z) < 1 donc 1 < 2 + cos(z) < 3 et finalement 1 >

» Correction 241 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel ...

e fi{(z)=—-3sin(3z) +1
o fi(x) = cos(x) cos(z) + sin(z) x (—sin(x)) = cos(x)? — sin(x)?

()
. f§($)= ¥ cos(e”)
(z)

e fi(x) = 3cos(x)sin(z)?
. fi(z) = cos(x)(2 4 cos(x)) — sin(z) x (—sin(x)) _ 2 cos(x) + cos(x)? + sin(x)? _ 1+ 2 cos(z)
> (2 4 cos(z))? (2 4 cos(x))? (2 4 cos(z))?

—2sin(x) cos(x

¢ folw) = 1+ E:ol(:n)Q( :

» Correction 242 — Voir I’énoncé.
Ona f(0) = cos(0)? +sin(0)2 =12 + 02 = 1.

Par ailleurs, f est dérivable sur R et pour tout réel x, f/(z) = —2sin(z) cos(x) + 2 cos(z) sin(x) = 0.

f est donc constante : pour tout réel z, f(x) = 1.

» Correction 243 — Voir I’énoncé.
Pourtoutréel z, x —1 < f(x) < x+1.Or, lim (x—1) = 4o0. Ainsi, par comparaison, lim f(z) = +oo.
z—+00 T—+00

Par ailleurs, lim (z + 1) = —oo. Par comparaison, lim f(x) = —oc.
T——00 T——00
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f est dérivable sur R et pour tout réel z, f'(z) = 1 — sin(x). Or, puisque pour tout réel z, sin(z) < 1, on en
déduit que pour tout réel x, f’(x) > 0. f est donc croissante sur R.

La tangente a la courbe de f a I’abscisse 0 a pour équation y = f/(0)(z — 0) + f(0) soity = = + 1.

» Correction 244 — Voir I’énoncé.
sin(x)

2 + cos(z)
f est dérivable comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas (en effet, pour
tout réel x, 2 4 cos(z) = 1 > 0). De plus, pour tout réel z,

On considere la fonction f : z — , définie sur [0; 27|

f/(x) _ cos(x)(2 4 cos(x)) — sin(z) x (—sin(x)) _ 2cos(z) + cos(ac)2 + sim(:n)2 _ 1+ 2cos(x)
(2 + cos(z))? (2 + cos(z))? (2 + cos(x))?

f'(x) est donc du signe de 1 + 2 cos(z).

1 2 4
Or, sur [0; 27], 1 + 2 cos(x) = 0 ssi cos(z) > —5 soit x € {0; ?ﬂ U {%, 27r]

x 0 27 /3 47 /3 27

f(x) + 0 — 0 +

» Correction 245 — Voir I’énoncé.

Pour tout réel = > 0, on pose f(z) = = — sin(x). f est dérivable sur R et pour tout réel = > 0,
f'(x) =1 —cos(x) > 0. f est donc croissante sur R .

Ainsi, pour tout réel x > 0, f(x) > f(0), soit z — sin(x) > 0 et donc = > sin(x).

» Correction 246 — Voir I’énoncé.

1. On sait que lim —2? = —oo, lim e® = 0 et lim cos(z) = 1. Par composition de limite,

T—+00 X——o0 Y —0
lim f(z) =1. De méme, lim f(z)=1
T—r+00 T—r—00
2. f estla composée de fonctions dérivables sur R, elle est donc également dérivable sur R. De plus, pour
tout réel z, f'(z) = 2ze~*" sin(e~*")
3. D’une part, pour tout réel z, e~ > 0. Par ailleurs, pour tout réel 2, —z2 < 0 et, par croissance de
I’exponentielle sur R, e 7* < €Y soit e’ < 1.
4. Pour tout réel x, 0 < e~ < 1. Or, la fonction sin est croissante sur [0; 1]. Ainsi, pour tout réel z,
sin(0) < sin(e™*") < sin(1) et en particulier, sin(e=*") > 0
5. Pour tout réel z, f’(x) est donc du signe de .

x —0o0 0 +00
f'(@) - 0 +
1 1
/ T in(1) _—
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» Correction 247 — Voir I’énoncé.

1. f estdérivable sur [—g,g} et pour tout réel = de cet intervalle, f'(z) = 1 — cos(z) > 0 car cos(x) < 1.

. . . . Y
Par ailleurs, f’ s’annule uniquement en 0. f est donc strictement croissante sur [—5,5}
T ™ T ™ . . ™ T N
2. Ona f <—§> =-3 +1<0etf (§> =35~ 1 > 0. Par ailleurs, f est continue sur [—5,5} D’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires, 1’équation f(xz) = 0 posséde une solution sur cet intervalle. De

. . . . T . .
plus, la fonction f étant strictement croissante sur [—5,5] , cette solution est unique. Or, f(0) = 0. 0

o . 7T . . . <. .
est donc I’'unique solution sur [— de I’équation = — sin(x) = 0, ¢’est-a-cire sin(z) = .

73
3. Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « 0 < up41 < up <

M

2

e Onawup=1letu; =sin(l) > 1. Onabien 0 < u; < up < —. P(0) est vraie.

T . .
Uy < 5 En appliquant la fonction
. . . 7T . . . . ™

sinus qui est croissante sur [O; 5}, on a alors sin(0) < sin(up4+1) < sin(uy,) < sin <§> Or,

ARNIE

e Soit n € N tel que P(n) est vraie. On a alors 0 < up41

. ™ ™ . s
sin <§> =1< 7" On adonc bien 0 < Up42 < Upt1 < 5

e Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel 7.
4. La suite (u,,) est décroissante et minorée, elle est donc convergente, de limite [ € {0; E] La fonction

sinus étant continue surcet intervalle, on a alors sin(/) = [ et donc [ = 0 d’apres la question 2.

» Correction 248 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel > 0, posons u(x) = sin(In(x)) et v(z) = cos(In(z)). u et v sont dérivables et pour tout réel

1 in(1
x> 0,u(x) = cos(In(z)) etv'(z) = —M. Ainsi, pour tout réel x > 0,
x

8

f(z) = %(sin(lnx) —cos(Inx)) + il (cos(lxn(:n)) _ (_Sﬂl(lxn(ﬂf))

5 )> = sin(In(z))

f est une primitive de g sur ]0; 4-o00].

» Correction 249 — Voir I'énoncé. ) 5

Une primitive de f :  — cos(3z) — 2sin(bz) est Fy : z +— 3 sin(3z) + 5 sin(5z)

Une primitive de fo : 2 — cos(z) — sin(z est Fy : & +— sin(x) + cos(x)

Pour tout réel x, on pose u(z) = x2. On a alors f3 = u’cos(u), une primitive de f3 est donc sin(u) soit
x > sin(2?)

1 u?
Pour tout réel x, on pose u(z) = sin(z). On a alors f4 = v'u = 5(21/ u). Une primitive de fy est donc ) soit

sin(x)?
2

» Correction 250 — Voir I’énoncé.
Calculer les intégrales suivantes

a. /07r cos(z)dz = [sin(z)]§ = sin(r) —sin(0) =0—-0=10

b. /077/4 sin(z)dr = [— cos(x)]g/4 = —cos (%) — (—cos(0))
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”/6:_6%@_(_0%(())) 1,11

c. /OW/G sin(2z)dx = [_cos(Qx)

2, 2 > )T 1271
1
d. Pour tout réel z, on pose u(z) = sin(x). On a alors cos(x) sin(z)? = u'(z) x u(z)® = e 4o’ (x)u(x)3.
()4
Une primitive de = + cos(x) sin(x)? est donc = > Smf)
- . 47
Ainsi, / cos(x) sin(z)3dx = {sm(:z:) } =0-0=0
0 0
1
e. Pour tout réel z, on pose u(x) = 222 On a alors x cos(2z?) = Zu’(x) cos(u(x)). Une primitive de
. 2 2
x + x cos(2z?) est donc z smax)
Ainsi,/ z cos(22?) = [sm(a:)} = sin(27) _ sin(0) —0-0=0
0 i, 1 4
. . )
f. Pour tout réel x € [O; %}, . —Slzf()x)? = sz((j)é = —Z((;;l en posant u(x) = cos(z). Une primitive de
i 1
T w sur [O; q estdonc x — ——.
1 — sin(z)? 4 cos(x)
T/ s 1 1 1
Ainsi,/ _sinla) {})0”/4 - = —V2-1
o 1—sin(x) cos(x) cos(m/4)  cos(0)

» Correction 251 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel x, on pose u(z) = x on cherche v tel que v'(x) = cos(x) : on prend donc v : = + sin(x).

w/2 w/2
D’apres la formule d’intégrations par parties, / w' (z)dw = [uv]g/ - / u'v(z)dz. Ainsi,
0 0

-1

/2 /2
—$Sin:E7r/2— sin(x x:E— ——COS:L’W/2: —(=0—(— =
| weostalde = i@y~ [ sina)de = 5 ~0— [~ cos(a)f? = § ~ (-0~ (-1)

T T
2 2

» Correction 2?5 — Voir I’énoncé.
s
Notons [ = / e’ cos(x)dx
0
Pour tout réel z, on pose u(z) = e on cherche v tel que v'(x) = cos(z) : on prend donc v : x +— sin(x).

w/2 w/2
D’apres la formule d’intégrations par parties, / w' (z)dw = [uv]g/ 2 / u'v(z)dz.
0 0

w/2 /2 /2 ) w/2
Ainsi, / e’ cos(z)dx = [e” sin(z)]y’ " — / e® sin(z)dx = ™% — / e’ sin(x)dx
0 0 0

/2
Cherchons alors a calculer e’ sin(x)dx. Pour tout réel x, on pose u(xz) = e* on cherche v tel que

0
v'(z) = sin(x) : on prend donc v : 2 — — cos(x).

w/2 w/2
D’apres la formule d’intégrations par parties, / w' (z)dw = [uv]g/ 2 / u'v(z)dr.
0 0

w/2 m/2
Ainsi, / e” cos(z)dr = [—€” cos(av)]g/2 — / (—e®cos(z))dr =1+ 1.
0 0

|

Ainsi, en reprenant la premiere IPP,ona I = e™/? — (14+1)etdonc 2] = e™/2 _1 et finalement, I = 5
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» Correction 253 — Voir I'énoncé.
Partie A : Etude de la fonction f

1. Pour tout réel z, —1 < sin(z) < et —1 < —cos(x) < 1. En ajoutant ces inégalités puis en ajoutant 1 a
chauge membre, on a que pour tout réel z, —1 < — cos(x) + sin(x) + 1 < 3, puis, en multipliant par
e~ ® qui est positif, —e™* < f(z) < 3e™ .

2. 0na lim —e ® = lim 3e ® = 0. Ainsi, d’apres le théoreme d’encadrement, lir_‘{l f(z) existe et
T—r+00

T—>+00 T—>+00
vaut 0.
3. Pour tout réel z, f'(z) = —e~*(— cos(x) + sin(z) + 1) + e *(sin(z) 4 cos(z)) = e *(2cos(x) — 1)
4. Sur [—m; 7], f" est du signe de 2 cos(x) — 1. Or, sur cet intervalle, 2 cos(xz) — 1 > 0 ssi cos(z) > 3 soit

E[ s w]
TE =555
373

Partie B : Aire du logo

1. Pour tout réel z, f(x) — g(x) = e *(sin(x) + 1)

2. Pour tout réel x, e™* > O etsin(x) + 1 > 0. Ainsi, pour tout réel x, f(x) — g(z) > 0: la courbe de f
est toujours au dessus de la courbe de g.

3. Pour tout réel z,

H(z) = (sin2(x) B cos2(x)> . (_COS2(1') B sin2(x) B 1) % (e

Ainsi,

H(2) = e~ <sin2(x) B COS2(ZE) B (_0082(3:) B sin2(:v) B 1>> _ (sin(z) + 1)e—?

H est une primitive de la fonction x — (sin(z) + 1)e™* sur R.
3m/2
4. Laire du logo en unité d’aires vaut / (f(z) —g(x)).

—T

Or, pour tout réel z, f(x) — g(x) = (sin(x) + 1)e~*. Une primitive de f — g est H.

3r/2
Ainsi, / (f(x) —g(x)) = [H(ac)]?f;/f2 ~ 2.4. L’aire du logo est d’environ 2.4 unités d’aire.

—T

Pour aller plus loin...

» Correction 254 — Voir I’énoncé.
Partie A : Quelques valeurs

1 s V2 : 27 V3
™ sin () % (27r> sin () ¥
1' e = = = = 1 —_— = — = = = = —
tan (4) o (%) g tan 3 os (2%) _% V3
ey _sin () _ —f
tan 1 = 3\ = > = 1
cos( i ) _V2
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2. Puisque z € } —; %ﬂ [, alors cos(x) < 0. De plus, cos(x)? + sin(z)? = 1.

121 3600 3600 60 -4

Ainsi, cos(z)? =1 — 91 = 3791 et donc cos(z) = —1/ 3791 = 6l Ainsi, tan(z) = _—% = 50"
3. Soitx € } —g; g [ Alors cos(z) > 0, tan(z) est donc du signe de sin(z).

Ainsi, tan(z) < 0 si et seulement si x € ] —g; 0} .

Partie B : Un peu d’étude de la tangente

1. Lintervalle ] — g; g [ est centré en 0.

De plus, pour tout réel x de cet intervalle, tan(—x) = sin(—) = — sin(z) = —tan(x).

cos(—x) cos(z)
La fonction tan est impaire.
- 2 2 | o 2
1
2. Pour tout réel = € }—z; T [, 1+ (tan(z))? =1+ sin(z) = cos(z)” + sin(z) =
272 cos(z)? (cos(z))? cos(x)?
3. tan est dérivable sur } — g; g [ comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule
: . T
pas sur cet intervalle. De plus, pour tout réel x € } 35 {
o () = cos(zx) cos(x) — sin(z) x (—sin(x)) _ cos(z)? + sin(x)? _ | + tan(z)?
cos(z)? cos(x)? cos(z)?
. TS , 9 T

tan est solution de I’équation différentielle y' = 1 + y~ sur } —5; 5 [

4. Pour tout réel = € } —g; g [, tan’(z) > 0. tan est donc croissante sur ] —g; g {
1
5. La fonction tan’ : z + est dérivable sur }—z; E[ et pour tout réel x de cet intervalle,
cos(x)? 272
tan”(z) = —— sin(z) = sin(z) . tan” est donc du signe de sin. Or, la fonction sinus est négative
cos(z)4 cos(z)*

sur } —g; 0} et positive sur [0; g [ tan est donc concave sur ] —g; 0} et convexe sur [0; g [

. . T .
6. On trace la courbe représentative de la fonction tan sur ] — 5; 5 [ dans un repere orthogonal

B

~ cos'(z)

7. Pour tout = € } —g; g [, tan(x) = . De plus, sur } —g; g [, cos(z) > 0. Les primitives de tan

cos(x)

sur } —g; g [ sont donc les fonctions x — — In(cos(x)) + C, out C est un réel.
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Or, —In(cos(0)) = —In(1) = 0. L’'unique primitive de tan sur [O; g} qui vaut 0 en O est donc la

fonction x — — In(cos(x)).

» Correction 255 — Voir I’énoncé.
12, ( sin(wz) cos(wx))
x _
w

. f est dérivable et pour tout réel z,
9 p

On considere la fonction F' : x —

(1 — cos®(wz) + sin®*(wz))

Fl(z) = 12,0 (1 _ wceos(wz) cos(wz) — wsin(wz) sin(wm)) _ I,ng

2 w

En rappelant que pour tout réel X, cos?(X) + sin?(X) = 1, on obtient alors

72
F'(z) = %(sirﬂ(wx) + sin?(wz)) = I2,,, sin?(wz) = i(2)

F est une primitive de 72 sur [0; 27]. L'intensité efficace d’un tel courant vaut

\/2;1 : /025 2(z)dx = \/\/%\/F <2§> — F(0)
2

I JE: I
Or, F () = Tmaz o F(0) = 0. Ainsi, I'intensité efficace vaut v x ) Limaz _ “maz

w V2r w V2

» Correction 256 — Voir I’énoncé.

. . . . . ) T T
1. La fonction sinus est continue et strictement croissante sur 1’intervalle [—5; 5} .
Par ailleurs, sin <—§> = —1 et sin (—) = 1. Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires

appliqué aux fonctions strictement monotones, 1’équation sin(a) = z admet une unique solution sur
m™ T .
[—5; 5} pour tout réel x dans I'intervalle [—1; 1].

2. Soit z € [—1;1]. Par définition, sin(arcsin(x)) = x.
En revanche arcsin(sin(r)) = arcsin(0) = 0. En particulier, on n’a pas arcsin(sin(z)) = x pour tout
réel x : cette égalité n’est vraie que sur l’intervalle [—g; g] .
3. Pour tout z € [—1;1], cos?(arcsin(z)) + sin?(arcsin(x)) = 1 d’out cos?(arcsin(z)) + 2% = 1 et donc

cos?(arcsin(x)) = 1 — 22. Par ailleurs, puisque arcsin(z) € —g; }, on a cos(arcsin(z)) > 0. On en

déduit que cos(arcsin(z)) = v1 — x2.
4. On admet que la fonction x — arcsin(x) est dérivable sur | — 1; 1].
Pour tout x €] — 1,1[, on a sin(arcsin(xz) = z. En dérivant, on en déduit que pour tout x €] — 1; 1],

arcsin’(z) x cos(arcsin(z)) = 1, soit arcsin’(z) = cos(arcsm(@)) = N
1 1
5. Pour tout réel = € [O; }, on pose u(x) = arcsin(x) et v(z) = z. On a alors v/(z) = — et
5 on pose u@) (@) et o) (@) = 77—

v'(x) = 1. Par intégration par parties,

1/2 1/2
/ arcsin(z)dr = [z arcsin(:v)](l)/2 - / S
0 0

N =

1 1
D’une part, [z arcsin(x)](l)/2 =3 arcsin <2) —-0=
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Par ailleurs, si 1’on pose, pour tout réel z, w(x) = 1 — 22, alors w'(x) = —2x.
On a alors ° Tk v )
V1—22  2V1—22  2y/w(x)

—X

—

1/2 1/2 \/7 \[
—/0 md = [V/1 = 2?] 1— V1 —1

Finalement,

1 .
Ainsi, une primitive de la fonction x — sur { 0; f} est la fonction z +— /1 — x2. 1l en vient

1/2
/ arcsin(z)der = — + — — 1
0
Oui, il faut parfois s’attendre a ce genre de résultat pas franchement sexy.

» Correction 257 — Voir I’énoncé.
Partie A : Convergence de la suite (1V,,)

1. OnaWy = Oﬂ/zldx =5 T etW, = fﬂ/Qsm (x)dz = [~ cos(ac)]g/2 =0—(-1)=1
2. Pour tout x € [O; g} ,sin(x) > 0. Il en vient que, pour tout entier naturel n, W,, > 0. De plus, pour tout

1
T € [%, g}, sin(x) > 5 et donc

w/2 /2 f1\" T
W, > / sin"(x)dx > / <7> der = =
/6 w/6 2 3

3. Pour tout entier naturel n,
w/2 /2
Wha1 — Wy, = / (sin" ™ (z) — sin"(z))dx = / sin”(z) (sin(z) — 1)dz
0 0

Or, pour tout x € [0; g}, sin™(z) > 1etsin(x) — 1 < 0. Il en vient que W, 1 — W,, < 0. La suite

(W) est donc décroissante.
4. La suite (¥,,) est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente.

Partie B : Calcul du terme général
1. Soit n un entier naturel. On considére la fonction u : x + sin®*!(z) et v : 2 + — cos(z), définies sur
T . : .
[0; 5} Pour tout réel x de cet intervalle, on a alors u/(x) = (n + 1) cos(z) sin™(x) et v/(z) = sin(x).

Par intégration par parties, on obtient alors

w/2 /2
Wn+2/ n""2(z)dzx —/0 sin" ! (z) xsin(z)dz = [ sin" () cos(x)]g/2+(n+1)/o cos?(z) sin™(x)dx

w/2

o/~ = 0. Par ailleurs, pour tout réel x, cos*(z) = 1 — sin?(z). Ainsi,

D’une part, [— sin™*!(z) cos()]

/2 /2
Wi = (n+1) /0 (1—sin2(z)) sin™ (2)dz = (n-+1) /0 (sin™ (&) —sin™2(2))dz = (n-+1)(Win—Winyo)

On adonc Wyio = (n+ 1)W,, — (n 4+ 1)Wy4a et donc (n + 2)Wy40 = (n + 1)W), et, finalement,

n+1
W p—
n+2 n+2
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2. Pour tout entier naturel p, on a alors

2p = 2p2_*1W2p—2= p_12p-3 p—a4 == 2p—1 X 2p =3 X e X 3 X 1Wo
D 2p 2p—2 2p 2p — 2 4 2
Or, en factorisant chaque terme par 2, on a 2p(2p—2)(2p—4)...x4x2 = 2P xp(p—1)(p—2)...x1 = 2Ppl.
On retrouve au numérateur le produit de tous les nombres impairs de 1 a 2p — 1 et au dénominateur le
produit de tous les nombres pairs de 2 a 2p — 2. En multipliant numérateur et dénominateur par le produit
2p(2p—2)(2p—4)... x 4 X 2, on compleéte alors le produit du numérateur : on multiplie tous les nombres
de 1 a 2p: il s’agit tout simplement de (2p)!.

2p)! 2p)!
Finalement, pour tout entier naturel p, Ws, = ((2p]107))2W0 = g (épil))Z' De méme, pour tout entier
naturel p,
2p 2p 2p—2 2p 2p — 2 2
W. =——Wy_1 = g == X XX =X W,

LT oy T T oy oy — 1 S 2p+1 2p—1 37

En multipliant encore une fois le numérateur et le dénominateur par 2p(2p — 2)(2p — 4)... x 4 X 2, 0on a
(2°ph)? (22p!)?

alors W = —W = ———

T p+ D)l (2p+ 1)

Si vous savez manipuler la notation produit [ [, n’hésitez pas a I’utiliser pour résoudre cet exercice.

Partie C : Etude asymptotique

Pour tout entier naturel n, on pose
Ip=(n+ D)W, W, et

1. Pour tout entier naturel n, Jp,41 — Jp = (n 4+ 2)W, oWyt — (n+ 1)W1 W,,. Or, d’apres la question

n+1 o n+1
Bl, W, 1o = s 2T/Vn. Ainsi, Jp41 — Jn = (n + Q)mWnWm—l — (n+ 1)W1 W,, = 0. Or,

Jo =W Wy = g La suite (.J,,) est donc constante égale a g

Wn+1

2. D’une part, la suite (V) est décroissante et positive. Ainsi, pour tout entier naturel n, < 1. Par
n

ailleurs, toujours par décroissance de la suite (W,,), pour tout entier naturel n, W,,11 > W, et donc,

en utilisant la question B1, W, > ——W, d’ou <

q n+1/n+2 " n+2 W,

. m N
3. Pour tout entier naturel non nul n, nW,, W,,_1 = 5 douW,_1 =
n W,
< n
n+1 Whn-1

2nW,,’

< 1. Ainsi, en remplacant W,,_; dans cette

Or, pour tout entier naturel non nul n,

"
n+1 T

Or, lim = lim = 1. D’apres le théoréme d’encadrement, lim —nW,% existe et vaut 1.
n—o+oon+1 n—otoo n—-+oo T

inégalité, on a

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

A ON =

w DN

Géométrie dans I’'espace ............ 264

Vecteurs de I'espace

Droites et plans de I'espace

Repeére de I'espace

Représentation paramétrique de droite

Exercices .........oiiiiiiiiiiann. 273

COrrigés ........ciiiiiiiinnnnnnnnn. 280



1.1

1. Géomeétrie dans I’espace

Vecteurs de I'espace

Vecteurs et translations
Définition 40 : Un vecteur de I’espace est un objet mathématique caractérisé par une direction de I’espace,
un sens et une longueur, également appelée norme.

Deux vecteurs sont égaux s’ils ont la méme direction, la méme norme et le méme sens.

Définition 41 : Soit @ un vecteur de I’espace. On appelle translation de vecteur « la transformation de

—
I’espace qui, a tout point M, associe 1’unique point M’ tel que @ = M M’

Toutes les notions vues en géométrie plane sur les vecteurs s’étendent dans 1’espace : égalité de vecteurs,
somme de vecteurs, produit d’un réel par un vecteur, relation de Chasles, vecteur nul, etc...

Il est donc fortement conseillé de revoir ces notions de la classe de Seconde avant de passer a la suite de ce
chapitre.

Définition 42 : Soit i1, o, . . ., U, des vecteurs et A1, Ao, ..., A, des réels.

Le vecteur @ défini par @ = \t; + Aotz + ... + Ay, = >, Ait; est appelé combinaison linéaire des
vecteurs i1, Ua, . . ., Up.

m Exemple 124 : On considére deux cubes ABCDEFGH et BIJCFLKG placés cote a cote.

H G K
£ F L On a les égalités de vecteurs suivantes
i ! ° E_}[) =1
i i ° I’ﬁ = fﬁ = ﬁ
D)C ____________ J e« BF + AD+ KB +2DC = Bl
A ; B

Définition 43 : Soit « et ¥ deux vecteurs de 1’espace.

On dit que @ et ¥ sont colinéaires s’il existe un nombre réel A tel que @ = AU ou ¥ = Ail.

Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur de I’espace.

m Exemple 125 : Sur la figure précédente, on a ﬂ = 2@ . Les vecteurs ﬂ et Iﬁ sont donc colinéaires.m
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Définition 44 : Soit u, U et i trois vecteurs de 1’espace tels que ¥ et @ ne sont pas colinéaires.

On dit que @, U et @ sont coplanaires s’il existe deux réels A et u tels que ¥ = AU + p

m Exemple 126 : Sur la configuration suivante...

H G K
A
G R T 7
A : B’
Les vecteurs ﬁ, Ej et F_é sont coplanaires. En effet, Ej = 2@ — QF@. [

2 Droites et plans de I'’espace

2.1 Droites de I’espace

Définition 45 : Soit « un vecteur non nul et A un point de 1’espace. La droite de vecteur directeur « passant
par A est I’ensemble des points M tels que AM et  sont colinéaires.

Une droite est donc entierement déterminée par un point et un vecteur non nul. On dit que (A; @) est un repere
de la droite passant par A dirigée par u. Une droite peut également étre déterminée par deux points distincts.

La définition d’une droite a I’aide des vecteurs permet d’exploiter la colinéarité pour résoudre des problémes

d’alignement de points ou de parallélisme de droites.

Propriété 63 : Deux droites de I’espace de vecteurs directeurs respectifs « et ¢ sont paralleles si et seule-
ment si « et v’ sont colinéaires.

Propriété 64 : Soit A, B et C' trois points de ’espace. Les points A, B et C' sont alignés si et seulement si
les vecteurs B et 1@ sont colinéaires.

2.2 Plans de I’espace
Définition 46 : Soit « et ¥ deux vecteurs non colinéaires et A un point du plan.

Le plan passant par A et dirigé par les vecteurs @ et ¢’ est ’ensemble des points M pour lesquels le vecteur
AM s’exprime comme une combinaison linéaire des vecteurs « et /.

Autrement dit, M appartient au plan passant par A, dirigé par « et ¥ si et seulement s’il existe deux réels A
et u tels que

—
AM = i + pv
On dit que (A; i, U) est un repere de ce plan.

Cette définition implique que par trois points non alignés de 1’espace passe un unique plan.
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Définition 47 : Soit A, B, C et D quatre points de I’espace. On dit que A, B, C et D sont coplanaires s’il
existe un plan de I’espace passant par ces quatre points.

Propriéte 65 : Soit A, B, C' et D quatre points de I’espace. Les points A, B, C' et D sont coplanaires si et
seulement si les vecteurs AB, ﬁ et AD sont coplanaires.

m Exemple 127 : On considere un cube ABCDEFGH ainsi que les points I, J, K et L, milieux respectifs
des segments [AB], [AE], [CG] et [EH]

D’apres la relation de Chasles, AH = AE + EH. Or, J étant le milieu de [AE], on a AE = 2JE.

De méme, ﬁ = 2ﬁ. Ainsi, ﬁ = 2ﬁ + Qﬁ = Qﬁ. Les vecteurs ﬁ et ﬁ sont colinéaires. Les
droites (AH) et (JL) sont donc paralleles.

De la méme maniere, on montre que E@ = 2J—[> .
— —
OnaJK = ﬁ D’apres la relation de Chasles, on a donc JK = ﬁ[ + Pﬁ = ﬁ[ + ﬁ

oy . 7z 2z H
En utilisant les points précédents, on a donc que JK = Qﬁ + 2J—[>. Les vecteurs J—K> , J—[) et JL sont donc
coplanaires. Les points I, J, K et L sont donc coplanaires : ces quatre points appartiennent a un méme plan.
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2.3 Positions relatives

Positions relatives de deux droites
Définition 48 : Soit A, B, C et D quatre points distincts de I’espace. Les droites (AB) et (C'D) sont dites
coplanaires si les points A, B, C' et D sont coplanaires.

Autrement dit, il existe un plan qui contiennent les droites (AB) et (C'D).

Propriété 66 : Deux droites de I’espace coplanaires sont...

e paralleles ou confondues si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires,
e sécantes en un unique point sinon.

m Exemple 128 : On considére un cube ABC'DEFGH ainsi qu’un point [ sur le segment [BF].

H G

e Les droites (AB) et (E'F') sont paralleles.

e Les droites (AB) et (CG) ne sont pas coplanaires.

X e Les droites (H 1) et (BD) sont coplanaires mais pas paral-
Ieles : elles sont donc sécantes.

Positions relatives d’une droite et d’un plan
Propriété 67 : Une droite est...

e parallele ou contenue dans un plan si tout vecteur de la droite est aussi un vecteur directeur du plan,
e sécante au plan en un unique point sinon.

Droite sécante a un plan Droite paralléle a un plan

—

m Exemple 129 : Dans le cube précédent, la droite (AFE) est parallele au plan (BDH ). En revanche, cette
droite est sécante au plan (IGH). "
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Positions relatives de deux plans
Propriété 68 : Deux plans de I’espace sont...

e paralleles ou confondus si les vecteurs directeurs de 1’un sont aussi directeurs de 1’autre,
e sécants sinon. Lintersection de ces deux plans est alors une droite.

Plans sécants selon une droite Plans paralleles

-

-

11 suffit donc de connaitre deux points d’intersection A et B de deux plans pour déterminer toute leur intersec-
tion qui n’est autre que la droite (AB).

m Exemple 130 : On considere le cube ABCDEFGH suivant ainsi que trois points : I sur le segment
[BF], J sur le segment [CG] et K sur le segment [AFE] de telles sorte que les droites (/K) et (AB) sont
sécantes en un point 7. et que les droites (/.J) et (BC') sont sécantes en un point .S.

H G
1
E 0 E ¥
H
K
1
! xl
DI
Rahbiiiiih “=-7C
y
4
4
12
A B

e Puisque la droite (/.J) est dans le plan (IJK) et la droite (BC) est dans le plan (ABC'), le point
d’intersection de ces deux droites se trouve dans I’intersection des plans (ABC) et (IJK).

e Puisque la droite (IK) est dans le plan (IJK) et la droite (AB) est dans le plan (ABC), le point
d’intersection de ces deux droites se trouve dans I’intersection des plans (ABC) et (IJK).

e Lintersection de deux plans sécants étant une droite, 1’intersection des plans (ABC') et (IJK) est la
droite (ST).
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Propriété 69 : Pour montrer que deux plans P et P’ sont paralleles, il suffit de trouver deux droites sécantes
non confondues (d;) et (dz) de P et deux droites sécantes non confondues (d7) et (d2) de P’ telles que (dy)
est parallele a (1) et (da) est parallele a (d2).

Repere de I'espace

-

Définition 49 : Un repere de I’espace est un quadruplet (O; 4, J, E) oll

e O est un point de ’espace
e ¢, j et k sont des vecteurs non coplanaires.

On dit que les vecteurs i fet k forment une base de I’espace.

Propriété 70 : Soit @ un vecteur de I’espace et (O; i ;, I;) un repere de I’espace. Il existe un unique triplet
de réel (z;y; z) tel que @ = zi + yj + zk. =, y et z sont appelés les coordonnées du vecteur . On notera
%5
uly
z

m Exemple 131 : On considere deux cubes ABCDEFGH et BIJCFLKG placés cote a cote.

H G K
e /| e/ 1
S ARREEEt RLDF SRR 7
A B |
0,5
Les coordonnées du vecteur zﬁ dans le repere (A; 1?[) , /ﬁ, E ) sont 1
1

Onaeneffetﬁz%ﬁqtﬁqtﬁ. =

—

Définition 50 : Soit M un point de I’espace et (O; i, ],lg) un repere de I’espace. Les coordonnées du point
x

M sont les réels (z; y; 2) tels que le vecteur OM a pour coordonnées | y |. On notera M (x;y; z).
z

—
m Exemple 132 : Dans la figure précédente, on a AK = E + ﬁ + E
Le point K a pour coordonnées (1,1,1) dans le repere (A; /ﬁ, /ﬁ, E) n
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3 Repére de I'espace 270

Propriété 71 : Dans un repere (O; 1, j, k), on considere les points A(z4;y4; z4) et B(zp;yp; 2B).

Ip —TA
e Le vecteur A§ a pour coordonnées | yp — ya
ZB — ZA

e Le point /, milieu de [AB], a pour coordonnées (33,4 JQF 5 ; vA ; yB ; A ; 5 )

Démonstration 45: On a OA = :1:,42 —+ ij + zAk et O? = sz + yBj + sz Or, d’apres la relation de

Chasles, B 1@ + O? O? OA Ainsi,
AB = opi+ ypj + 25k — (xA7 +yaj + zak) = (x5 —24)i + (yp — ya)j + (25 — 2a)k

On retrouve bien le résultat attendu. Par ailleurs, si I(x1,ys,25) est le milieu de [AB], alors Al =IB.

TA+ B
—
En faisant de méme avec les deuxi€émes et troisieémes coordonnées, on retrouve la formule attendue. O

On a donc, en regardant la premieére coordonnée de ces deux vecteurs, z;—x4 = xg—xyd ol x; =

= Exemple 133 : On se place dans un repere (O; 7, j, k). On considere les points A(1;3; —4) et B(2;7; —1).
On note I le milieu du segment [AB)].

2—1 1
e Le vecteur B a pour coordonnées [ 7—3 | soit [ 4
—1—-4 -5
142 347 —4+ (-1 3 5
e Le point  a pour coordonnées ( —; ; —; ; +2< )) soit (5;5; —5).
|
z z’
Propriété 72 : Dans un repere (O; 1, 7, k), on considere les vecteurs U y | et o y
z 2!
Az + px’
Soit A et u des réels. Le vecteur A\ + ¢ a pour coordonnées | Ay + py/
Ay + py'
= Exemple 134 : On se place dans un repere de I’espace (O; 1, j, k).
2 —6
Les vecteurs o/ 5 | et ™ [ —15 | sont colinéaires. En effet, v = —3. n
-3 9
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4 Représentation paramétrique de droite 271

0 2 -1
m Exemple 135 : Dans le repere (O; f, j’, /2), on considere les vecteurs 7 [ 6 | ¥ 4 |, 1
3 -7 5
Les vecteurs u, ¥ et w sont-ils coplanaires ?
D’une part, les vecteurs ¥ et w ne sont pas colinéaires.
0 2\ — 1
Supposons qu’il existe deux réels A et u tels que @ = Av + pw. Alors | 6 | = AN+ p
3 —TA+5u
2 —p = 0
Nous sommes donc amenés a résoudre le systeme ¢ 4\ + p = 6
—TA+5n = 3
2\ — =0 I = 2 woo= 2 wo= 2
AN+ p = 6 & ¢ 4N+2) =6 &<C6A =6 &< A =1
—TA+5p = 3 —TA+10A = 3 3N = 3 A =1

Le fait d’avoir deux fois la méme ligne n’est pas anormal : nous avons trois équations pour deux inconnues.
Si les résultats de ces deux lignes sont différents, cela signifie que les vecteurs ne sont pas coplanaires.

Il faut maintenant vérifier que les valeurs trouvées pour )\ et 1 conviennent.

242 x(-1) 0
Les coordonnées de ¥ + 2w sont en effet 44+2x1 soit | 6
—-7T4+2x5 3

On a donc @ = v + 2. Les vecteurs , ¥ et w sont donc coplanaires.

Représentation paramétrique de droite

—

Propriété 73 : Lespace est muni d’un repére (0,7, J, E)

a
Soit A(z4,y4,24) un point de 1’espace et 7« | b | un vecteur non nul de I’espace.
c

On note (d) la droite passant par le point A et dirigée par .

Un point M (x,y,z) appartient a la droite (d) si et seulement s’il existe un réel ¢ tel que

r=2x4+ta
y=ya+tb
z =2zA+ tc

. . . . N . . . - S
Démonstration 46 : Le point M appartient a la droite (d) si et seulement si les vecteurs AM et @ sont col-
o . . R vy s L Ry ~,
inéaires. Puisque # est non nul, cela revient a dire qu’il existe un réel ¢ tel que AM = ti.

T —TA ta T=x4+ta
Ainsi, | y—ya | = | tb | ouencore { y =1y +tb 0
Z—ZzZA tc Z2=2zp4+tc
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4 Représentation paramétrique de droite 272

a
Définition 51 : Soit A(24,y4,24) un point de I'espace, @ | b | un vecteur non nul de I’espace et (d) la
c

droite passant par le point A et dirigée par .
Le systéeme

=4+ ta

y=ya+tbh ,teR

z=2zA+tc
est appelé représentation paramétrique de la droite (d).

1
m Exemple 136 : La droite passant par le point A(2;1;3) et dirigée par le vecteur 7 | =3 | admet pour
2
=2+t
représentation paramétrique ¢ y=1—-3t ,t € R L]
z=3+2t

m Exemple 137 : On considere la droite admettant pour représentation paramétrique

r=295—2t

y=8—4t ,teR

z=3+t

-2
Cette droite passe par le point A(5,8,3) et est dirigée par le vecteur 7 [ -4 |.En prenant t = 2, on obtient
1

que cette droite passe par le point de coordonnées (1,0,5).

Le point B(—1; —4;5) appartient-il a cette droite ? Supposons que ce soit le cas. Il existe alors un réel ¢ tel
que b — 2t = —1,8 — 4t = —4 et 3 +t = 5. La résolution de ces équations donne successivement ¢t = 3,

t = 3ett = 2. Il n’y a pas une unique valeur de ¢ qui est trouvée : le point B n’appartient donc pas a la

droite considérée. n
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2. Exercices

Vecteurs de I'espace

» Exercice 258 — Voir le corrigé.
On considere deux cubes ABCDEFGH et
BIJCFLKG placés cote a cdte. Compléter les
égalités de vecteurs suivantes :

« FG=A4..

.E'—[%‘{‘ﬁ:B...

° zﬁ+2ﬁ+@:ﬁ

» Exercice 259 — Voir le corrigé.
En utilisant la méme figure, exprimer...

» Exercice 260 — Voir le corrigé.

—K> .. .. ? —
... le vecteur AK comme combinaison linéaire des vecteurs AB et [ K.
... le vecteur A(s comme combinaison linéaire des vecteurs AK et J
... le vecteur ﬁ comme combinaison linéaire des vecteurs A/ et J
BR naison finca Al BH o 00
... le vecteur BK comme combinaison linéaire des vecteurs A/, EH et C

R S
Sur la méme figure, ou se trouve le point M tel que BM = 175 +CK?

» Exercice 261 — Voir le corrigé.

On considere un cube ABCDEFGH sur lequel on a placé les mi-

lieux des arétes ainsi que le centre de la face ABCD. Donner...

Un vecteur égal au vecteur T’
Un vecteur égal au vecteur O

Trois vecteurs colinéaires au vecteur M Z
Deux vecteurs colinéaires a DK
Deux vecteurs coplanaires a E/ ﬁ et AB

» Exercice 262 — Voir le corrigé.

On considere une pyramide SABCD a base carrée ABC'D et de

sommet S.

_>
On considere les vecteurs u = ﬁ —SA, v = ﬁ etw = QB? +

DS. Montrer que 4 = ¥ + .
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Droites et plans de I'espace

» Exercice 263 — Voir le corrigé.

H G On considere le ABCDEFGH ci-contre, ainsi qu’un
i point [ sur le segment [AE].

: Dans chacun des cas suivants, dire si les droites sont
: coplanaires ou non. Si oui, préciser si elles sont paral-
| Ieles ou sécantes. Lorsqu’elles sont sécantes, construire
I

:

|

le point d’intersection de ces droites.

D] (AB) et (FG)  (AF)et (IE)

, (CD)et (EB) (DI)et (EH)

(IB)et (FA) (GF)et (DA)

» Exercice 264 — Voir le corrigé.
Sur le cube précédent, déterminer...

.. 'intersection du plan (EF' H) avec le plan (ADH).
.. un plan parallele au plan (BF'G).

.. 'intersection du plan (I F'B) avec le plan (HDB).
.. I'intersection du plan (GIC) avec le plan (HAD).
.. un plan parallele au plan (I EB)

» Exercice 265 — Voir le corrigé.

On considere une pyramide SABC D de sommet S et
de base carrée. On place un point I sur [D.S], un point
J sur [AS] et un point K sur [BS] de telle sorte que les
droites (JK) et (AB) ne sont pas paralleles, de méme
que les droites (1K) et (BD)

Justifier que les droites (I.J) et (AD) sont sécantes et construire leur point d’intersection.

Justifier que les droites (1K) et (BD) sont sécantes et construire leur point d’intersection.

Construire alors I’intersection des plans (ABD) et (IJK).

Sans justifier la construction, vérifier que I’intersection des droites (JK') et (BD) se trouve sur cette
droite.

bl N
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Repere de I'espace

» Exercice 266 — Voir le corrigé.
Dans le cube ABCDFEFGH ci-dessous, donner...

e ... les coordonnées du vecteur B4H> dans le repere
H G (A;z@;fﬁ;zﬁ).
] ° les coordonnées du point F' dans le repere

E ' F (A AD; AD; E)

i e ... les coordonnées du vecteur C"ﬁ dans le repere
! (4; /@ ; /@ ; fﬁ[ ).
I o .. les coordonnées du point G dans le repere
D | (B;ﬁ; ﬁ; AH ).
,)' """" “T°JcC e ... les coordonnées du point I, milieu de [BG] dans le repére
/, (4; E; /ﬁ; E)
A B e ... les coordonnées du point .J, milieu de [F'H| dans le repere

(4; E; ﬁ; B)

» Exercice 267 — Voir le corrigé.
On considere un prisme droit ABCDEFGHIJKL dont la base est un hexagone régulier ABCDEF'.

1. On se place dans le repere (A; E, ﬁ,ﬁ)
(a) Donner les coordonnées des points D, E, H et J dans
ce repere .
(b) Donner les coordonnées des vecteurs BK et Cﬁ dans
ce repere.
2. Reprendre les questions précédentes en se placant dans le

repere (A; ﬁ, ﬁ,ﬁ)

» Exercice 268 — Voir le corrigé. B
On se place dans un repére de I’espace (O;1, j, k). On considere les points A, B, C' et D de coordonnées
respectives A(1; —1;2), B(5;1;8), C(—3;2; —1) et D(—1;3;2).

1. Déterminer les coordonnées des vecteurs jﬁ , 1@ et @
2. Que peut-on en déduire sur les droites (AB) et (CD) ?

- =

)
)

» Exercice 269 — Voir le corrigé. B
On se place dans un repere de I’espace (O; 1, j, k). On considere les points A, B et C' de coordonnées respec-
tives A(1;3;5), B(2;7;—1) et C(5;19; —19)

1. Déterminer les coordonnées des vecteurs zﬁ et x@
2. En déduire que les points A, B et C' sont alignés.

» Exercice 270 — Voir le corrigé.
On se place dans un repere de ’espace (O; 1, 7, k). On considere les points A(1;2;3), B(3;—1;2), C(0;1;1)
et D(5;1;6).

1. Déterminer les coordonnées des vecteurs zﬁ , zﬁ , zﬁ
2. Montrer que ces trois vecteurs sont coplanaires. Que peut-on en déduire pour les points A, B C'et D ?
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» Exercice 271 — Voir le corrigé.

On se place dans un repere de ’espace (O; 1, j

tives A(2;4; —1), B(3; —2;5) et C(6;7; —2).
1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
2. Déterminer les coordonnées du point I, milieu de [BC]

3. Déterminer les coordonnées du point J tel que /T} = 21@ — 3@ .
4. Déterminer les coordonnées du point K tel que C' soit le milieu de [AK]

- -
)

E) On considere les points A, B et C de coordonnées respec-

» Exercice 272 — Voir le corrigé.
On se place dans un repére de ’espace (O; i, j, k). On considere les points A, B, C, D et E de coordonnées
respectives A(2;2;0), B(0;1;0), C(1;0;1), D(0;0;3) et E(—1;4;0).

1. Calculer les coordonnées des vecteurs E , 1@, E et E
2. Les vecteurs ﬁ ﬁ et AD forment-ils une base de 1’espace ?

3. Donner les coordonnées du point E dans le repere (A; A ,ﬁ ,ﬁ)

Représentations paramétriques de droite

» Exercice 273 — Voir le corrigé.

Donner une représentation paramétrique de la droite passant par le point A(2;5; —3) et dirigée par v 2

» Exercice 274 — Voir le corrigé.
On considere les points A(1;3,—2) et B(2;5; —4). Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).

» Exercice 275 — Voir le corrigé.
On considere les points A(1;2;7) et B(3; —1; 6) ainsi que la droite A admettant pour représentation paramétrique

r=>5—4t
A:¢ y=1+6t ,teR
z=—-34+2t

1. Le point A appartient-il a la droite A ?
2. Les droites (AB) et A sont-elles paralleles ?

» Exercice 276 — Voir le corrigé.
On considere les droites (d;) et (d2) admettant pour représentations paramétriques

x=-5+2t x="7—4t
(di):Q y=11-3t ,teR et (d2):K y=1-2¢ ,t'eR
z=11-2t z=—2+5¢t

Montrer que les droites (d;) et (d2) sont sécantes en un point dont on donnera les coordonnées.
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Exercices de synthése

» Exercice 277 — Voir le corrigé.
On considere un prisme droit ABCDEFGHIJKL dont la base est un hexagone régulier ABCDEF. Les
droites (AI) et (BK) sont-elles sécantes ?

e a1

r

» Exercice 278 — Voir le corrigé.
On se place dans un cube ABCDEFGH. On considere le point I, milieu de [EF], le point J tel que ng} =

1 — 1
ZB7 et le point K tel que CK = gﬁ L’espace est muni du repere (A; ﬁ; E; E)

1. Montrer que les droites (1.J) et (AB) sont sécantes. On note M leur point d’intersection
2. A l’aide de deux autres droites sécantes, construire sur la figure ci-dessus, en justifiant la construction,
I’intersection des plans (ABC) et (IJK)

5
3. On considere le point L de coordonnées (9; 1; 1)

(a) Sur quelle aréte se situe le point L ?

(b) Montrer que les points I, J, K et L sont coplanaires.

(c) En déduire que les droites (/K') et (L.J) sont sécantes.

(d) Donner une équation paramétrique de ces deux droites et déterminer les coordonnées de leur point
d’intersection.
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» Exercice 279 — Amérique du Nord 2021 — Voir le corrigé.

On considere un cube ABCDEFGH. Le point I est le milieu du segment [EF], le point J est le milieu du
segment [BC et le point K est le milieu du segment [AE].

1. Les droites (AI) et (K H) sont-elles paralleles ? Justifier votre réponse.

Dans la suite, on se place dans le repeére orthonormé (A; ﬁ ; E; E)
2. Donner les coordonnées des points [ et J.
3. Montrer que les vecteurs 17 , ﬁ et ﬁ sont coplanaires.

On considere les droites (d;) et (dz) définies par les représentations paramétriques ci-dessous.

(dl)t y=8—2t ,teR et (dg): y=1+t ,teR
z=-243t z=8+2t

4. Les droites (d;) et (dz2) sont-elles paralleles ? Justifier votre réponse.
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» Exercice 280 — Métropole 2021 — Voir le corrigé.
Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Pour chacune des questions suivantes, une seule des quatre
propositions est exacte. Aucune justification n’est demandée.

SABCD est une pyramide réguliére a base carrée ABC D dont toutes les arétes ont la méme longueur. Le
point [/ est le centre du carré ABCD.

On suppose que IC' = IB = IS = 1. Les points K, L et M sont les milieux respectifs des arétes [SD], [SC]
et [SB].

1. Les droites suivantes ne sont pas coplanaires
a. (DK) et (SD) b. (AS) et (IC) c. (AC) et (SB) d. (LM)et (AD)

Pour les questions suivantes, on se place dans le repere orthonormé (1 ,1—8 , I—§ , I? ). Dans ce repere, on donne
les coordonnées des points suivants :

1(0,0,0), A(—1,0,0), B(0,1,0), C(1,0,0), D(0, — 1,0), §(0,0,1)

2. Les coordonnées du milieu N de [K L] sont...

111) (1 11) (111) <11 )
B (e I (e P (=221
a <4’4’2 b \7 23 “\119 d-\33

3. Les coordonnées du vecteur ﬁ sont...

1 1 2 1
a. 1 b. 0 C. 1 d. 1
0 1 -1 1

4. Une représentation paramétrique de la droite (AS) est

r=-1—1t r=-14+2¢t

a.q y=t ,teR b.{ y=0 ,teR
z=—t z=14+2t
r=t r=-1+1

c.¢ y=0 ,t€R d< y=14+t ,tekR
z=1+4t z=1-—t

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

3. Corrigés

Vecteurs de I'espace

» Correction 258 — Voir I’énoncé.

Onaﬁ:.ﬁ,ﬁ(—f—ﬁ:B—J}etE—kﬂqé-i—@:ﬁ

» Correction 259 — Voir ’énoncé.

0naﬁ:2@+z7%,ﬁ:zfc+%ﬁ,m:2ﬁ+ﬁe@?:%;mﬁhc@

» Correction 260 — Voir I’énoncé.
Le point M se trouve sur le point H.

» Correction 261 — Voir I’énonceé.

Onaﬁ:@,w:ﬁ

Les vecteurs ﬁ , ﬁ et @ sont colinéaires au vecteur M Z,
? ? L. -
Les vecteurs DB et H F' sont colinéaires au vecteur DK .
_) .
Les vecteurs ﬁ et AK sont coplanaires aux vecteurs ﬁ et E

Eneffet,ﬁzﬁ—i—@etﬁ(z%@—k%ﬁ.

» Correction 262 — Voir I’énoncé.
On utilise la relation de Chasles et le fait que B? = E

Ona @+ = AB + BC + BC + DS = AC + AD + DS = AC + AS = AC - SA.

Droites et plans de I'espace

He ¢ » Correction 263 — Voir I'énoncé. e (AB) et (FG) sont non
F coplanaires

’ (AF) et (I E) sont coplanaires et sécantes en A

CD) et (EB) sont non coplanaires

DI) et (EH) sont coplanaires et sécantes en .J

IB) et (FA) sont coplanaires et sécantes en K

GF) et (DA) sont coplanaires et paralleles.

PN -

St Rl

(
(
(
(

» Correction 264 — Voir I’énoncé.
L’intersection du plan (EF H) avec le plan (ADH) est la droite (E H ).

Le plan (AEH) est un plan paralléle au plan (BFG).

L’intersection du plan (I F'B) avec le plan (H D B) est la droite (F'B).
L’intersection du plan (GIC') avec le plan (H AD) est la droite (AE)
Le plan (HCG) est un plan parallele au plan (I EB).
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» Correction 265 — Voir I’énoncé.
Les points I, J, A et D sont coplanaires (ils sont sur la face triangulaire de droite). Les droites (I.J) et (AD)
sont donc coplanaires. Elles sont non paralleles et donc sécantes.

Les points I, K, B et D sont coplanaires (ils sont sur un triangle qui coupe le tétracdre en deux). Les droites
(IK) et (BD) sont donc coplanaires. Elles sont non paralleles et donc sécantes.

Repere de I'espace

» Correction 266 — Voir I’énoncé.

-1
Ona B?Ij[) = —E + E + fﬁ Ses coordonnées dans le repére (A; E; E; E) sont donc 1
1
Les coordonnées du point F' dans le repere (A; AB ; E; fﬁ) sont (1;0; 1).
0
Ona @ = Oﬁ — Lﬁ + Lﬁ. Ses coordonnées dans le repére (A; ﬁ; ﬁ; ﬁ) sontdonc | —1
1

Ona ﬁ = Oﬁ+0ﬁ+ﬁ. Les coordonnées du point G dans le repere (B; 1@; ﬁ; :4—1?) sont (0; 0; 1).
1 1
Les coordonnées du point I, milieu de [BG] dans le repere (A; /ﬁ ; E; E) sont (1 b 2).
1 1
Les coordonnées du point .J, milieu de [F'H] dans le repere (A; zﬁ; E; E) sont (1 b3 2). Attention a

I’ordre des vecteurs !

» Correction 267 — Voir I’énoncé.

0 2

Dans (A; AB; AF; AC), ona D(2; 2; 0), E(1; 25 0), H(1; 0; 1), J(2;2; 1, BK | 2 | et GD [ 2
1 1

/2 2

Dans (A; AB; AE; AH),onaD(1; 1; 0), E(0; 1; 0), H(0; 0; 1), J(0; 1; 1), BE [ 1 |etGD | 1
1 1
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» Correction 268 — Voir I’énoncé.

51 4 3-2 5 1o (-3) 2
ABli-n)=(2)ac(2-)=(3).cD| 3-2 |=[1
8~ 2 6 1.2 -3 2 (~1) 3

AB = 2CD. Les vecteurs AB et CD sont colinéaires, les droites (AB) et (C'D) sont paralleles.

» Correction 269 — Voir I’énoncé.

91 1 52 3
| 7-3 |=(4). 4c 19-7 =/ 12
5 (1) 6 19— (~1) 18

Ona AC = 3AB. Les vecteurs AB et AC" sont colinéaires. De plus, les droites (AB) et (AC') ont un point en
commun. Ainsi, les points A, B et C sont alignés.

» Correction 270 — Voir I’énoncé.

31 9 0—1 1 51 4
b -1-2)=(=3)ac(1-2)=(-1).2aD(1-2)=( =1
93 1 1-3 9 6-3 3

Supposons qu’il existe des réels A et p tels que /ﬁ = )\/ﬁ =+ ME On a alors

2 -1 4 2 —A+4p

3 |=Xx-1])+pl| -1 c’est-a-dire -3 | = —“A—pu

-1 -2 3 -1 —2X 4+ 3
D’apres la deuxieme équation,ona —3 = —A — petdonc A =3 —

D’apres la premiére équation, on a —A+4p = 2. On remplace alors A par 3— et onadonc —(3—p)+4p = 2
soit =3 + p + 4p = 2 ou encore by = S etdonc p = 1.

En remplagant p par 1, on trouve alors A =3 — 1 = 2.

On peut alors vérifier que ﬁ = 21@ + E Les vecteurs E ﬁ et B sont coplanaires. Les points A, B,
C et D sont donc sur un méme plan.

» Correction 271 — Voir I’énoncé.

3—-2 1 6—2 4
ﬁ —2—-4 = —6 ]et ﬁ 7T—4 = [ 3 |. Ces vecteurs ne sont pas colinéaires (on ne
5—(-1) 6 -2 —(-1) 1

passe pas des coordonnées de 1’un a I’autre en multipliant par un réel). Les points A, B et C' ne sont pas alignés.
3+6 —2+75+%—%> .<95:ﬁ
; ; soit | —; —; = J.

Le point I a pour coordonnées (

2 72 2 2722
r—2
Notons (x;y; z) les coordonnées du point J. Les coordonnées de A—j sont | y —4 |. Les coordonnées de
z+1
2x1+4+4 6
9AL — 3AC sont | 2 x (=6)+3 | =1| —9 |. Onaalors
2x6+1 13

e xr—2=06douzxz =28
o y—4=-9dotty =->5
e 2+1=13douz =12

Les coordonnées du point J sont (8; —5;12).
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2 4 -1
Notons (z; y; z) les coordonnées du point K. Le milieu de [A K| a pour coordonnées < rroity ot > .

2 T2 ' 2
4
— 6 soitz = 10, — Y — 7ot y = 10 et enfin

2
Puisqu’il doit s’agir du point C'(6;7; —2), on a donc e 5

—1+z
2
Les coordonnées de K sont donc (10; 10; —3).

=—-2douz=-3

» Correction 272 — Voir I’énoncé.
2 -1 -2 -3
ap (-1 ).ac | =2 ). 2D | =2 | etaE | 2

0 1 3 0

Cette deuxieme question revient a déterminer si ces trois vecteurs sont coplanaires. Supposons qu’il existe deux
-2 —A—2u
réels A et u tels que E = )\B + M@. En utilisant les coordonnées, onaalors | —1 | = [ =2\ —2u
0 A+ 3p

En utilisant la troisieme égalité, ona 0 = A + 3 et donc A = —3u

En remplagant A\ par —3y dans la premiere équation, on a alors —2 = 3y — 2 soit —2 = p
En remplacant ;o par —2ona A = —3 x (—=2) =6

Vérifions les coordonnées de )\/TC>w + ,uﬁ avec A = 6 et u = —2. On obtient

—6—2x (—2) —2
—2x6—-2x(=2) | =1 -8
643 x (—2) 0

ce qui n’est pas le vecteur x@ . Les vecteurs E , /ﬁ et xﬁ ne sont pas coplanaires, ils forment donc
une base de I’espace.
Puisque les vecteurs ﬁ AC et ﬁ il existe un unique triplet de réels (z,y,2) tels que AE — zAD + ym +

zAﬁ. Ces réels sont les coordonnées du point E dans le repere (A; AB,A ,Aﬁ). En utilisant les coordonnées
des vecteurs, on a alors

-3 —2r—y—2z
2 =| —z—2y—2z
0 y+ 3z
e En utilisant la derniere ligne, on a y + 3z = 0 et donc y = —3z.
e En remplacant y par —3z dans la deuxieéme équation, on obtient 2 = —x — 2 x (—3z) — 2z soit 2 =
—x + 6z — 2z c’est-a-dire 2 = —z +42. Onadonc x = —2 4 4z
e En remplacgant y par —3z et x par —2 + 4z dans la premiere équation, on obtient —3 = —2z — y — 2z

soit =3 = —2(—2+44z) — (—3)z — 2zs0it =3 =4 — 82+ 3z —2zetdonc -7 = —Tzd'ou z =1
e Puisque y = —3z,onay = —3
e Puisquex = -2 +4z, 2= -2+4=2

On calcule alors les coordonnées de 21@ — 31@ + ﬁ elles valent

—2x2—(=3)—2x1 -3
—2-2x(=3)—2x1]|=[ 2
~3+3x1 0

qui sont bien les coordonnées de E Ainsi, ﬁ = 2/@ + —31@ + E Les coordonnées de E dans le
repere (A; /@,ﬁ,/ﬁ) sont donc (2; —3; 1)
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Représentations paramétriques de droite

» Correction 273 — Voir I’énoncé.

r=2+3t
Cette droite admet pour représentation paramétrique ¢ y=5+2t ,t€R
z=-3—-3t
» Correction 274 — Voir I’énoncé.
1 r=1+1
Ona jﬁ 2 ]. Une représentation paramétrique de (AB) est{ y=3+2t ,teR.
-2 z2=-2-2t
» Correction 275 — Voir I’énoncé.
1=5—-4¢
Le point A appartient a la droite A si et seulement s’il existe un réel ¢ tel que ¢ 2 =1+ 6¢
z="T+2t

La premiere ligne donne alors ¢ = 1. Mais si ¢ = 1, alors la deuxieme ligne donne 2 = 7. Ainsi, un tel réel ¢
n’existe pas : le point A n’appartient pas a la droite (AB).

2 —4
Un vecteur directeur de (AB) est le vecteur ﬁ —3 |. Un vecteur directeur de A est le vecteur @ | 6
-1 2

Onai = —21@. Les vecteurs « et B sont donc colinéaires : les droites (AB) et A sont donc paralleles.

» Correction 276 — Voir I’énoncé.

Supposons que les droites (dy) et (d2) soient sécantes en un point M (z;y; z). 1l existe alors deux réels ¢ et ¢/
x=-5+2t=T7—4t

telsque{ y=11-3t=1-2¢
z2=11-2t = -2+ 5t

—54+2t=7—4t
En remplagant la troisiéme ligne par la somme des lignes 1 et 3, onaalors ¢ 11 — 3t =1 — 2t/
6=5+1t
—54+2t=T7—4t —5+2t=7-4 iy
On trouve alors { 11 —3t=1-2¢ soit{ 11 —-3t=1-2 etdonc { ,
=1 =1 r=1

Vérifions : en remplagant ¢ par 4 dans 1’équation de (d;), on obtient le point de coordonnées (3; —1;3). En
remplagant ¢’ par 1 dans I’équation de (dz), on obtient le point de coordonnées (3; —1; 3).

Ainsi, les droites (d;) et (d2) sont sécantes et les coordonnées du point d’intersection des droites (d;) et (ds)
sont donc (3; —1; 3)

Exercices de synthéese

» Correction 277 — Voir I’énoncé.
On se place dans le repere (A; @ ,ﬁ ,ﬁ) On a alors les coordonnées des vecteurs suivantes :

1 2 1
alo) af(1) ar
0 1 1
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-
Supposons qu’il existe deux réels A et y tels que 1@) = )u?[) + pAK. On a alors

1 220+
0)=12+2u
0 A+
La derniere ligne nous donne A = —u. On remplagant A par —u dans la seconde ligne, on a alors . = 0 et

donc A = 0. Or, si on remplace A et i par 0 dans la premiere ligne, on obtient 1 = 0, ce qui est absurde.

Ainsi, les points A, B, I et K ne sont pas coplanaires. Les droites (AI) et (BK ) ne sont donc pas coplanaires.
Elles ne peuvent donc pas étre sécantes.

» Correction 278 — Voir I’énoncé.

1. Les droites (I.J) est (AB) sont coplanaires puisque les 4 points cités se trouvent sur une méme face. Par

1 1/2
ailleurs, on trouve les coordonnées E 0] et 17 0 . Ces vecteurs ne sont pas colinéaires :
0 —3/4

les droites (I.J) et (AB) ne sont donc pas paralleles. Elles sont donc sécantes en un point M.
2. Lesdroites (JK) est (C'B) sont coplanaires puisque les 4 points cités se trouvent sur une méme face. Par

0 0
ailleurs, on trouve les coordonnées B? 1 |et ﬁ -1 . Ces vecteurs ne sont pas colinéaires
0 —1/12

: les droites (K J) et (C'B) ne sont donc pas paralleles. Elles sont donc sécantes en un point N.
Ainsi, les points M et N appartiennent a I’intersection des plans (ABC') et (I.JK). L’intersection de ces
deux plans est par conséquent la droite (M N).

3. (a) Le point L se situe sur I’aréte [HG]

1/2 . 1/2 1/18
(b) Ona ﬁ 0 , K 1 et IT 1 . Supposons qu’il existe deux réels a et b tels
—3/4 —2/3 0

H
que 17 =alK + blj. On aurait alors.

1/2 a/2+b/18
0 = a+b
—3/4 —2a/3
s s 9 . o 9
D’apres la troisieme ligne, ona a = 3 En utilisant la deuxieéme ligne, on trouve alors b = s
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9— 9 9/16 — 1/16 1/2
Vérifions : on calcule les coordonnées de §I K —gﬁ. Onobtient | 9/8 —9/8 | soit 0
—2/3x9/8 —3/4

On retrouve bien les coordonnées de ﬁ . Les points I, J, K et L sont coplanaires.
Ainsi, les droites (1K) et (L.J) sont coplanaires.
(¢) Or, elles ne sont pas paralleles. Ces droites sont donc sécantes.

r=3+1t r=32+3
(d) Ona (IK) : y=t ,teRet(LJ) y=1—-t'" ¢ eR.
z:l—%t z= —%t’
L dt— o
Cherchons donc deux réels t et t/ telsque { t=1—¢ ' eR
2 3
, L 2. . 3, (3 2\, 2
En remplagant ¢ par 1 — ¢’ dans la derniere équation, ona—g(l—t) :_Zt soit Z+§ t = 3
L 17, 2, 12 2 8
dot —t'=—-ett' = — x - =—.
12 3 17 3 17
Remplagons alors ¢’ par s dans 1’équation de la droite (L.J). Ona 3 + 2 x s _1 1— 8 _9
pras 11p 17 a A R T T A VAT
etl—3x —=_—
R VA Y

13 9 11
Le point d’intersections des droites (1K) et (L.J) a pour coordonnées <ﬁ; 7 17).
» Correction 279 — Voir I’énoncé.

1. Les points A, I et K appartiennent au méme plan (la face avant du cube). Le point H n’appartient pas
a ce plan. Les points A, I, K et H ne sont donc pas coplanaires. Les droites (AI) et (K H) ne peuvent
donc pas étre paralleles.

2. Onal (3;0;1)etJ(1;3;0).

195
1
3. Ona ﬁ = 51@ — E Les vecteurs ﬁ , zﬁ et @ sont coplanaires.
1 1
4. La droite (d;) est dirigée par le vecteur 7 | —2 |. La droite (d3) est dirigée par le vecteur o | 1
3 2

Ces vecteurs ne sont pas colinéaires. Les droites (d;) et (d2) ne sont donc pas paralleles.

» Correction 280 — Voir I’énoncé.
1. Réponse ¢. : (DK) et (SD) ont un point en commun et sont donc sécantes. (AC') et (IC) sont sécantes en
A, (LM) et (AD) sont paralleles et donc coplanaires.

11 1 1
2. Réponse a. : K a pour coordonnées (O; 3 5), L a pour coordonnées (2; 0; 2). Le point /N a donc pour

) (111
coordonnées la moyenne des coordonnées de ces deux points, soit (Z; T 5) .

1

3. Réponse b. On a B = 1.78 + Ofg + lﬁ . Ses coordonnées sont donc | 0 ]. Attention a I’ordre des
1

vecteurs de la base !

4. Réponse ¢. En prenant t = 0, on retrouve le point S. En prenant ¢ = —1, on retrouve le point A.

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

O~ ON =

w DN

Cours : Orthogonalité dans I'’espace .
Produit scalaire de deux vecteurs

Base orthonormée

Orthogonalité

Equation cartésienne d’un plan

Projeté orthogonal

Exercices .........oiiiiiiiiian..

COIrigés ........oviiiiiiinnnnnnnnn.

288



1. Cours : Orthogonalité dans I'’espace

1 Produit scalaire de deux vecteurs

1.1 Définition du produit scalaire

Définition 52 : Soient @ et ¥ deux vecteurs de 1’espace. On considére des points A, B et C' tels que

U= AB etv = @ . L’angle non orienté entre les vecteurs 4 et ¥, noté (i; ¥) est ’angle BAC, vu dans le
plan (ABC).

Définition 53 : Le produit scalaire de @ et ¥ est le réel notée « - ¥ et qui vaut
T —
e Osizoudvaut 0
o ||d|| x ||T]| x cos(u;T) sinon

Rappel de certaines valeurs remarquables

Degré 0 30 45 60 90 180
. T T s T
Radians 0 5 1 3 5 T
V3 V2 1
i —_— — — 0 -1
Cosinus 1 5 5 5
1 V2 V3
i — — — 1 0
Sinus 0 5 5 5

m Exemple 138 : Dans un cube ABCDEFGH de coté 1, calculer le produit scalaire E . ﬁ

H G
: . unepartB? ﬁAmmE ﬁ E zﬁ
E 1
: L’angle H HAD mesure 45° ou 1 " radians.
E AD = 1. Le théoreme de Pythagore permet de montrer que AH = /2
Dy oo Lo 9
¢ Ainsi,@-ﬁzADxAchos(%):1X\/§x§=1
A B

I Définition 54 : On dit que deux vecteurs « et ¥ sont orthogonaux si @ - ¥ = 0

Le vecteur 0 est en particulier orthogonal a tous les autres vecteurs.

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr

3 _



http://mathoutils.fr

1 Produit scalaire de deux vecteurs 289

1.2 Propriétés du produit scalaire
Propriété 74 : Soit u, ¥ et w0 trois vecteurs de 1’espace, k et k' deux réels.
U= H H2 En particulier, ||@|| = VU - 4.
¥ = U - 4, le produit scalaire est symétrique.
‘(k:fu—l-k’ﬁ) =k(u-0) + K (d-0)et (kU4 kW) -d=k(0-d)+ k(0 d).
Le produit scalaire est bilinéaire.

ISR

m Exemple 139 : Soit @, ¥ et @ trois vecteurs tels que @ - 0 = 3, ¥ - W = 5, 4 - & = —1 et ||t]| = 4.
(€ 4+ 20) - (=30 + 4wW) = —3(u - &) + 4(a - W) — 6(V - @) + 8(¥ - W)
On remplace alors les valeurs par celle de 1’énoncé en rappelant que i - @ = ||| |2.

(@4 20) - (—3@+40) = -3 x 42 +4x (-1) —6x3+8x5=-30

]
1.3 Formules de polarisation
Propriété 75 : Soit 4 et ¥ deux vecteurs de 1’espace.

o (G+0)%=||a|]>+2a-7+||7]]?
o (@—0)%=|lal]® - 2a- v+ ||7]]”
o (@+7)- (2—7) = [ - |9

Démonstration 47 : On utilise la bilinéarité du produit scalaire. On a
(G+ 02 =(@+0) - (G+0)=d-d+a-T+T - d+7-0=||d*+2a- 7+ |0
(G- =@—0)- (@—-0)=t-d—0-7—0 - d+v-0=|a*—2a- 7+ |0
(G+0) - (G—0)=h-d—id-T+7-id— 7= — |7

O

Propriété 76 : Soit 4 et ¥ deux vecteurs de 1’espace.

R R Tt
o @7 =g(ll@+a* - [l - [12]*)
Lo T - =
o @7 =—g(|l@ -7 —|lall® - ||]1*)
T L
o @7 = (lla+a* - ||d -7

Démonstration 48 : Soit @ et ¥ deux vecteurs du plan. D’apres la propriété précédente, on a
@+ = ||al]® +2a- 5+ ||8]]* et ||@— 7| = ||al]* —2a- 7+ |7

En isolant @ - ¥’ dans ces deux expressions, on retrouve les deux premiers points. De plus, en soustrayant ces

deux égalités, on trouve que

—

@+ 7|2 — ||@ — ¥]|* = 44 -

11 suffit de diviser par 4 pour retrouver la dernicre égalité recherchée. o
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m Exemple 140 : Soit A, B et C trois points de 1’espace tels que AB =5, BC = 7et AC = 8.

E.sz%(nﬂﬁﬁntwtma
Or, AB — AC' = AB + CA = CB, d'ou

4B - AC = —3(CB’ ~ AB* — AC%) = —(7% — 5 — 8%) = ~20

Base orthonormée

Définition 55 : Soit (O;7, j, k) un repére de I'espace.

e On dit que la base (_’ J, k) est orthonormée si
- i j:z-k:j-k;:()

= [dll = 1131l = 11kl = 1
e On dit alors que le repere (O; W7, k) est un repére orthonormé.

Une famille orthonormée de trois vecteurs forme forcément une base de 1’espace.
m Exemple 141 : Si on considére un cube ABCDEFGH de coté 1, le repére (A;@,zﬁ,ﬁ) est un

repere orthonormé de I’espace. [

Propriété 77 : On se place dans un repere orthonormé (O 7, J, ]3)

/

x
On considere deux vecteurs @ | y | et ¥ | o/ |. Alors, @ -7 = za’ + yy + 27
/
z z

Démonstration 49 : 11 suffit de revenir a la définition de coordonnées.
T-7=(xi+yj+zk) (@T+y]+ k)
On développe alors

=i i+ayi-j+adi-k+yd] i+yy] J4yd k+zak i+ 2k ]+ 22k k

g

Or, la base (;, f, E) est orthonormé, les seuls produits scalaires non nuls sont i, ; ; tk-k qui valent 1.
Ainsi,

- =

u-vzmm'—l—yy'—l—zz'

3 5
m Exemple 142 : Dans un repere orthonormé (O; ; 5 E) on considere les vecteurs @ | —1 | et ¥ 3
2 —6
U-T7=3x5+(-1)x3+2x-6=15-3-12=0
Les vecteurs # et ¢’ sont orthogonaux. =
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x
Propriété 78 : On se place dans un repere orthonormé (O; f, f, 12) Soit W y | un vecteur de I’espace.
z

Alors ||l = V@7 = /a7 + 57 + 2.

En particulier, si A(z4,y4,24) et B(xp, yp, zp) sont deux points de I’espace, alors

AB = \/(zp — z4)2 + (B — ya)? + (25 — 24)?

—
)

m Exemple 143 : On se place dans un repére orthonormé (O; 7, j, k). Soit A(1;2;5) et B(3;3;3).

AB=1/3-12+(3-22+(3-52=v22+12+22=10=3

3 Orthogonalité

3.1 Droites orthogonales

Définition 56 : Soit (d) et (d') deux droites de ’espace. On dit que (d) et (d’) sont orthogonales si les
paralleles a ces deux droites passant par un méme point sont perpendiculaires.

m Exemple 144 : On considére un cube ABCDEFGH

H G
1
1
E 1 F
i
i
1
1
:
D'
/} ________ -t C
,/
4
A B

Les droites (AB) et (C'G) sont orthogonales. En effet, la parallele a (C'G) passant par B est la droite (BF")
qui est perpendiculaire a la droite (AB). [
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Propriété 79 : Deux droites (d) et (d'), dirigées respectivement par les vecteurs @ et ¥, sont orthogonales
si et seulement si & - ¥ = 0.

m Exemple 145 : On se place dans un repere orthonormé (O,i, J, k). On considere les droites (d;) et (d)
définies par les représentations paramétriques suivantes.

r=1—-2t r=>5-—3t

(d1); y=3+1 et (dg); y=3—2t

z = 2 —t Zz = 2 =4k 4t
—2 -3
La droite (d; ) est dirigée par le vecteur 7 | 1 | etla droite (d2) par le vecteur o | —2
-1 4

Le repere étant orthonormé, on peut calculer le produit scalaire de ces deux vecteurs comme suit :
TU-T==-2x(=-3)+1x(-2)+(-1)x4=6—-2—-4=0

Les vecteurs 4 et ¢ sont orthogonaux. Les droites (d;) et (d2) sont donc orthogonales. n

3.2 Droite orthogonale a un plan

Définition 57 : Soit (d) une droite et P un plan de I’espace. On dit que (d) est orthogonale au plan P si
elle est orthogonale a toute droite contenue dans le plan P.

Propriéte 80 — Théoréme de la porte. : Soit (d) une droite de vecteur directeur @ et 7P un plan de 1’espace
dirigé par les vecteurs ¥} et U2. La droite (d) est orthogonale au plan P si et seulement si @ - 07 = @ - U2 = 0.

11 suffit donc de montrer qu’une droite est orthogonale a deux droites sécantes d’un plan pour montrer qu’elle
est en fait orthogonale a toute droites de ce plan.

= Exemple 146 : On se place dans un repére orthonormé (O; 4, J, k).

1 1
On considere les vecteurs o | 2 | et [ 0 | ainsi que deux points A(2; 5;2) et B(5;8; —1).
3 1

On note P le plan passant par le point O et dirigé par les vecteurs 71 et U5 (ces vecteurs n’étant pas colinéaires,
on définit bien ainsi un plan). La droite (AB) est orthogonale au plan P. En effet,

3
e Le vecteur 1@ a pour coordonnées 1@ 3
-3
e Puisque I’on est dans un repere orthonormé, on peut calculer les produits scalaires a 1’aide des coor-
données. On a alors

_AB-v; =3x1+3x2+(-3)x3=0

_AB-v;=3x1+3x0+(-3)x1=0
e Ainsi, E est orthogonal aux vecteurs 9/ et ¥i. La droite (AB) est donc orthogonale au plan P.
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Vecteur normal a un plan

Définition 58 : Soit P un plan et 77 un vecteur non nul. On dit que 77 est un vecteur normal au plan P s’il
est orthogonal a tout vecteur directeur du plan P.

De la méme maniere que ce que 1’on faisait avec les droites orthogonales a un plan, pour montrer qu’un vecteur
est normal a un plan, il suffit de montrer qu’il est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de ce plan.

m Exemple 147 : On se place dans un repere orthonormé (O; Z,j,l;) On considere le plan P passant par O

3 1 2
et dirigé par les vecteurs v—{ 2 | et 172) —3 |. Le vecteur o 0 est normal au plan P. En effet,
6 2 —1

Les vecteurs v7 et ¥, ne sont pas colinéaires. Ils définissent donc bien un plan.

Puisque I’on est dans un repere orthonormé, il est possible de calculer le produit scalaire a 1’aide des
coordonnées,

e U -1 =2x3+0x24+(-1)x6=0

o U-Tp=2x140x(-3)+(-1)x2=0

Ainsi, i est orthogonal a U] et ¥. i est donc un vecteur normal au plan P n

I Propriété 81 : Deux plans sont paralleles si et seulement si un vecteur normal au premier est normal au
second.

- =

m Exemple 148 : On se place dans un repere orthonormé O,_: Jr k).

On considere le plan Py passant par A(2;5;9), dirigé par wi et W}
2
Le vecteur o 0 ], qui était normal au plan P de I’exemple précédent, est aussi normal au plan Ps. En
-1

effet, les vecteurs w7 et wo ne sont pas colinéaires et définissent donc bien un plan. De plus, puisque 1’on est
dans un repere orthonormé, il est possible de calculer le produit scalaire a I’aide des coordonnées,

o U W =2x54+0x4+4+(-1)x10=0

o U-wWy=2x(-2)+0x7+(-1)x(-4)=0
Ainsi, o est orthogonal a w; et ws. @ est donc un vecteur normal au plan P,. Les plans P et P, admettent un
méme vecteur normal, ils sont donc paralleles. ]

Définition 59 : Deux plans sont perpendiculaires si le premier plan contient une droite orthogonale au
second plan.

Le concept de plans perpendiculaires peut étre trompeur. Par exemple, deux plans perpendiculaires peuvent
contenir des droites paralleles. Par ailleurs, contrairement aux résultats que 1’on connait sur les droites, si deux
plans sont perpendiculaires a un méme plan, alors ces plans ne sont pas forcément paralleles. En revanche, il
est possible de caractériser la perpendicularité de deux plans en utilisant leurs vecteurs normaux.

Propriété 82 : Deux plans sont perpendiculaires si un vecteur normal a 1’un est orthogonal a un vecteur
normal du second.
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Equation cartésienne d’un plan

Dans toute cette partie et dans la suivante, I’espace est muni d’un repére orthonormé (O; f, j’, /2)

Equation cartésienne

ProPriété 83 : Soit 77 un vecteur de I’espace et A un point de I’espace. L’ensemble des points M tel que
AM -7t = 0 est le plan passant par A admettant le vecteur 77 comme vecteur normal.

Réciproquement, soit P un plan de 1’espace, A un point de P et 77 un vecteur normal a P. P est I’ensemble
des points M tels que AM -7 = 0.

Il est donc possible de décrire un plan a I’aide d’un point et d’un vecteur normal.

a
Propriété 84 : Soit A(z4,y4,24) un point de I’espace et 7 | b | un vecteur non nul.
c

On note P le plan passant par le point A et admettant le vecteur 77 comme vecteur normal.

Un point M (x,y,z) appartient au plan P si et seulement si
a(z —24) + by —ya) +c(z —24) =0

Cette équation est appelée équation cartésienne du plan P

Réciproquement, si a, b, ¢ et d sont quatre réels fixés, avec (a,b,c) # (0,0,0), 'ensemble des points
a

M (z;y; z) vérifiant ax + by + cz + d = 0 est un plan auquel le vecteur 7 | b | estnormal.
c

Démonstration 50 : Soit M (z;y;2) un point de I’espace. Le point M appartient au plan P passant par

a
—
A(za,y4,24) et de vecteur normal 7 | b ] siet seulement si AM -7 = 0. Puisque le repere que ’on
c
considere est orthonormé,
T—TA a
— .
AM -i=y—ya |- | b ]| =alx—24)+b(y —ya) +c(z — z4)
Z—ZA

Ainsi, le point M appartient au plan P si et seulement si a(z — x4) + b(y —ya) + c(z — z4) = 0.

Réciproquement, a, b, c et d quatre réels fixés, avec (a,b,c) # (0,0,0). On supposera par exemple que a # 0.
a

On note alors 7 le vecteur de coordonnées | b
c

D’une part, I’ensemble £ des points de 1’espace vérifiant ax + by + cz + d = 0 n’est pas vide. En effet, le point
A (— %; 0; 0) appartient a cet ensemble.

Soit M (x;y; z) un point de I’espace et A € £. On a alors ax 4 + bya + cz4 = —d. Ainsi,
M € & & ar+by+cz+d =0 & ar+by+cz—axg,—bysa—cza =0 a(x—x4)+b(y—ya)+c(z—2z4) =0

. . Y AR , -
C’est-a-dire M € & si et seulement si AM - 77 = 0. L’ensemble & est donc un plan admettant 77 comme vecteur
normal. m
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m Exemple 149 : On considere le plan P d’équation cartésienne 3z + 2y — 3z + 1 = 0. Ce plan admet le
3
vecteur 77 [ 2 | comme vecteur normal.
-3
Considérons le point A(1;1;2). Ona3 x 1 +2 x 1 —3 x 241 = 0. Les coordonnées du point A vérifient
I’équation du plan P. Le point A appartient donc au plan P.

En revanche, le point B(1;5;0) n’appartient pasaceplan:ona3 x 1 +2x5—-3x04+1=14#0. =

4
m Exemple 150 : Le plan P passant par A(1;5; 7) et admettant le vecteur 7l -2]a pour équation cartési-
3
enne 4(z — 1) — 2(y — 5) + 3(z — 7) = 0 c’est-a-dire 4o — 2y + 3z — 15 = 0. .
4
Il est aussi possible de raisonner comme suit : tout plan admettant le vecteur 7 | =2 | comme vecteur
3

normal admet une équation cartésienne de la forme 4x — 2y + 3z + d = 0 pour un certain réel d. Pour
que ce plan passe par le point A, il faut que les coordonnées de A vérifient cette équation. Autrement dit,
4x1—-2%x54+3x7+d=0,s0it15+d=0etdoncd= —15.

4.2 Application : intersection d’une droite et d’un plan
m Exemple 151 : On considére le plan P d’équation 2x + 5y — 3z + 1 = 0 et la droite (d) de représentation

B=2A=70
paramétrique ¢ y=5+1 ,t € R. Soit M (z;y; z) un point de 1’espace.
g ==N=2%
B=A=10
. e . y=5+t
Ona M(z;y;z) € PN (d) si et seulement s’il existe un réel ¢ tel que N Y

20 +5y—32+1=0

Résolvons ce systeme. En remplacant les valeurs de z, y et z dans la derniere équation, on obtient

r=2-—1t r=2—t
y=5+t . y=5+1
= —2-9 oIty = oo
22—-t)+5(5+t)—3(-2—-2t)+1=0 36 +9t=0

Finalement, I’'unique solution du systéme est
t=—4
x=2—-(—-4)=6
y=5+(-4)=1
z2=-2-2x(—-4)=6

L’intersection de P et (d) est donc le point M (6; 1;6). "
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5 Projeté orthogonal

5.1 Projeté orthogonal sur une droite
Définition 60 : Soit A un point de 1’espace et (d) une droite de 1’espace, dirigée par un vecteur @. On
appelle projeté orthogonal de A sur (d) le point H de la droite (d) tel que AH - @ = 0. En particulier,

e Si A appartient a la droite (d), ce point est son propre projeté,
e sinon, la droite (AH ) est perpendiculaire a la droite (d).

(d)

H est en fait I’intersection de la droite (d) et du plan P qui passe par le point A et auquel la droite (d) est
normale. Si 1’on connait un point et un vecteur directeur de la droite (d), il est alors possible de déterminer
sa représentation paramétrique, déterminer 1’équation cartésienne du plan P, puis d’en déterminer le point
d’intersection avec la méthode vue précédemment : nous déterminons ainsi le projeté orthogonal de A sur (d).

eg=1=45
m Exemple 152 : Soit (d) la droite de représentation paramétrique { y =3+t ,t € Ret A le point de
z=1-2t
coordonnées (3; 3; 3). On vérifie facilement que le point A n’appartient pas a la droite (d).
-1
Un vecteur directeur de la droite (d) estle vecteur 7 [ 1 ]. Notons alors P le plan passant par A est donc
-2
@ est un vecteur normal : la droite (d) sera ainsi orthogonale a ce plan P.

Une équation cartésienne du plan P est donc
—(z—3)+(y—3)—2(>»—3)=0 soit —z+y—2z+6=0

Le projeté orthogonal de A sur (d) est le point d’intersection de (d) et de P.

Notons (z; y; z) les coordonnées de ce point et ¢ son parametre dans I’équation de (d). On a alors z = 1 — ¢,
y=3+t,z=1—-2tet—x+y— 22+ 6 = 0. En remplagant les valeurs de z, y et z dans cette derniere
équation, on aboutit alors a

—(1—-t)+B+t)—2(1—-2t)+6=0 soit 6t+6=0 etdonc ¢t=—1

Ainsi,z =1—(—-1) =2,y =3+ (—1) =2etz =1—2 x (—1) = 3. Le projeté orthogonal du point A
sur la droite (d) est donc le point H (2;2; 3). "
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5.2 Projeté orthogonal sur un plan

Définition 61 : Soit A un point de I’espace, P un plan de ’espace et 7 un vecteur normal de P. Le projeté
orthogonal de A sur P est le point d’intersection H du plan P et de la droite passant par A et dirigée par le
vecteur 77. En particulier

e Si A appartient au plan P, ce point est son propre projeté
e sinon, le vecteur AH est normal au plan P

m Exemple 153 : On se place dans un repére orthonormé (O; ZJ,E) On considere le point A de coordonnées

1 1
(1;3;6), le point B de coordonnées (1; 1;1) et le plan P passant par B et dirigé paro{ | 0 | etvs [ 10
0 —4
Ces deux vecteurs n’étant pas colinéaires, on définit bien ainsi un plan.
0
e Les coordonnées du vecteur 1@ sont 1@ —2
-5
e Puisque I’on est dans un repere orthonormé, il est possible de calculer le produit scalaire a I’aide des

coordonnées,
_AB G =0x1+(=2) x 0+ (=5) x 0 =0
_AB -7 =0x2+(=2) x 10+ (=5) x (—4) =0
e Ainsi, B appartient au plan P et le vecteur E est normal au plan P. B est donc le projeté orthogonal
de A sur P.

La encore, une méthode similaire a la précédente peut €tre utilisée pour déterminer par le calcul les coordonnées
du projeté orthogonal d’un point sur un plan. Si I’on connait I’équation cartésienne d’un plan P ainsi que les
coordonnées d’un point A n’appartenant pas a ce plan, il est possible de déterminer les coordonnées du projeté
orthogonal de A sur P.

Pour cela, on identifie un vecteur 77 normal a P et on détermine une représentation paramétrique de la droite
passant par A et admettant 77 comme vecteur directeur : cette droite est orthogonale au plan P. Il nous reste
alors a déterminer les coordonnées du point d’intersection de cette droite et de ce plan pour obtenir le projeté
orthogonal de A sur P.
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5.3 Distance a une droite ou un plan
Définition 62 : Soit A un point de I’espace et (d) une droite (ou P un plan).

On appelle distance de A a (d) (ou a P) la plus petite distance AM pour M un point de la droite (d) (ou du

plan P).
r=1-1
m Exemple 154 : Soit A(2,1,3) et (d) la droite de représentation paramétrique ¢ y =5+1 ,t € R
g==0b=2%

Soit M un point de parametre ¢ de cette droite. On a alors

AM?2 =(2-(1-t)24+ 1 -G+)2+B-(—2—-2t))2 =1 +t)>+ (—4—t)2 + (5+ 2t)?
Développons alors cette expression. On a

AM? =1+ 2t + % + 16 + 8t + t* + 25 + 20t + 4> = 6t + 30t + 42

Ainsi, AM = +/6t2 + 30t + 42. Or, pour tout réel ¢, 6¢2+30t+42 > 0. On rappelle que si u est une fonction
u

2

définie, dérivable et strictement positive sur R, alors la fonction /u est dérivable sur R et (y/u) =
Ainsi, la fonction f : z — v/6t2 + 30t + 42 est donc définie et dérivable sur R et, pour tout réel ¢,

12t + 30 6t + 15

!
t pe— p—
£ 2612 + 30t +42 /612 + 30t + 42

. . . . . . 5
Cette dérivée est du signe de 6t + 15. On sait par ailleurs que 67 + 15 > 0 si et seulement si ¢t > 5 On

peut alors construire le tableau de signes de f’ et en déduire le tableau de variations de f.

x —00 —g 400

;| T~

2

>

w|

. - 5 :
La fonction f admet donc un minimum en —5 Par ailleurs,

1(-2) = for (-2 305 () vaz= Bt = B 222

3v2

Ainsi, la distance de A a (d) vaut —
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Propriété 85 : Soit S un plan ou une droite de I’espace.
Soit A un point de I’espace et H le projeté orthogonal de A sur S.

Pour tout point K de I’ensemble S ,on a AK > AH : le projeté orthogonal de A sur S est le point de
I’ensemble S qui est le plus proche du point A. La distance du point A a I’ensemble S est alors égale a la
distance AH.

Démonstration 51 : Soit K un point de S. On a alors

AK? = |AR|? = ||AH + HE|? = |AH||? + 24H - HK + || HE|?

OL>,le vecteur /Tﬁ estﬁ;rmal au plan ou a la droite S, auquel appartiennent les points H et K. Ainsi, zﬁ .
HK = 0. De plus, ||[HK||? > 0. Ainsi, on a bien AK? > AH?

Finalement, les distances étant des quantités positives, par croissance de la fonction x — /x sur R, on a bien
AK > AH

O

m Exemple 155 : On considere la droite (d) et le point A de I’exemple précédent. On a vu que la distance

., 3V2 . e . N 5 ( .
de A a (d) valait i et que cette distance était atteinte pour le parametre ¢ = —5 dans la représentation
paramétrique de (d) donnée.

Ainsi, le point le plus proche du point A est le point de coordonnées (x; y; z) avec

(=3)=3
r=1—-\—-z)=2
2 2
5
2

-5+(3)-

75
Le point H <§; 5 3> est donc le projeté orthogonal du point A sur la droite (d). L]
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2. Exercices

Produit scalaire

» Exercice 281 — Voir le corrigé.
On considere trois points A, B et C tels que AB = 7, AC = 4 et zﬁ . zﬁ = 14. Déterminer la mesure de
I’angle BAC.

» Exercice 282 — Voir le corrigé.

On considere un cube ABCDEFGH d’arétes de longueur 1. Calculer les produits scalaires suivants

H G

. 1B 13 AB. 7C
g £ D DAl 7

CG-CE BG-ED

D)_ ________ ———

» Exercice 283 — Voir le corrigé.
Est-il possible d’avoir 3 points de 1’espace A, B et C telsque AB = 3, BC' =6 et xﬁ . zﬁ =207

» Exercice 284 — Voir le corrigé.
Soit @, ¥ et W trois vecteurs tels que 4 - ¥ =3, U - W = 5, - W = —1let ||u]| = 4.

1. Que vaut 24 - (34 — 20 + 4w) ?
2. Que vaut (30 — 24) - (40 + @) ?

» Exercice 285 — Voir le corrigé.
On considere trois vecteurs i, U et w tels que @ - ¥ = 3 et @ - W/ = 4. Montrer que le vecteur « est orthogonal
au vecteur 47 — 3.

» Exercice 286 — Voir le corrigé.
Soit @ et ¥ deux vecteurs orthogonaux tels que ||@|| = 3 et ||0]| = 7. Que valent ||@ + ¥]| et || — ¥]| ?

» Exercice 287 — Voir le corrigé.
Calculer % - ¥ dans chacun des cas suivants.

L [|dl| =2, (][9] = 3, [|u — v]| =4
2. [|dl[ =5, |[0]| =2, [[u+ 0] =3
3. ||@— 9| =7, ||@ + 9| = 12

» Exercice 288 — Voir le corrigé.
Soit i et ¥ deux vecteurs tels que ||i|| = 3, ||7]| = 4 et ||u — v|| = 5. Montrer que et ¥/ sont orthogonaux.

» Exercice 289 — Voir le corrigé.
Soit A, B et C trois points de 1’espace tel que AB + BC' = AC'. Montrer que ces points sont alignés.
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Base orthonormée

» Exercice 290 — Voir le corrigé.

1 3
L’espace est muni d’un repere (O; Z;,E) orthonormé. Montrer que U 5 |et@ [ 3] sont orthogonaux.
-9 2

» Exercice 291 — Voir le corrigé.
L’espace est muni d’un repere (O;1,5,k) orthonormé. Soit x un réel. On considere les points A(2;5;1),
B(3;1;2), C(8;2;x).

1. Déterminer les coordonnées des vecteurs zﬁ et 1@
2. Pour quelle valeur du réel x les vecteurs 1@ et 1@ sont-ils orthogonaux ?

» Exercice 292 — Voir le corrigé.
L’espace est muni d’un repere (O;1,5,k) orthonormé. Soit x un réel. On considere les points A(3;4;2),
B(5;2;2x), C(3;10; x). Pour quelles valeurs du réel z les vecteurs AB et AC sont-ils orthogonaux ?

» Exercice 293 — Voir le corrigé.
L’espace est muni d’un repére (O; i,7,k) orthonormé. On considere les points A(—1;2;0), B(1;2;4), C(—1;1;1).
1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

2. Calculer zﬁ . 1@
3. Calculer les longueurs AB et AC.

4. En déduire une mesure de 1’angle BAC arrondie eu degré pres.

» Exercice 294 — Voir le corrigé.
On considere un cube ABCDEFGH d’arétes de longueur 1 ainsi que les points I, J et K, centres respectifs
des faces ABC' D, BCGF et ABF'E. On se place dans le repére orthonormé (A; ﬁ,ﬁ,ﬁ)

H G
|
E ' F 1. Donner les coordonnées des points I, .J et K dans
' ce repere.
i 2. Calculer ﬁ . ﬁ( -
! 3. En déduire la valeur de I’angle JI K.
D’)- -------- ---Jc 4. Quelle est la nature du triangle I JK ?
A B

Orthogonalité

» Exercice 295 — Voir le corrigé.
On se place dans un repére orthonormé (O; 7,5,k). On considére les points A(2;5;1), B(3;2;3) et C(3;6;2).

1. Calculer les coordonnées des vecteurs E et ﬁ
2. Montrer que les droites (AB) et (AC') sont perpendiculaires.
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» Exercice 296 — Voir le corrigé.
On se place dans un cube ABCDEFGH.

1. Quelle est la nature du repere (A; 1@ E zﬁ

2. Déterminer les coordonnées des points F', D, B et H dans ce repere.
3. En déduire les coordonnées des vecteurs DD 77 etB

4. Les droites (DF') et (BH) sont-elles perpendiculaires ?

» Exercice 297 — Voir le corrigé.
On considere les points A(2; 1;5) et B(3;2; 3) ainsi que la droite A admettant pour représentation paramétrique

r=4+43t
A y=2+t ,teR
z=—-54+2t

Les droites (AB) et A sont-elles orthogonales ?

» Exercice 298 — Voir le corrigé.

L’espace est muni d’un repere (O; 7,7,k) orthonormé. On considere les points A(1;2;1), B(3;4;1), C(4; —1;6)
et D(6;1;6). Montrer que ABDC est un rectangle.

» Exercice 299 — Voir le corrigé.

1 3 2
On se place dans un repére orthonormé (O; ZJJZ) Soitvi | 4 |,v3 2 |etw [ -1
1 -2 2

On considere le plan P passant par O et dirigé par les vecteurs ¢; et v2. Montrer que le vecteur @ est normal au
plan P.

» Exercice 300 — Voir le corrigé.

- -

L’espace est muni d’un repere (O;; 7; k) orthonormé. On considere les points A(3; —2; —2), B(1;3; —8) et

)
2

C(—2;0;4) ainsi que le vecteur 77 | 2 |. Montrer que 7 est un vecteur normal au plan (ABC).
1

» Exercice 301 — Voir le corrigé.

L espace est muni d’un repere (O i,;,k) orthonormé. On considere deux droites (dy) et (ds) admettant pour
représentations paramétriques respectives

r=2+t x=—-5+2
(di):{ y=3—-t teR et(dr):{ y=—-1+t [t €eR

1. Donner un vecteur directeur 7 de la droite (dy) et un vecteur directeur s de la droite (ds).
1
2. Montrer que le vecteur o | —2 | est orthogonal A @; et & @s.
-3
Montrer que le point B(3; 3;5) appartient a la droite (d2)
4. Montrer que la droite A passant par le point B et dirigé par le vecteur ¢ est perpendiculaire aux droites
(dl) et (d2)

W
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Equations cartésiennes de plan

Dans tous les exercices suivants, I’espace est muni d’un repére (O;4,7,k) orthonormé.

» Exercice 302 — Voir le corrigé.
On considere le plan P d’équation 3z + 2y — z + 1 = 0 ainsi que les points A(2, — 3,1), B(0,0,1), C(0,2,5)
et D(1,5,3).

1. Quels sont les points qui appartiennent au plan P ?

2. Les points A, B, C' et D sont-ils coplanaires ?

» Exercice 303 — Voir le corrigé.

r=2-2t
Soit P le plan d’équation 2z — 5y + 3z — 2 = 0 et (d) la droite de représentation paramétrique ¢ y =1+1¢
z=1+4+3t
Montrer que la droite (d) est incluse dans le plan P.
» Exercice 304 — Voir le corrigé.
2
Donner une équation cartésienne du plan passant par le point A(2;5; —1) et de vecteur normal 7| -3
1

» Exercice 305 — Voir le corrigé.
On considere les points A(—1;2;0), B(1;2;4), C(—1;1;1), D(5;3;0)
2

-1
-1

2. Donner une équation cartésienne du plan (ABC).

3. Le point D appartient-il & ce plan ?

4. Donner une équation cartésienne du plan parallele au plan (ABC') passant par D.

1. Montrer que le vecteur est normal au plan (ABC)

» Exercice 306 — Voir le corrigé.
Soit P; et P les plans d’équations cartésiennes respectives 2z + 3y — 5z + 1 = 0et4x + 6y — 102 + 3 = 0.
Montrer que les plans P; et P, sont paralleles mais non confondus.

» Exercice 307 — Voir le corrigé.
On considere les points A(2; —1;0), B(1;0; —3) et C(6; 6; 1) ainsi que le plan P d’équation 22 —y—z+4 = 0.
Montrer que le plan P est parallele au plan (ABC).

» Exercice 308 — Voir le corrigé.
Déterminer, s’il existe, les coordonnées du point d’intersection du plan P d’équation 2z — 3y — 2z + 1 =0et

r=1+4+1
de la droite (d) de représentation paramétrique ¢ y=1+2¢t ,t€R
z=95—-3t

» Exercice 309 — Voir le corrigé.
On considere les plans P; et Py d’équations respectives 2x +y — 2z +3 =0et3x +2y — 2+ 1 = 0.

1. Donner un vecteur normal a P; et un vecteur normal a Py. Ces plans sont-ils paralleles ?
2. Montrer que les points A(1;1;6) et B(2;0;7) appartiennent aux plans P; et Ps.
3. En déduire une représentation paramétrique de P; N Ps.
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Projeté orthogonal

» Exercice 310 — Voir le corrigé.
On se place dans un repére orthonormé (O;,7,k). On considere le point A de coordonnées (5; 1;3), le point

2 1
B de coordonnées (—2; —2; —2) et le plan P passant par B et dirigé par [ 4)etvd |3
3 3

On considere le point H de coordonnées (2;4;1).

1. Montrer que le vecteur ﬁ est normal au plan P
2. En déduire une équation cartésienne du plan P
3. Montrer que le point H appartient au plan P.

4. Que peut-on en déduire sur le point H ?

» Exercice 311 — Voir le corrigé.
L’espace est muni d’un repere (O; i,j,k) orthonormé. On considere le plan P d’équation 2z +4y —5z+1 =10
ainsi que le point A(6;8; —9)

1. Le point A appartient-il au plan P ?

2. Donner un vecteur normal 77 au plan P.

3. Donner une représentation paramétrique de la droite passant par A et de vecteur directeur 77
4. En déduire les coordonnées du projeté orthogonal de A sur le plan P.

» Exercice 312 — Voir le corrigé.
On considere un cube ABCDEFGH d’aréte de longueur 1. L’espace est muni du repére orthonormé ( A; B,E,E)

1. Montrer que le vecteur m est normal au plan (BDE)

2. Montrer qu’une équation cartésienne du plan (BDE)estz +y+2z—1=0

3. Donner une représentation paramétrique de la droite (AG)

4. En déduire les coordonnées du point K, projeté orthogonal du point G sur le plan (BDE)

» Exercice 313 — Bac 2021 — Amérique du Nord — Voir le corrigé.
On considere le plan P d’équation « + 3y — 2z + 2 = 0 dans un repere orthonormé. Montrer que le point
L(4,0,3) est le projeté orthogonal du point M (5, 3, 1) sur le plan P.

» Exercice 314 — Voir le corrigé.
On se place dans un repere orthonormé (O;4,7,k). On considére le point A(3,5,1) et la droite (d) de représen-
tation paramétrique

r=1+4 3t
(d) y=t ,teR
z=1-—1t

Soit M un point de la droite D, de parametre .

1. Montrer que la distance AM vaut V1182 — 22t + 29
2. On considere la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = v/1122 — 22x + 29

(a) Justifier que f est définie et dérivable sur R et calculer f/(z) pour tout réel x.

(b) Montrer que f admet un minimum en une valeur xg que 1’on précisera. Que vaut ce minimum ?
3. En déduire les coordonnées du projeté orthogonal du point A sur la droite (d).
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Exercices de synthése

» Exercice 315 — Bac 2021 — Centres étrangers — Voir le corrigé.
Dans un repere orthonormé de 1’espace, on considere les points suivants : A(2; —1;0) ; B(3; —1;2) ; C(0;4;1)
et S(0;1;4)
1. Montrer que le triangle ABC' est rectangle en A.
2
2. (a) Montrer que le vecteur @ | 1 | est normal au plan (ABC)
-1
(b) En déduire une équation cartésienne du plan (ABC')
(c) Montrer que les points A, B, C et S ne sont pas coplanaires.

3. Soit (d) la droite orthogonale au plan (ABC') passant par S. Elle coupe le plan ABC en H.
(a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (d)
(b) Montrer que les coordonnées du point H sont (2;2; 3)

Airedelab X Haut
4. On rappelle que le volume V d’un tétracdre est V = e e 7a base au eur‘ Calculer le volume du

3
tétracdre SABC.
5. (a) Calculer la longueur S A

(b) On indique que SB = +/17. En déduire une mesure de 1’angle ASB approchée au dixieme de
degré

» Exercice 316 — Voir le corrigé.

On considere un cube ABCDEFGH de c6té de longueur 1. L'espace est alors muni du repere orthonormé
(A; E ,ﬁ,zﬁ). On considere le point I, symétrique du point A par rapport au point C' ainsi que le point .J,
milieu du segment [BF]

1. Donner, sans les justifier, les coordonnées des points I et J.
1

2. Montrer que le vecteur @ | —2 | est normal au plan (I.JD)

—6
En déduire une équation cartésienne du plan (I.JD)
Donner une représentation paramétrique de la droite (BH).
Déterminer les coordonnées du point K, point d’intersection du plan (I.J D) et de la droite (BH)
Calculer ﬁ : ﬁ ainsi que les longueurs K B et KD

En déduire une valeur arrondie au degré pres de 1’angle BKD

Nk W
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» Exercice 317 — Voir le corrigé.
Dans I’espace, on considere le cube ABCDEFGH de cotés de longueur 1 représenté ci-dessous. On note [
et J les milieux respectifs des segments [E'H]| et [F'B].

¢ .J

L’espace est alors muni du repére orthonormé (A ; /@ , zﬁ , jﬁ ).
1. Donner, sans les justifier, les coordonnées des points I et J.

1
2. (a) Montrer que le vecteur 77 [ —2 | est normal au plan (BGI).
2
(b) En déduire une équation cartésienne du plan (BGI).

(c) Onnote K le milieu du segment [H .J]. Le point K appartient-il au plan (BGI) ?

3. Le but de cette question est de calculer 1’aire du triangle BG1.

1
(a) En utilisant le triangle F'IG pour base, montrer que le volume du tétraédre F'BIG vaut g

1
On rappelle que le volume V' d’un tétraedre est donné par la formule V = 3 X B x h ou B désigne

I’aire d’une base et h la hauteur correspondante.

(b) Déterminer une représentation paramétrique de la droite A passant par F' et orthogonale au plan
(BGI).
(c) Ladroite A coupe le plan (BGI) en F’.
7T 4 5
Montrer que le point F” a pour coordonnées <§ b9 §>
(d) Calculer la longueur F'F’. En déduire I’aire du triangle BG1.
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3. Corrigés

Produit scalaire

» Correction 281 — Voir I’énoncé.

On sait que AB . AC = AB x AC x cos(@). Ainsi, cos(@)
Ainsi, BAC = g (ou 60°).

_AB-AC 14 1

TABXAC  Tx4 2

» Correction 282 — Voir ’énoncé.
Ona...

oﬁ'ﬁ=ADxABxcos(@)=lxlx0=0
e AD-FG = AD x FG x cos(0) =1 x1x1=1
V2

oﬁ~ﬁ:EHxEDxcos(@)=lxﬁx7:1

o DH-FB = DH x FB x cos(180°) = 1 x 1 x (—1) = 1
— 1 dj t
¢ CC-CE =CGxCE x cos(GCE) =1 x /3 x — = 1. On utilise ici la relation cos = acjacen

V3 hypoténuse
dans un triangle rectangle.

oE‘&-ﬁzEGxEDxcos(GOO)zﬁx\/ix\/§><%:1

» Correction 283 — Voir ’énoncé.

On aurait AB - AC = AB x AC x cos(m) et donc cos(m)

toujours entre —1 et 1, c’est impossible.

AB-AC 20

= 1B < AC = TS Un cosinus étant

» Correction 284 — Voir ’énoncé.
21 - (31 — 20 + 40) = 6||]|? — 44 - U+ 8 - W = 96 — 12 — 8 = 76

(30 — 2) - (A + @) = 120 - + 30 - i — 8 - % — 2||i||> = 60 + 9 + 8 — 32 = 45

» Correction 285 — Voir I’énoncé.
Onaalors @ - (40— 3W) =44 -7 —3u- W =12—-12=0

Le vecteur  est orthogonal au vecteur 49 — 3.

» Correction 286 — Voir I’énoncé.
4 et U sont orthogonaux, ce qui implique que @ - ¥ = 0. On a

@+ 9)? = ||@||*> + 2@ -0+ ||0]]* =3° +2x 04+ 7> =58
et donc || + 7]| = V/58
@ — 3|2 = ||a]|* —2a- T+ ||7]]> =32 —2x 04+ 7% =58

et||i — ]| = v/58
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» Correction 287 — Voir I’énoncé.
On a...
1 1

3
1o i= = (1 - 92 ~ 1@l = |71) = 5 (2 - 32 = 2) =

T R . , 1
2. U'U=§(I|U+vll2— la|? = ||9]*) = 5(32—52—22) =—10

1 1 95
3da= (l+ AP - i - o) = (12 - ) = 2
» Correction 288 — Voir I’énoncé. ) )
u-J= —§(H1I— o2 — ||| |> - ||9]|?) = —5(52 —32-42) = —5(25—9— 16) = 0. @ et ¥' sont orthogonaux.

» Correction 289 — Voir I’énonc&> . .
Onaalors BA+ BC = AC. Or, BA — BC = BA + CB = CA. Utilisons alors les formules de polarisation.

OnaE}LB?:—%

1 1
BA + BC, on aalors BA - BC = ~5((BA+ BC)? ~ AB? ~ BC?) = — 3 (BA® + 2BA x BC + BC? -
AB? — BC?) = BA x BC.

Or, BA-BC = AB x BC x cos(A/B?). Il en vient que COS(XB\C) = —1 et que I’angle entre les vecteurs

ABC mesure donc 180 degrés. Cela signifie que les points A, B et C' sont alignés (et méme que le point B se
situe entre A et C).

(||E>l - B?\P — AB? — BC?) = —%(C’A2 — AB? — BC?). En remplagant C' A par

Base orthonormée

» Correction 290 — Voir I’énoncé.
Ona#-v=1x34+5x%x3—9x2=0. @ et ¥ sont orthogonaux.

» Correction 291 — Voir I’énoncé.
1 6

ﬁ —4 ] et ﬁ -3 ). E et 1@ sont orthogonaux si et seulement si B . 1@ = 0, c’est-a-dire
1 x—1
1x6—-4x(—=3)+1x(x—1)=0c%sta-direl9+z=0doux =—-17

» Correction 292 — Voir I’énoncé.
2 0

On a zﬁ —2 et 1@ 6 . ﬁ et zﬁ sont orthogonaux si et seulement si E . ﬁ = 0,
20 — 2 T —2

cest-a-dire2 x 0 —2x6+4+ (22 —2)x (z—2) =0

On a donc 222 — 62 — 8 = 0. C’est un polyndme du second degré dont les racines sont —1 et 4. E et B

sont orthogonaux si et seulementsiz = —loux =4

» Correction 293 — Voir I’énoncé.

1—(-1) 2 —1—-(-1) 0
On a 1@ 2-2 =(0]et fﬁ 1-2 = | —1 ). Les vecteurs E et @ ne sont pas
4-0 4 1-0 1

colinéaires, les points A, B et C' ne sont pas alignés.
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Puisque I’on est dans un repere orthonormé, E . xﬁ =2x04+0x-14+4x1=4.
OnaAB = V22 + 02442 =V20et BC = /02 + (—1)2 + 12 = V2.
On sait que 4 = AB - AC = AB x AC x COS(BAC’).

— — 2 —
Ainsi, v/20 x v/2 x cos(BAC) = 4 d’oti cos(BAC) = —— et1’angle BAC mesure environ 51 degrés (utiliser

V10

arccos ou cos ! sur la calculatrice).

» Correction 294 — Voir I’énoncé. L1 ) )
Les points I, J et K ont pour coordonnées (5; 5; 0) , <1; —; 7> et <§; 0; 5) comme coordonnées respectives

22
dans le repere (A; I@,ﬁ,ﬁ)

0.5 0
Ona ﬁ 0 et 17)( —0.5 ]. Puisque le repere (A; E ,E,E) est orthonormé,
0.5 0.5

|
ﬁ'ﬁ){:O.5xO—0x0.5+O.5><0.5:0.25:1

On sait de plus queﬁ-ﬁ)( =1I1JxIK x cos(J/I?(). Or,
2102 7 ‘[
o IJ=v052+02+052 =05 =
— /02 7 _ V2
o IK = /07 + (=057 + 057 = V05 = *=

—_— 1
Ainsi, cos(JIK) = =3 et donc JIK = §

Li

X rN»—A

Puisque I.J = I K, le triangle IJ K est isocele en I. On a donc JKI =1JK. Or, JIK = g et la somme des

angles d’un triangle vaut 7 radians. On a donc JKI=1JK = % Le triangle I.J K est donc équilatéral.

Orthogonalité

» Correction 295 — Voir I’énoncé.
1 1

Ona E -3 | et ﬁ 1
2 1

AB AC=1x1-3x1 +2 x1=0. Les vecteurs AB et AC sont orthogonaux. Les droites (AB) et (AC)
sont donc orthogonales. De plus, ces droites ont le point A en commun, elles sont donc perpendiculaires.

» Correction 296 — Voir I’énoncé.
Ce repere est orthonormé.
-1 —1
Ona F(1,0,1), D(0,1,0), B(1,0,0), H(0,1,1, DF [ 1 |etBH | 1
—1 1

DF.BH = —1 X (=1)+1x1—-1x1=1%#0.Les droite (DF') et (BH) ne sont pas perpendiculaires.
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» Correction 297 — Voir I’énoncé.

3 1
La droite A est dirigée par le vecteur 7 | 1. La droite (AB) est dirigée par le vecteur E —1 ]. Par
2 -2

ailleurs, AB-7=1x3—1x1-2x2=0. Les droites (AB) et A sont orthogonales.

» Correction 298 — Voir I’énoncé.

3—-1 2 6—-4 2
D’une part, on aAB | 4—2 | soitAB |2 ) etCD [ 1- (—1) | soit cp | 2. Ainsi, AB = CD. Les
1-1 0 6—6 0
points A, B, C et D sont donc coplanaires et ABDC' est un parallélogramme.
6—3 3
De plus, on a ﬁ 1—4 ] soit ﬁ -3
6—1 5

Ainsi, zﬁ . ﬁ =2x3-2%x34+0x5=0.Langle ABD estun angle droit. ABDC est un parallélogramme
ayant un angle droit, c¢’est donc un rectangle.

» Correction 299 — Voir I’énoncé.
Puisque le repere (O;,5,k) est orthonormé, on a donc

o U - U=1x2+4x(-1)+1x2=0
o Uy U=3%x2—-1x1-2%x2=0

Ainsi, u est orthogonal a 7] et o qui sont deux vecteurs non colinéaires du plan P. 4 est normal au plan P.

» Correction 300 — Voir I’énoncé.

AB=2x(1-3)42x(3—(~2)+1x (-8 (~2))=0
AC =2x(—2-3)+2x (0 (=2)) +1x (4—(~-2) =0

Ainsi, 77 est orthogonal aux vecteurs zﬁ et zﬁ . Il est donc normal au plan (ABC).

» Correction 301 — Voir I’énoncé.

1 2
1. Le vecteur uj | —1 | dirige la droite (d;). Le vecteur u3 | 1 | dirige la droite (ds).
1 0
1
2. On considere le vecteur o | —2
-3

e V-l =1x1-2x(=1)—3x1=0
e V- -y =1%x2-2x1-3x0=0
¥ est orthogonal a 7 et & ws.
3. Enprenant ¢’ = 4 dans I’équation de (d2), on obtient le point de coordonnées (3; 3; 5). Le point B(3; 3; 5)
appartient a la droite (d2)
4. La droite A passant par le point B et dirigé par le vecteur ¢ est perpendiculaire a la droite (dz). En effet
U et Uz sont orthogonaux et les deux droites ont en commun le point B. On sait de plus que (d;) et A
sont orthogonales. Il reste a montrer qu’elles sont sécantes.
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x=3+t
Une représentation paramétrique de Aest ¢ y=3—-2t ' eR
z=5-3t
2+t 3+t
Chercher 'intersection de (d;) et A revient a chercher deux réels tett' telsque | 3 —¢ | = [ 3 — 2t
t 5— 3t

La derniére ligne permet d’exprimer ¢ en fonction de . remplagons ¢ par 5 — 3t dans la premiére ligne.
On obtient alors 2 + 5 — 3t' =3+t d’out’ = 1. Puisque t = 5 — 3t’, on a alors t = 2

Vérifions : en remplagant ¢ par 2 dans 1’équation de (d; ), on obtient le point de coordonnées (4; 1;;2).
En replacant ¢’ par 1 dans I’équation de A, on obtient le point de coordonnées (4; 1;2). Les droites A et
(d1) sont donc sécantes. Puisqu’elles sont orthogonales, elles sont donc perpendiculaires.

Ainsi, A est perpendiculaire a (d;) et (da).

Equations cartésiennes de plan

» Correction 302 — Voir I’énoncé.

On regarde quels sont les points dont les coordonnées vérifient 1’équation de P. Pour le point A,ona 3 x 2 +
2% (=3) =141 =0, le point A appartient au plan P. De méme, les points B et C' appartiennent a ce plan.
En revanche, 3 x 1 +2 x 5 —3+ 1 = 11 # 0. Le point D n’appartient donc pas au plan P.

-2 -2
Ona 1@ 3 et z@ 5 ]. Les vecteurs B et fTC>w ne sont pas colinéaires, les point A, B et C' ne sont
0 4

donc pas alignés. Ils définissent bien un plan (ABC') qui n’est autre que le plan P. Or, D n’appartient pas a ce
plan, les points A, B, C et D ne sont donc pas coplanaires.

» Correction 303 — Voir I’énoncé.
Pour tout réel t, 2(2 — 2t) —5(1 +¢) +3(1 +3t) —2 =4 — 4t — 5 — 5t + 3+ 9t — 2 = 0. Tous les points de
la droite (d) appartiennent donc au plan P.

» Correction 304 — Voir I’énoncé.
2

Une équation cartésienne du plan passant par le point A(2;5; —1) et de vecteur normal 7| =3 | est
1

2(r—2)=3(y—5)+(z+1)=0c’est-a-dire 22 — 3y + 2+ 12 =10

» Correction 305 — Voir I’énoncé.

2 0
OnadB (0 )etAC [ —1 |. Ainsi,
4 1
¢ T - AB=2x2+(—1)x 0+ (~1) x4 =0
¢ T AC=2x0+(—1)x (1) + (1) x1=0
2
Ainsi, le vecteur 77 | —1 | est normal eu plan (ABC)
—1

Le plan (ABC') passe par A et admet le vecteur 77 comme vecteur normal. Une équation cartésienne du plan
(ABC) estdonc 2(x — (—1)) — 1(y —2) — 1(z — 0), c’est-a-dire 2z —y — 2+ 4 =0

Le plan parallele au plan (ABC) passant par D admet également le vecteur 7 comme vecteur normal. Une
équation de ce plan est donc 2(z — 5) — (y —3) — (2 — 0) = 0 c’est-a-dire 2x —y — 2 — 7 = 0.
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» Correction 306 — Voir I’énoncé.

2 4
Les vecteurs o 3 et 6 sont normaux respectivement aux plans P; et P. Ces vecteurs sont
-5 -10

colinéaires, les plans P; et P, sont donc paralléles.

» Correction 307 — Voir I’énoncé.
2

Le vecteur @ [ —1 | est normal au plan P. De plus,
-1

¢ T-AB=2(1-2)—(0—(-1))—(-3-0)=-2-1-3=0
¢ 7-AC=26-2)—(6—(-1)-(1-0)=8-7T-1=0

Le vecteur 4 est donc également normal au plan (ABC). Les plans P et (ABC') sont donc paralleles.

» Correction 308 — Voir I’énoncé.

r=1+1
ey s . y=142¢
Supposons qu’il existe un point M (z;y; z) dans P N (d). On a alors 5 _ 3

20 —3y—2z4+1=0

En remplagant les x, y et z de la derniere ligne, on obtient. 2(1+t) —3(1+2t) —2(5—3t) + 1 = 0 c’est-a-dire
t = 5. Vérifions : en remplacant ¢ par 5 dans 1’équation de (d), on obtient le point de coordonnées (6; 11; —10).
Or,2x6—3x11—2x (—10) + 1 = 0. Ce point appartient également au plan P.

» Correction 309 — Voir I’énoncé.
2 3

Un vecteur normal a P; est le vecteur 77{ 1 ). Un vecteur normal a P est le vecteur 175 2 ]. Ces
-1 -1
vecteurs ne sont pas colinéaires. Les plans P; et P2 ne sont donc pas paralleles. On a par ailleurs

204 +ya—24+3=2x141—-64 3 = 0. Le point A appartient a P;.
2z2p+yp—2+3=2x2+4+0~-7+3 = 0. Le point B appartient a P;.
3x4+2ys —24+1=3x142x1—-6+1=0.Le point A appartient a Ps.
3x4+2ys —24+1=3x24+2x0—-741=0.Le point B appartient a P,.

L’intersection de deux plans sécants étant une droite, on a donc P; NPy = (AB). Or, les coordonnées du

1 r=1+1t
vecteurs ﬁ étant | —1 |, une représentation paramétrique de Py N Poestdonc ¢ y=1—-¢ 1 €R
1 z=6+1

Projeté orthogonal

» Correction 310 — Voir I’énoncé.

OnaAH | 3 |.Deplus, AH - = —3x2+3x4—2x3=0et AH o = —3x14+3x3-2x3=0.
-2

Le vecteur ﬁ est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan P, il est donc normal a ce plan.

Une équation du plan P est —=3(z +2) + 3(y +2) — 2(2 +2) = 0soit =3z + 3y — 22 —4 = 0.

Par ailleurs, -3z +3yg — 22y —4 = —-3x24+3x4—-2x1—4=0. Le point H appartient donc au plan P

Le point H est en réalité le projeté orthogonal du point A sur le plan P.
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» Correction 311 — Voir I’énoncé.
Ona2ry+4ys —524+1=2x6+4x8—=5x%(=9)+1=90 # 0. An’appartient donc pas au plan P.

2
Le vecteur 77 | 4 | est normal au plan P
5
r=06+2¢
Une représentation paramétrique de la droite (d) passant par A dirigée pariest ¢ y =8+ 4t t€R.
z=-9—>52
Le projeté orthogonal de A sur le plan P n’est autre que I’intersection de la droite (d) et du plan P.
r=6+2t
) N y =844t
Résolvons donc le systeme Y _9_ 5

20 +4y—5z+1=0
La derniere ligne nous donne 2(6+2t)+4(8+4t) —5(—9—5¢)+1 = 0 soit 12+4t+32+16t+45+25t+1 =0

t=-2
d’ou 45t + 90 = O et donc t = —2. Ainsi, on a ;f(Q) . Le projeté orthogonal de A sur P a pour
z=1
coordonnées (2;0;1).
» Correction 312 — Voir I’énoncé.
1 —1 —1
onaACG (1),BD( 1 |eeBE| 0 |. Deplus, BE-AG = —1x14+0x1+1x1=0et
1 0 1

Eﬁ . ﬁ =—-1x1+1x1+0x1=0.Levecteur A—(); est orthogonal a deux vecteurs du plan (BDE), il
est donc normal au plan (BDE)

1
Le plan (BDE) admet AG [ 1) comme vecteur normal et passe par B(1,0,0). Il admet donc comme équation
1
cartésienne (x — 1) + (y — 0) + (2 — 0) =0 c’est-adirex +y+2—1=0
1

La droite (AG) passe par A(0,0,0) et est dirigée par /TCS 1 ]. Cette droite admet donc pour représentation
1

r=1
paramétrique le systtme ¢ y =t ,t€ R

z=1
La droite (AG) passe par G et est orthogonale au plan (BDE). Le point d’intersection de (AG) et (BDE) est
donc le projeté orthogonal de G sur (BDE). Un point de (AG) possede des coordonnées de la forme (¢,t,t)

1
pour un certain réel ¢. Si ce point appartient au plan (BDE),onadeplust+t+¢—1 = 0soitt = -. Le

111
point K, point d’intersection du plan (BDE) et de la droite (AG), a pour coordonnées <§; 3 §>
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» Correction 313 — Voir I’énoncé.
D’une part,onaxy + 3y, — 22 +2 =443 x 0—2 x 3+ 2 = 0. Le point L appartient donc au plan P.

1
—
De plus,ona LM | 3 | quiestun vecteur normal au plan P. La droite (LM ) est donc orthogonale au plan

-2
‘P. L est donc le projeté orthogonal de M sur P.

» Correction 314 — Voir I’énoncé.

1. Les coordonnées du point M sont par conséquent (1+3t; ¢; 1 —t). Le repére considéré est orthonormé.
On utilise la formule de la distance :

AM = /(1 43t =32+ (t = 5)2+ (1 —t — 1)2 = \/(3t — 2)2 + (t — 5)% + (—t)?
Ainsi,
AM = /912 — 12t + 4 + 12 — 10t + 25 + 2 = /112 — 22t + 29
2. (a) Pour tout réel , 1122 — 22x + 29 > 0. En effet, il s’agit d’un polyndme du second degré dont le

discriminant vaut (—22)% — 4 x 11 x 29 = —792 < 0. De plus, la fonction z + 112? — 222 + 29
est dérivable sur R. f est donc dérivable sur R et pour tout réel z,

, 22x — 22 11z — 11
I — S—
21122 — 222 +29 V1122 — 22z + 29
(b) Pour tout réel z, V1122 — 22z + 29 > 0. f’(x) est donc du signe de 11z — 11. De plus, f(1) =

V1T —22+29 = /18 =32

x —00 1 +00
f'(z) - 0 +
; \ /
3v2

f admet un minimum en 1. Ce minimum vaut 3v/2
3. D’aprés la question 1, la distance entre A et un point M de la droite de paramétre ¢ vaut v/11¢2 — 22t + 29,

c’est-a-dire f(t). Cette distance est minimale lorsque ¢ = 1, ¢’est-a-dire pour le point de coordonnées
(4,1,0) : ce point est donc le projeté orthogonal de A sur la droite (d).

Exercices de synthése

» Correction 315 — Voir I’énoncé.

3—2 0—-2 1 -2
l.OnaAB [ —1- (=1) ] et A0 [ a- (—1) ] soit AB(o)eac | 5 ). Puisque le repere est
2-0 1-0 2 1
orthonormé, on a

AB-AC=1x(-2)+0x5+2x1=0
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Ainsi, les droites (AB) et (AC) sont orthogonales. Celles-ci se coupent au point A : ces droites sont
donc perpendiculaires et I’angle BAC est donc un angle droit. Le triangle BAC' est rectangle en A.
2. (a) Ona
e il-AB=2x14+1x0+(1-)x2=0
¢ 7 AC =2x (=2) +1x5+(~1)x 1 =0
Ainsi, 7 est orthogonal a deux vecteurs directeurs non colinéaires du plan (ABC'), il est donc
normal a ce plan
(b) Le plan (ABC') passe par le point A et admet le vecteur 77 comme vecteur normal. Une équation
cartésienne de ce plan est donc 2(x —2) + 1(y — (—1)) — 1(#» —0) =0 soit 2z +y — z — 3 = 0.
(¢) Ona2zrs+ys—25—3=2x0+1—4—3= —6 # 0. Ainsi, le point S n’appartient pas au plan
(ABC) car ses coordonnées ne vérifient pas 1’équation de ce plan. Les points A, B, C et S ne sont
pas coplanaires.
3. (a) Ladroite (d) passe par le point S et admet le vecteur 77 comme vecteur directeur. Une représentation
paramétrique de cette droite est donc

= 2t

1 +
= 4 —

(d) teR

N R

t
t

(b) D’une part, les coordonnées du point H vérifient 1’équation du plan (ABC).
Eneffet, 2 x 2+ 2 — 3 — 3 = 0. D’autre part, en prenantf = 1, onabien 2t = 2,14+t = 2 et
4 —t = 3. Le point H appartient donc aussi a la droite (d). Il s’agit donc du point d’intersection
de (d) et (ABC).
Il est également possible de remplacer x, y et z dans 1’équation du plan par 2¢, 1 + ¢ et4 —¢. On
trouve alors t = 1.

4. Prenons le triangle ABC comme base. Le triangle ABC est rectangle en A. Son aire vaut donc
AB x AC 0

T,

2
e AB=/(3-22+(-1-(-1))2+(2-02=yV1+0+4=15
e AC=/(0-22+(4—(-1))2+(1-02=v4+25+1=+30
VEx VI 5V
2 2
D’autre part, H est le projeté orthogonal du point S sur la plan (ABC). [SH] est donc la hauteur du
tétragdre issue du point S. Or, SH = /(2 - 0)2+ (2 - 12+ (3—-4)2 =4+ 1+1=6

Ainsi, ’aire du triangle ABC' vaut

1 56
Ainsi, le volume du tétragdre (SABC') vaut V = 3% \2[ xV6=5
5. @ OnaSA=/(2-02+(-1-12+(0-42=V4+4+16=+v24=2V6
. /2-0 3-0 /2 3
) OnaSA [ —1-1)etSB [ —1—-1|s0itSA [ —2 | etSB [ =2 |. Ainsi,
0—4 2—4 —4 -2

SA-SB=2x3-2x(~2)—4x(~2) =18

_SA-sB 18
_SAXSB_\/ﬁx2\/(§'

Or, SA.SB=SAx SBx cos ASB et donccos(@)

Ainsi, ASB ~ 27,0°.
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» Correction 316 — Voir I’énoncé.

1. Ona Al = 2A4C. Ainsi, le point I a pour coordonnées (2,2,0). Par ailleurs, .J est le milieu de [BF, ses
1
coordonnées sont donc (1; 0; 2).

1 -1
2. Ona ﬁ 2 et ﬁ 1 . Le repere considéré étant orthonormé, on a alors
-1/2 -1/2

. ﬁ~ﬁ:1x1—2x2—6x<—%):0

. ﬁ.ﬁ:1x(—1)—2x1—6x(—;)=0

Le vecteur 77 est ainsi orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan (I.JD). Le vecteur i —1 2
est normal au plan (/J D) -
3. Le plan (I.JD) passe par le point 1(2,2,0) et admet le vecteur 77 —12 comme vecteur normal. Une
équation cartésienne de ce plan est donc 1 X (z—2)—2x (y—2)—6 X (;6— 0) = 0soitx—2y—6z+2 = 0.
4. Ladroite (BH ) passe par le point B(1,0,0) et admet pour vecteur directeur le vecteur BH _11 . Une
1
r=1-—1t
représentation paramétrique de cette droite est donc ¢ y =1 , teR
z=1

5. Le point d’intersection du plan (I.JD) et de la droite (BH) doit avoir des coordonnées qui vérifient les
deux équations.

r=1-—t
. . . =1
Soit (x,y,z,t) quatre réels. On doit avoir Z _y

r—2y—624+2=0

1 2
En utilisant la derniére ligne, on a alors (1 — ¢) — 2t — 6t + 2 = 0 soit ¢ = —. On trouve alors z = 3
1 1 21
Yy = 3 etz = 3 Réciproquement, on vérifie que le point K (§,§,§> vérifient bien les équations du
plan (IJD) et de la droite (BH)
6. D’une part,

2 2 1 1 1 1 1
RB-KD = (1-3) % (0-3) +(0-3) x (1-3) + (0-3) < (0-3) =3
Par ailleurs,ﬁ-ﬁ:KBXKCXCOS(@).OL

crm=y[(1-2) +(0-1) + (o-1) -
cxn= [0 2) (15 (o) -

KB-KD 1

KBxKD /3
L’angle BK D mesure environ 125°.

7. Ainsi, cos(@?) =
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» Correction 317 — Voir I’énoncé.

1 1
1. Le point [ a pour coordonnées (O; 5 1). Le point J a pour coordonnées (1; 05 2)

0 -1
2. (a) Le vecteur B? a pour coordonnées | 1 |. Le vecteur B_[> a pour coordonnées | 1/2 |. Ainsi,
1 1

ﬁ~ﬁ:1x0—2x1+2x1:0
7 Bl=1x(—1)—2x1/242x1=0
Le vecteur 77 est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (BGI). Le vecteur 7 —1 2
est donc normal au plan (BGI). i
(b) Le point B(1,0,0) appartient au plan (BGI), qui admet le vecteur 7 comme vecteur nor-
mal. Une équation cartésienne de ce plan est donc (z — 1) — 2(y — 0 ) +2(z — 0) = 0 soit

T—2y+22—-1=0

0+1 140 143
2 7 2 2 )

(c) On note K le milieu du segment [H.J]. Ce point a pour coordonnées (

27274 2 2 4
I’équation de (BGI). Le point K appartient donc au plan (BGI).

113 1 1 3
c’est-a-dire < = ) Or, - —2x —+2x ——1=0. Les coordonnées du point K vérifient

3. Le but de cette question est de calculer I’aire du triangle BGI.
(a) Le triangle F'IG est isoctle en I. Notons M le milieu de [F'G]. La hauteur issue de I dans le

FG xIM
triangle F'IG est donc la droite (/M). 1l en vient que 1’aire de ce triangle vaut + soit
1x1

2
E I H
F M G
Dans le tétraedre F'IGB, la hauteur relative au triangle F'/G est BF. Ainsi, le volume de ce
o ix1 1
tétraedre vaut = 6

(b) Ladroite A passant par F'(1,0,1) et orthogonale au plan (BGI). Elle est donc dirigée par le vecteur
77. Une représentation paramétrique de cette droite est donc

r=1+t
y=—2t ,teR
z=1+72t
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(c) Ladroite A coupe le plan (BGI) en F’. On résout

r=1+1t r=1+1 Fe—2/90 = 1—2/9
y = —2t o) y="2 o =4/9

z=1+2t z=1+2t 3:5/9
r—2y+2z—1=0 1+t—2t+2(1+2t)—1=0 N

4
Le point F’ a pour coordonnées <; ; 9 : g)

(d) On a

7 2 (4 (5 2 4 16 16 36 4 2
S 0 B Y S s e B
\/9 + 9 * 9 81+81+81 81 9 3
Or, en utilisant le triangle BGI comme base, la hauteur du tétraedre F'GBI relative a cette base
n’est autre que (F'F”). Si on note Apgy aire du triangle (BGI), il en vient que le volume du

A x FF’ 2A 1

tétracdre vaut BGlg soit gGl . Or, d’apres les questions précédentes, ce volume vaut 5
1 9 3
Ainsi, A =—-X—-=-
1nsi1 BGI 6 D) 4
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1. Cours : Rappels de probabilité

Avant de s’engager sur le programme de terminale, faisons quelques rappels de probabilités de 1’année de
Premiere.

Dans tout ce chapitre, on note €2 I’'univers non vide d’une expérience aléatoire.

On rappelle que pour deux événements A et B de €2, I’événement A N B est I’événement qui est réalisé lorsque
"ala fois A et B sont réalisés".

De plus, I’événement A, appelé contraire de A, est réalisé si et seulement si A ne I’est pas.

P(A) désignera la probabilité de I’événement A. On a alors P(A) = 1 — P(A).

Probabilité conditionnelle

Définition 63 — Probabilité conditionnelle. : Soit A et B deux événements tels que P(A) # 0. On
appelle probabilité conditionnelle de B sachant A, la quantité

m Exemple 156 : On considére "univers = {1;2;3;4;5;6}. On tire un nombre uniformément au hasard
sur ). On considere les événements

e A : le nombre est pair
e [3: le nombre est supérieur ou égal a 3

1 4 2
Puisque I’on est en situation d’équiprobabilité, on a alors P(A) = g =5 P(B) = 6=3
2 1
Par ailleurs, A N B = {4;6}. Ainsi, P(AN B) = 6= 3
Appliquant la définition, on trouve donc
1 1
P(ANB) 3 2 P(BNA) 3 1
PyB)=———F="=3=- et Pp(Ad)=——"F=5=—_
2 3

Cette probabilité s’interpréte comme la probabilité de I’événement B sachant que 1’événement A est réalise.

m Exemple 157 : Une entreprise commande a une société de sondage une enquéte sur la satisfaction de
ses clients. Lors du premier appel téléphonique, la probabilité qu’un client réponde est de 0,25. Si le client
répond a I’appel, la probabilité qu’il réponde au questionnaire de la société est de 0,3. On note R 1’événement
"la personne répond a I’appel” et ) I’événement "la personne répond au questionnaire.

D’apres I’énoncé, on a P(R) = 0,25 et Pr(Q) = 0,3. Ainsi, La probabilité qu’une personne prise au hasard
réponde a I’appel puis au questionnaire vaut P(R N Q) = P(R) x Pr(Q) = 0,3 x 0,25 = 0,075. ]
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Construction d’un arbre pondéré
I Propriété 86 — Reégle de la somme. : Dans un arbre pondéré, la somme des probabilités issues d’un nceud
est égale a 1.

m Exemple 158 : On considere une succession de deux expériences aléatoires dont 1’arbre pondéré associé
est représenté ci-dessous.

D ----- AND
QD
1
A 2Lg
0.4
F
Q‘b
D
P
5 D L pap
k
o F
‘0
D
7
c Y1 g
U
F

Sur cet arbre, on voit que P(A) = 0.3 et P(C) = 0.6.

Puisque la somme des probabilités issues d’une branche vaut 1, on a P(A) + P(B) + P(C) = 1, soit
P(B) = 0.1.

La probabilité conditionnelle IP 4 (D) se lit sur la branche qui relie A a D. Ainsi, P4(D) = 0.8.

La somme des probabilités issues du neeud C' doit valoir 1.

On a donc P (D) + Pc(E) + Pc(F) = 1. Ainsi, Po(D) = 0.3.

Cette regle traduit le fait que I’on construit I’arbre en découpant I'univers selon des événements disjoints. Ici,
ANB=o.

Propriété 87 — Regle du produit. : Dans un arbre pondéré la probabilité d’une issue est égale au produit
des probabilités du chemin aboutissant a cette issue

m Exemple 159 : Pour obtenir I’issue A N D, on passe par les sommets A puis D.
Onaalors P(AN D) = 0.3 x 0.8 =0.24. n

On retrouve la relation P(AN D) = P(A) x P4(D).
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1.2 Formule des probabilités totales

Définition 64 — Partition. : Soit {2 I'univers d’une expérience aléatoires.
On dit que les événements Ay, Ao, ..., A, forment une partition de €2 lorsque

e Lesensembles Aq, Ao, ..., A,, sont non vides
e Les ensembles Aq, Ag, ..., A, sont deux a deux disjoints
e AfUAU...UA, =0

Dans le cadre des probabilités, on parle également de systeme complet d’événements.

m Exemple 160 : On considere Q2 = {1;2;3;4;5; 6; 7; 8} ainsi que les événements A; = {1; 3},
Ay = {2;4;5;6;7} et A3 = {8}. A;, As et A3 forment une partition de €. n

Propriété 88 — Formule des probabilités totales. : On considere un événement B et une partition A;,
Ao, ..., A, de I'univers €). Alors,

P(B)=P(BNA;))+P(BNAs)+...+P(BNA,) = Zn:IP’(BﬂAi)
i=1

m Exemple 161 : On reprend I’exemple de la partie précédente. On souhaite calculer la probabilité P(D).
Pour cela, on regarde I’ensemble des branches qui contiennent 1I’événement D.

D ---»> AND
N
A 01
0
{ F
--=> BND
04
— E
0.2
a, F
D ---» CnD
04
C — E
0
3 F

e A, B et C forment une partition de €2.

e OnaP(D)=P(AND)+P(BND)+P(CnD).Deplus,
- P(AND) =Py(D) x P(A) =0.8 x 0.3 =0.24
- P(BND)=Pp(D)xP(B)=04x0.1=0.04
- P(CND)=Pc(D) xP(C)=0.6x0.3=0.18

e Ainsi, P(D) = 0.24 4+ 0.04 + 0.18 = 0.46.

=
) =
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2 Variable aléatoire réelle

2.1 Variable aléatoire
Définition 65 : On appelle variable aléatoire réelle toute fonction définie sur ’univers €2 d’une expérience
aléatoire et a valeurs dans R.
Les variables aléatoires sont en général notées X .

m Exemple 162 : On choisit un nombre entier au hasard Univers Variable
entre 1 et 6 compris. L’univers de I’expérience aléatoire aléatoire
est donc ’ensemble {1;2;3;4;5;6}. L e - 1
Si le nombre obtenu est 6, on gagne 2 points. Si le nombre
est impair, on perd 1 point. Dans les autres cas, on ne gagne I . 0
ni ne perd aucun point.
On appelle X la variable aléatoire qui donne le nombre de
points gagnés selon le résultat. 3 e g -1
e Si on obtient le nombre 1, on perd 1 point. -
On a ainsi X (1) = —1. - /R . 0
e Si on obtient le nombre 6, on gagne 2 points.
On a ainsi X (6) = 2.
e On aégalement X (2) = 0, X(3) = —1, X(4) =0 5 oo - 1
et X(5) =—1.
" 6 - -2

Définition 66 : Soit X une variable aléatoire réelle sur un univers € et a un réel.
On note { X = a} I’événement qui regroupe toutes les issues w de (2 telle que X (w) = a.
On peut définir de la méme maniere les événements { X < a}, {X < a}, {X > a}...

m Exemple 163 : On reprend I’exemple précédent.

e L’événement { X = —1} correspond aux issues qui font perdre un point, soit les issues 1, 3 et 5.
e L’événement {X > 0} correspond aux issues qui font gagner 0 point ou plus, soit les issues 2, 4 et 6.

2.2 Loi d’une variable aléatoire
Définition 67 : Soit X une variable aléatoire réelle sur un univers ).
La loi de probabilité de X est la fonction qui, a chaque réel k, associe la probabilité P(X = k).

On rappelle que la somme des probabilités doit valoir 1 !

m Exemple 164 : On choisit uniformément au hasard un nombre entier entre 1 et 8 compris.

e Si le nombre obtenu est supérieur ou €gal a 6, on gagne 2 points.
e Si le nombre obtenu est inférieur ou égal a 4, on perd 3 points.
e Si le nombre obtenu est 5, on gagne 5 points.

On note X la variable aléatoire qui donne le nombre de points gagnés apres 1’expérience.
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Univers Variable aléatoire X
I ========== - =3
< %, ~ ooooooosoc - =3
N . _

/ 4 oemomcomo- - -3
g
i 5 e-e------- - 5

I > 2
7  oo=scoosse - 2
B  ooossssooc > 2
X peut donc prendre trois valeurs : —3, 2 ou 5. Pour déterminer la loi de X, il faut donc déterminer
P(X =-3),P(X =2)etP(X =5).
e L’événement { X = —3} est composé des issues 1, 2, 3 et 4.
4 1
Puisque I’on est en situation d’équiprobabilité, P(X = —3) = )
e L’événement { X = 2} est composé des issues 6, 7 et 8.
3
Puisque I’on est en situation d’équiprobabilité, P(X = 2) = 3
e L'événement {X = 5} est composé de I’issue 5.
1
Puisque I’on est en situation d’équiprobabilité, P(X = —3) = z
On peut résumer la loi de la variable aléatoire X dans un tableau.
k -3121|5
1 (31
PX=k)| = | =|=
2 | 8
]
2.3 Espérance d’une variable aléatoire réelle
Définition 68 : Soit X une variable aléatoire. On note x1, T2, ..., T, les valeurs prises par la variable

aléatoire X.
Pour 7 allant de 1 a n, on note p; la probabilité P(X = z;). L’espérance de X, notée E[X], est la valeur

n
=1

Il s’agit en quelque sorte de la moyenne des valeurs prises par la variable aléatoire X, pondérées par leurs
probabilités. Nous verrons dans un prochain chapitre que le terme de moyenne prendra tout son sens...
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m Exemple 165 : On considere une variable aléatoire X dont la loi est donnée par le tableau suivant.

k 12|38

1 |1]1]1

PX=k|=|-|=]|-
( )13 1ls

L’espérance de la variable aléatoire X vaut :

1 1 1 1 8
EX|=-x(-1)+-%x24+=-%x3+-x8=—
X =gx (D F g x2tg 3+ x8=3
\ . L 8
"En moyenne", la variable aléatoire X vaut 3" L]

2.4 Variance et écart-type d’une variable aléatoire réelle

Définition 69 : Soit X une variable aléatoire. On note i, 2, ..., &, les valeurs prises par la variable
aléatoire X. La variance X, notée V' (X), est la valeur

V(X) = pi(z1 — E[X])? + pa(e2 = E[X])* + ... + pa(@n — B[X])? = ) pi(: — B[X])?
=1

Cette quantité mesure la dispersion de la variable aléatoire autour de I’espérance.

Remarque : On a en fait V (X) = E[(X — E[X])?]

m Exemple 166 : On considere une variable aléatoire X dont la loi est donnée par le tableau suivant.

k -3 | 1 4 9

P(X =k)| 06| 02015 | 0.05

Dans un premier temps, on calcule I’espérance de la variable aléatoire X.

E[X]=-3%x06+1x0244x0.15+9x0.05 =—-0.55

Pour calculer la variance,

e Pour chaque valeur de la variable aléatoire, on retire I’espérance. On dit que 1’on centre la variable
aléatoire.

e On met chaque nombre obtenu au carré

e Chaque nombre est multiplié par sa probabilité

e On ajoute alors chacun des nombres obtenus

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

2 Variable aléatoire réelle 326

Dans ce cas,

T; -3 1 4 9

z; — E[X] —2.45 | 1.55 4.55 9.55

(z; — E[X])? | 6.0025 | 2.4025 | 20.7025 | 91.2025

Di 0.6 0.2 0.15 0.05

pi(z; — E[X])? | 3.6015 | 0.4805 | 3.105375 | 4.560125

La variance de X vaut donc

V(X) = 3.6015 + 0.4805 + 3.105375 + 4.560125 = 11.7475

Définition 70 : Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle écart-type de X, noté o(X) (sigma), la
valeur

R) Lécart-type mesure la variation moyenne de la variable aléatoire autour de I’espérance.

m Exemple 167 : Dans I’exemple précédent, I’écart-type était donc o (X) = /11.7475 ~ 3.42 "
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2. Exercices

Probabilités conditionnelles

» Exercice 318 — Bac 2021 — Polynésie — Voir le corrigé.

Un test est mis au point pour détecter une maladie dans un pays. Selon les autorités sanitaires de ce pays, 7%
des habitants sont infectés par cette maladie. Parmi les individus infectés, 20% sont déclarés négatifs. Parmi
les individus sains, 1% sont déclarés positifs. Une personne est choisie au hasard dans la population.

On note

e M I’événement : « la personne est infectée par la maladie » ;

e T I’événement : « le test est positif »

1. Construire un arbre pondéré modélisant la situation

2. (a) Quelle est la probabilité pour que la personne soit infectée et que son test soit positif ?

(b) Montrer que la probabilité que son test soit positif est de 0,0653.
3. On sait que le test de la personne choisie est positif. Quelle est la probabilité qu’elle soit infectée ? On

donnera le résultat sous forme approchée a 10~2 pres.

» Exercice 319 — Bac 2021 — Centres étrangers 1 — Voir le corrigé.
D’apres une étude, les utilisateurs réguliers de transports en commun représentent 17% de la population

francaise. Parmi ces utilisateurs réguliers, 32% sont des jeunes 4gés de 18 a 24 ans.

On interroge une personne au hasard et on note :

e R : «La personne interrogée utilise régulierement les transports en commun ».
e J: « La personne interrogée est agée de 18 a 24 ans ».

1. Recopier et compléter I’arbre pondéré modélisant cette situation

2. Calculer la probabilité P(R N J)
3. D’apres cette méme étude, les jeunes de 18 a 24 ans représentent 11% de la population francaise. Montrer

que la probabilité que la personne interrogée soit un jeune de 18 a 24 ans n’utilisant pas régulierement

les transports en commun est 0,056 a 102 pres.
4. En déduire la proportion de jeunes de 18 a 24 ans parmi les utilisateurs non réguliers des transports en

commun. On donnera un résultat arrondi 2 1073 pres.
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» Exercice 320 — Bac 2021 — Métropole — Voir le corrigé.
Dans une école de statistiques, le recrutement se fait de deux facons :

e 10% des candidats sont sélectionnés sur leur dossier. Ces candidats doivent ensuite passer un oral a
I’issue duquel 60% d’entre eux sont finalement admis a 1’école.

e Les candidats n’ayant pas été sélectionnés sur dossier passent une épreuve écrite a 1’issue de laquelle
20% d’entre eux sont admis a I’école.

On choisit au hasard un candidat a ce concours de recrutement. On note

e D I’événement : « le candidat a été sélectionné sur dossier » ;
o Al’événement : « le candidat a été admis a I’école ».

Traduire la situation par un arbre pondéré

Calculer la probabilité qu’un candidat soit sélectionné sur dossier et admis a I’école

Montrer que la probabilité de I’événement A est égale a 0,24

On choisit au hasard un candidat admis a 1’école. Quelle est la probabilité que son dossier n’ait pas été
sélectionné initialement ?

bl .

» Exercice 321 — Voir le corrigé.

D’année en année, les professeurs doivent rivaliser d’imagination pour inventer des sujets de bac blanc a leurs
éleves. Certains sujets comportent des exercices sur les suites et d’autres pas. On s’intéresse a la probabilité de
présence d’un exercice sur les suites pour une année donnée et on fait les hypotheses suivantes :

e [e bac blanc de I’année 2021 comporte un exercice sur les suites

e Si le bac blanc d’une année comporte un exercice sur les suites, la probabilité que celui de 1’année
suivante en ait également un est de 0.7

e Si le bac blanc de d’une année ne comporte pas d’exercice sur les suites, la probabilité que celui de
I’année suivante en ait un est de 0.9

Pour tout entier naturel n, on note S, 1’événement "le bac blanc de 1’année 2021 + n comporte un exercice
sur les suites” et on note p, = IP(S,,). D’aprés I’énoncé, on a alors pg = P(Sp) = 1. Dans cet exercice, les
résultats seront si nécessaires arrondis 2 1073 pres.

Partie A : D’ici a 2023...
On s’intéresse dans un premier temps aux sujets qui tomberont en 2022 et 2023

1. A l’aide des informations de 1’énoncé, recopier et compléter 1’arbre de probabilité suivant.

g —
1 \

/ | %
1 \

. ‘512

2. Que représente p2 ? Montrer que p2 = 0.76
3. Des éleves venus du futur affirment que le bac blanc de I’an 2023 comportait bien un exercice sur les
suites. Quelle est la probabilité que celui de I’an 2022 en comportait un également ?
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Partie B : Comportement général

On rappelle que pour tout entier n, p, = P(.S,,) désigne la probabilité que le sujet comporte un exercice sur les
suites I’année 2021 + n et que pg = 1. On peut alors construire 1’arbre de probabilités suivant

0.1 Sn+1

(@72
y Sn+1

S
\
0.7 Sn—H
1. Montrer que pour tout entier naturel n, p, 11 = —0.2p, + 0.9

2. Pour tout entier naturel n, on note alors u,, = p,, — 0.75
(a) Exprimer u,1 en fonction de u,
(b) En déduire que la suite (u,,) est géométrique. On précisera son premier terme et sa raison.
(c) Montrer alors que pour tout entier naturel n, p, = 0.75 + 0.25 x (—0.2)"

3. Déterminer la limite de la suite (p,,) en +o00 et interpréter cette limite dans le cadre de 1’exercice.

Notion de variable aléatoire

» Exercice 322 — Voir le corrigé.
On considere une variable aléatoire X dont la loi est résumée dans un tableau.

k 20 [3]4
P(X=k)|01]03|p]|02

1. Déterminer la valeur du réel p pour que 1’on ait effectivement une loi de probabilité.
2. Déterminer P(X < 3)

» Exercice 323 — Voir le corrigé.

Dans une urne, on place 7 boules vertes, 3 boules rouges et 2 boules bleues. On tire une boule au hasard : si
la boule est bleue, on gagne 3 euros. Si elle est rouge, on gagne 1 euro, sinon, on perd un euro. On note X la
variable aléatoire qui donne le gain algébrique de ce tirage. Donner la loi de probabilité de la variable X.

» Exercice 324 — Voir le corrigé.
On lance trois fois une piece de monnaie équilibrée et on regarde le résultat a chaque fois.

1. Construire un arbre de probabilités de cette expérience. Combien a-t-on d’issues ?
2. On appelle X la variable aléatoire qui compte le nombre de Pile. Donner la loi de probabilité de X.
3. Reprendre ces deux questions si la piece est truquée et que la probabilité d’obtenir Pile est de 0.6.

» Exercice 325 — Voir le corrigé.
On lance deux dés cubiques équilibrés, dont les faces sont numérotées de 1 & 6. On note X le plus grand
numéro obtenu. Déterminer la loi de la variable aléatoire X .
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» Exercice 326 — Voir le corrigé.
Donner I’espérance, la variance et I’écart-type de la variable aléatoire X, dont Ia loi est résumée dans le tableau
suivant.

k 37125
P(X=Fk) | 04| 02]01]02

» Exercice 327 — Voir le corrigé.

Paul se rend a la gare en voiture. On note 7' la variable aléatoire donnant le temps de trajet nécessaire pour se
rendre a la gare. La durée du trajet est donnée en minutes. La loi de probabilité de T" est donnée par le tableau
ci-dessous. Déterminer I’espérance de la variable 1" et interpréter cette valeur dans le contexte de 1’exercice.

k (en minutes) | 10 11 12 13 14 15 16 17 18
P(T =k) 0.14 | 0.13 | 0.13 | 0.12 | 0.12 | 0.11 | 0.10 | 0.08 | 0.07

» Exercice 328 — Voir le corrigé.

On place 1 boule blanche et n boules noires dans une urne. On tire au hasard une boule dans cette urne. Si elle
est blanche, on gagne 10 euros. Sinon, on perd 1 euro. On note X la variable aléatoire donnant le gain d’un
joueur, positif ou négatif.

1. Construire le tableau résumant la loi de probabilité de X en fonction de n
2. Exprimer E[X] en fonction de n
3. On dit que le jeu est équitable si E[X] = 0. Pour quelle valeur de n le jeu est-il équitable ?

» Exercice 329 — Voir le corrigé.

On lance un dé équilibré a six faces, numérotées de 1 a 6, et on regarde la face du dessus. Si le nombre est
impair, on gagne le nombre de points inscrits sur le dé. Si le nombre est pair, on perd ce nombre de points. On
appelle X la variable aléatoire qui donne le nombre de points obtenus.

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire X .
2. Calculer I’espérance de X. Ce jeu est-il équitable ?

» Exercice 330 — Voir le corrigé.
On considere un entier naturel n strictement positif. On choisit un nombre uniformément au hasard entre 1 et
n inclus et note X le résultat obtenu. Calculer E'[X].

Exercices de synthése

» Exercice 331 — Centres étrangers 2022 — Voir le corrigé.
Une urne contient des jetons blancs et noirs tous indiscernables au toucher.

Une partie consiste a prélever au hasard successivement et avec remise deux jetons de cette urne. On établit la
regle de jeu suivante :

e un joueur perd 9 euros si les deux jetons tirés sont de couleur blanche;
e un joueur perd 1 euro si les deux jetons tirés sont de couleur noire;
e un joueur gagne 5 euros si les deux jetons tirés sont de couleurs différentes.

1. On considere que 1’urne contient 2 jetons noirs et 3 jetons blancs.
(a) Modéliser la situation a I’aide d’un arbre pondéré.
(b) Calculer la probabilité de perdre 9 euros sur une partie.
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2.

On consideére maintenant que I’urne contient 3 jetons blancs et au moins deux jetons noirs mais on ne
connait pas le nombre exact de jetons noirs. On appellera N le nombre de jetons noirs.
(a) Soit X la variable aléatoire donnant le gain du jeu pour une partie. Déterminer la loi de probabilité
de cette variable aléatoire.
(b) Résoudre I’inéquation pour x réel : —z2 4 30z — 81 > 0
(c) En utilisant le résultat de la question précédente, déterminer le nombre de jetons noirs que 1’urne
doit contenir afin que ce jeu soit favorable au joueur.
(d) Combien de jetons noirs le joueur doit-il demander afin d’obtenir un gain moyen maximal ?

» Exercice 332 — Métropole — Septembre 2022 — Voir le corrigé.

Un hotel situé a proximité d’un site touristique dédié a la préhistoire propose deux visites dans les environs,
celle d’un musée et celle d’une grotte. Une étude a montré que 70% des clients de 1’hotel visitent le musée. De
plus, parmi les clients visitant le musée, 60% visitent la grotte. Cette étude montre aussi que 6% des clients de
I’hotel ne font aucune visite. On interroge au hasard un client de 1’hotel et on note :

e M I’évenement : « le client visite le musée »;
e (G I’événement : « le client visite la grotte ».

On note M I’évenement contraire de M, G 1’événement contraire de G, et pour tout évenement £, on note
p(F) la probabilité de E. Ainsi, d’aprés I’énoncé, on a : p(M N G) = 0.06

1.

2.

3.

(a) Vérifier que p3;(G) = 0.2, ot py;(G) désigne la probabilité que le client interrogé ne visite pas la
grotte sachant qu’il ne visite pas le musée.

(b) Larbre pondéré ci-dessous modélise la situation. Compléter cet arbre en indiquant sur chaque
branche la probabilité associée.

G

Moo

/ G
T aq
M \ —

G

(c) Quelle est la probabilité de I’évenement « le client visite la grotte et ne visite pas le musée » ?

(d) Montrer que p(G) = 0,66.

Le responsable de I’hdtel affirme que parmi les clients qui visitent la grotte, plus de la moitié visitent
également le musée. Cette affirmation est-elle exacte ?
Les tarifs pour les visites sont les suivants :

e visite du musée : 12 euros;

e visite de la grotte : 5 euros.
On considere la variable aléatoire 7' qui modélise la somme dépensée par un client de 1’hdtel pour ces
visites.

(a) Donner la loi de probabilité de T . On présentera les résultats sous la forme d’un tableau.

(b) Calculer I’espérance mathématique de T .

(c) Pour des questions de rentabilité, le responsable de 1’hotel estime que le montant moyen des recettes
des visites doit &tre supérieur a 700 euros par jour. Déterminer le nombre moyen de clients par
journée permettant d’atteindre cet objectif.

Pour augmenter les recettes, le responsable souhaite que I’espérance de la variable aléatoire modélisant la
somme dépensée par un client de I’hdtel pour ces visites passe a 15 euros, sans modifier le prix de visite
du musée qui demeure a 12 euros. Quel prix faut-il fixer pour la visite de la grotte afin d’atteindre cet
objectif ? (On admettra que I’augmentation du prix d’entrée de la grotte ne modifie pas la fréquentation
des deux sites).
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3. Corrigés

Probabilités conditionnelles

» Correction 318 — Voir ’énoncé.

1. On construit I’arbre pondéré suivant

2. (a) La probabilité pour que la personne soit infectée et que son test soit positif est P(M N T).
Cette probabilité vaut P(M) x Py, (T) soit 0.07 x 0.8 soit 0.056.
(b) (M; M) forme un systeme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales

P(T) =P(M NT)+P@AINT) = 0.056 + 0.93 x 0.01 = 0.0653

P(MNT .
3. OnaPpr(M) = (]P’ (;) ) = 090065563 ~ (.86. La probabilité qu'une personne dont le test est positif

soit infectée est d’environ 0.86

» Correction 319 — Voir ’énoncé.

1. On complete I’arbre pondéré modélisant cette situation

R 0.68

J

2. OnaP(RNJ) =P(R) x Pg(J) = 0.17 x 0.32 = 0.0544
3. L’énoncé dit que P(J) = 11. Or, (R,R) est un systtme complet d’événements. D’apres la formule
des probabilités totales, P(J) = P(RN J) + P(RN J). Ainsi, 0.11 = 0.0544 + P(R N J) d’ou
P(RNJ) = 0.11 — 0.0544 = 0.0556. soit environ 0.056 2 1072 pres.
_P(RNJ) _ 0.056

4. OnaPx(J) = PR 083 ~ 0.068.
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» Correction 320 — Voir I’énoncé.

1. Traduire la situation par un arbre pondéré

2. OnalP(DNA) =P(D) x Pp(A) = 0.1 x 0.6 =0.06
3. (D,D) est un systeme complet d’événements. D’apres la formule des probabilités totales,

P(A)=P(DNA)+P(DNA)=0.06+0.9 x 0.2 =0.24

P(AND)  0.9x0.2
P(A) 0.24

4. On a PA(ﬁ) =

admis sur dossier.

= 0.75. Il y a 75% de chances que cette éleve n’ait pas été

» Correction 321 — Voir I’énoncé.

Partie A : D’ici a 2023...

1. A T’aide des informations de I’énoncé, on complete 1’arbre de probabilité suivant.

0.1 Sy

y 0.9 Sy

& B
)

EEEE.

0.7 So

2. po représente la probabilité d’avoir un exercice sur les suites en 2023. (S1,57) forme un systéme complet
d’événements. D’apres la formule des probabilités totales,

P2 =P(S5) = P(Sy N Sy) + (81N Sy) = 0.7 x 0.7+ 0.3 x 0.9 = 0.49 + 0.27 = 0.76

P(SaNn S 0.7 x 0.7
3. On cherche Pg, (51). Pg,(S1) = (IP’2(52) ) = ~07%

2022 comportait un exercice sur les suites est de 0.644 environ

~ (.644. La probabilité que celui de I’an

Partie B : Comportement général

1. (Sy,S,) forme un systéme complet d’événements. Dapres la formule des probabilités totales, on a donc
Prnt1 = P(Sp N Spt1) + P(S, N Spt1) =pn X 0.7+ (1 — pp) x 0.9 =—0.2p, +0.9.
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2. (a) Pourtoutn € N, up4+1 = pp+1—0.75 = —0.2p,+0.9—-0.75 = —0.2(u,, +0.75)+0.15 = —0.2u,,.
(b) La suite (u,,) est géométrique de raison —0.2 et de premier terme uy = pg — 0.75 = 0.25
(c) Ainsi, pour tout entier naturel n, u,, = 0.25 x (—0.2)" et p,, = uy, +0.75 = 0.7540.25 x (—0.2)"
3. Puisque —1 < —0.2 <1, lim (—0.2)" =0et nli}rfoopn = 0.75. A terme, il y a 75% de chance que le

n—-+00
ba blanc comporte un exercice sur les suites.

Notion de variable aléatoire

» Correction 322 — Voir I’énoncé.
On doitavoir 0.1+ 0.3+ p+ 0.2 =1etdoncp =0.4

OnaP(X <3)=P(X =-2)+P(X =0)+P(X =3)=0.1+0.3+ 0.4 =0.8. On aurait également pu
passer par I’événement contraire.

» Correction 323 — Voir I’énoncé.
La loi de X est résumée dans le tableau suivant

\]
N
o = w

» Correction 324 — Voir I’énoncé.
On peut modéliser cette expérience par 1’arbre suivant, on a alors 8 issues : PPP, PPF, PFP, PFF, FPP, FPF, FFP,
FFF

0.5 P
P/
0 —
05 F

: 5)
\
0.5 F

Le tableau suivant donne la probabilité de chaque issue ainsi que le nombre de piles dans cette issue.

Issue PPP | PPF | PFP | PFF | FPP | FPF | FFP | FFF
Nb piles 3 2 2 1 2 1 1 0
Probabilité | 0.125 | 0.125 | 0.125 | 0.125 | 0.125 | 0.125 | 0.125 | 0.125

On peut alors en déduire le tableau qui résume la loi de X en sommant les probabilités des issues qui compte
le méme nombre de piles.

P(X = k) | 0.125 | 0.375 | 0.375 | 0.125
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On peut alors refaire le méme travail lorsque la probabilité d’obtenir Pile vaut 0.6.

P 0.4
XS \F%P
\
04 F
6
> PO/P

F
F
04 F

Le tableau suivant donne la probabilité de chaque issue ainsi que le nombre de piles dans cette issue (il suffit
de multiplier les probabilités rencontrées sur chaque branche).

Issue PPP | PPF | PFP | PFF | FPP | FPF | FFP | FFF
Nb piles 3 2 2 1 2 1 1 0
Probabilité | 0.216 | 0.144 | 0.144 | 0.096 | 0.144 | 0.096 | 0.096 | 0.064

On peut alors en déduire le tableau qui résume la loi de X en sommant les probabilités des issues qui compte
le méme nombre de piles.

P(X = k) | 0.064 | 0.3288 | 0.432 | 0.216

» Correction 325 — Voir I’énoncé.
La loi de la variable aléatoire X peut étre résumée dans le tableau ci-dessous.

k 123 ]4]5]6
PX=k) 5[5 alalilm

» Correction 326 — Voir I’énoncé.
L’espérance de X vaut —3 x 0.4+ 1 x 0.2+ 2 x 0.1 45 x 0.2 = 0.2. Sa variance vaut

V(X)=04x(=3-02)?+02x (1-0.2)24+0.1x (2—-0.2)%*+0.2 x (5 0.2)? = 9.156

L écart-type vaut alors o (X) = 1/9.156 ~ 3.026.

» Correction 327 — Voir I’énoncé.
OnaFE[T]=0.14x104+0.13 x 11 +0.13 x 124 0.12 x 13+ 0.12 x 14 4+ 0.11 x 154+ 0.1 x 16 + 0.08 x
17 4+ 0.07 x 18 = 13.5. Paul met en moyenne 13 minutes et 30 secondes pour se rendre a la gare.
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» Correction 328 — Voir I’énoncé.
La loi de la variable aléatoire X peut étre résumée dans le tableau suivant

k -1 10
n 1
P(X =k
( ) n+1l | n+1

1 1
L’espérance de X vaut alors o 4+ 10 x soit n. Le jeu est équitable lorsque n = 10.
n

+1 n+1 n+1

» Correction 329 — Voir I’énoncé.
La loi de la variable X est résumée dans le tableau ci-dessous.

k 11 -213|—-4|5]| -6
1 1 1 1 1 1
PX=kK|=]| =|=| == =
( ) 61 6 161 6 616
) 1 1 ) o : )
Son espérance vaut 5 Xx(1-243—-445-06) = —5 Cette espérance est négative, le jeu est désavantageux

pour le joueur, comme on aurait pu s’y attendre.

» Correction 330 — Voir I’énoncé.
Lesissues sont 1, 2, 3, ..., n.

1 1
Chaque issue a une probabilité —. L’espérance de X vautdonc —(1 +2+ 3+ ---
n n

1
Or,1+2+3+~--+n:n(n;).Ainsi,E(X):

1
— X —
n 2 2

Exercices de synthéese

» Correction 331 — Voir I’énoncé.

1. (a) On modélise la situation a 1’aide de I’arbre pondéré suivant

6 B

_

nn+1) n+1

(b) La probabilité de perdre 9 euros sur une partie correspond au fait de tirer 2 jetons blancs. Ceci

arrive avec une probabilité de 0.6 x 0.6 soit 0.36.

2. On consideére maintenant que ’'urne contient 3 jetons blancs et au moins deux jetons noirs mais on ne
connait pas le nombre exact de jetons noirs. On appellera N le nombre de jetons noirs.
(a) 11y aalors 3 jetons blancs, N jetons noirs et donc /N + 3 jetons au total. La probabilité de tirer deux

jetons blancs vaut m
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(b)

(©)

(d)

(=22 4 30)(x + 3)2 — 2(z + 3)(—22% + 30z + 81)

N2
La probabilité de tirer deux jetons noirs vaut m La probabilité de tirer deux jetons de
N
couleurs différentes vaut m : on tire blanc puis noir ou noir puis blanc : la premiere possi-
bilité 2 babilité d 5 X N t la deuxice babilité d N X 5
ilité & une probabilité de et la deuxieme a une probabilité de .
P N+3 N+3 P N+3 N+3
On peut alors résumer la loi de X sous la forme d’un tableau
k -9 -1 5
9 N? 6N
P(X =k
( ) (N+3)2 | (N+3)2 | (N+3)?

Le polynome —x? + 30z — 81 > 0 posséde deux racines qui sont 3 et 27. Le coefficient dominant
de ce polyndme est négatif, ainsi, —z2 + 30z — 81 > 0 si et seulement si z €]3; 27|
9 N? 6N —N?+ 30N — 81
OnaF(X)=-9X ——— -1 X —=+5X =
na B(X) (N +3)? N132 P (N3 (N +3)2
quantité est du signe de — N2+ 30N — 81, qui est strictement positif si et seulement si 3 < N < 27.
N étant un entier, le jeu est favorable au joueur si le jeu présente entre 4 et 26 boules noirs (4 et 26

inclus).

. Cette

—22 4+ 30z — 81
(x4 3)?

On considere la fonction f : x +— , définie sur [0; +oo[. f est dérivable sur cet

intervalle et, pour tout réel x > 0,

—222 — 62 + 30z + 90 + 222 — 60x + 162

f'(z)

((z + 3)2)2 - (z + 3)2

- L y —36x + 252
Ainsi, pour tout réel z, f'(x) = @ r3)
Or, —36x + 252 > 0 si et seulement si x < 7. Ainsi, f est croissante sur [0; 7] puis décroissante
sur [7; +oc[. Elle admet donc un maximum en 7. L’espérance de gain du joueur est donc maximal
lorsqu’il y a 7 boules noires dans I’urne.

. f'(z) est du signe de —36z + 252.

» Correction 332 — Voir I’énoncé.

1. (a)

(b)

(©
(d)

— MNnG N
On a py;(G) = 29((]\4)) Or, 6% des clients ne font aucune visite. Ainsi, p(M N G) = 0.06.
p
De plus, 70% des clients visitent le musée. Ainsi, p(M) = 0.7 et p(M) =1 — 0.7 = 0.3.
—. 0.06
Finalement, p37(G) = 03 = 0.2.
L arbre pondéré ci-dessous modélise la situation.
0.6 G
W M ﬂ _
= G
0.3
T 0.8 I
"
G

Onap(MNG) =p(M) x py(G) = 0.3 x 0.8 = 0.24.
(M,M) forme un systtme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales,

p(G)=p(MNG)+p(MNG)=0.24+0.7 x 0.6 = 0.66.
2. Onapg(M)="2

(GNM) 042
p(G)  0.66

=~ 0.64 > 0.5. L’affirmation du responsable de I’hotel est exacte.
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3. (a) Laloi de probabilité de T est la suivante

Evénement | M NG | MNG | MNG | MNG
Dépense 17 5 12 0
P(X =k) | 042 | 024 | 028 | 0.06

(b) Ona E(T) =17 %x0.424+5x 0.24 + 12 x 0.28 + 0 x 0.06 = 11.7.
(c) Chaque visiteur dépense en moyenne 11.7 euros. Il faut donc que le nombres x de visiteurs doit tel

700

que 11.7x > 700, soit x > 17 ~ 59.8. Il faut donc atteindre au moins 60 visiteurs.

4. Notons z le prix de la visite de la grotte. La loi de T est alors la suivante.

Evénement | MNG | MNG | MNG | MNG
Dépense 1242 z 12 0
P(X =k) 0.42 0.24 0.28 0.06

Son espérance vaut alors F(T') = (12 + x) x 0.42 4+ z x 0.24 + 12 x 0.28 + 0 x 0.06 = 0.66x + 8.4.
Or, 8.4x +0.66 > 15 si et seulement si z > 10. Le prix de la visite de la grotte doit étre fixée a 10 euros.
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1.1

1. Cours : Combinatoire et dénombrement

Officiellement, la partie Combinatoire et dénombrement ne peut étre évaluée lors de I’épreuve écrite de spécial-
ité. Cependant, la compréhension de certaines notions abordées dans ce chapitre sera d’une grande aide pour
le chapitre suivant abordant les successions d’épreuves indépendantes et la loi binomiale — et d’une maniere
générale, le dénombrement est comme le petit frere des probabilités. Alors pourquoi s “en priver ?

Cardinal d’ensembles

Union d’ensembles
Définition 71 : Un ensemble A est une collection d’objets distincts que 1’on appelle ses éléments.

e On dit qu’un objet x appartient a A si « est un élément de A. On note = € A.
e On dit qu’un ensemble B est inclus dans A si tout élément de B est aussi un élément de A.
Onnote B C A.

m Exemple 168 : On considére I’ensemble A = {1;2;7;9;44}. Onal € A,3 ¢ A.
L’ensemble B = {2;9} est inclus dans A : ona B C A.
En revanche, I’ensemble C' = {1;2; 4; 7} n’est pas inclus dans A puisque 4 € C' alors que 4 ¢ A.

Par ailleurs, il ne faut pas confondre 2 et {2} : 2 désigné 1’élément alors que {2} désigne I’ensemble qui
contient un seul élément, 2. On a ainsi 2 € A et {2} C A. "

Définition 72 : Soit A un ensemble ayant un nombre fini d’éléments.

On appelle Cardinal de A, noté Card(A), {4 ou |A| le nombre d’éléments de A.

m Exemple 169 : Le cardinal de I’ensemble A = {1;3; 7;5; v/2} est 5. n

Définition 73 : Soit A et B deux ensembles

e L’union de A et B est ’ensemble noté A U B qui contient tous les éléments qui sont au moins dans
I’ensemble A ou dans I’ensemble B.

e L’intersection de A et B est I’ensemble noté A N B qui contient les éléments qui sont a la fois dans
A etdans B.

e Deux ensembles A et B sont disjoints s’ils n’ont aucun élément en commun, cad A N B = &.

m Exemple 170 : On considére les ensemble A = {1;3;4;5;8} et B = {1;2;4;6;7}.
Alors AU B = {1;2;4;5;6;7;8} et AN B = {1;4}.

En particulier, les ensembles A et B ne sont pas disjoints. (]
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Définition 74 :

Soit 2 un ensemble et Aq, Ao, ..., A,, des sous-ensembles de 2. )
On dit que les ensembles A1, ...., A, forment une partition de € si

ces ensembles sont deux a deux disjoints et si A; UAsU---UA, = Q. w

La notion de partition est évidemment a rapprocher de la notion de systeme complet d’événements déja ren-
contré en probabilité.

Propriété 89 : Soit n un entier naturel non nul et Ay, Ao, ..., A, des ensembles finis deux a deux disjoints.

Card(A; U Ay U... U A,) = Card(A;) + Card(As) + ... + Card(A,) = » _ Card(A;)
i=1

Une approche possible du dénombrement est d’établir une disjonction de cas pour découper le probleéme que
I’on étudie en d’autres problémes plus petits que 1’on sait dénombrer. Ceci rappelle naturellement la formule
des probabilités totales.

m Exemple 171 : Un tournoi de mathématiques est organisé entre 256 joueurs. A chaque manche du tournoi,
les participants sont répartis en groupes de 4 candidats et chaque groupe se voit alors attribuer une épreuve a
I’issue de laquelle un seul candidat parmi les 4 du groupe pourra se qualifier. A la fin de ce tournoi, il n’y a
qu’un seul vainqueur. Combien d’épreuves auront lieu au total ?
e Notons F; les épreuves de la premiére manche. Puisqu’il y a 256 candidats répartis en groupe de 4, il
y aura % soit 64 épreuves, a I’issue desquelles il restera 64 participants. On a Card(E;) = 64
e Notons F» les épreuves de la deuxieme manche. Puisqu’il reste 64 candidats répartis en groupe de 4,
il y aura % soit 16 épreuves, a I’issue desquelles il restera donc 16 participants. On a Card(E3) = 16
e De méme, si I’on note E3 et Fy4 le nombre d’épreuves aux troisiemes et quatriemes manches, on a

Card(E3) =4 et Card(Ey) =1

Les ensembles F;, Fy, E3 et E4 sont disjoints : il n’est pas possible qu’une épreuve se déroule sur deux
manches différentes. Par ailleurs, I’union de ces ensembles constitue 1’ensemble de toutes les épreuves.
Ainsi, le cardinal de I’ensemble de toutes les épreuves de la compétition est égal & la somme des cardinaux
de ces 4 ensembles. Il y a donc 64 + 16 + 4 + 1 soit 85 épreuves dans cette compétition. n

Tout ce raisonnement peut vous sembler inutilement compliqué pour une situation aussi simpliste que celle-1a,
mais il faut parfois savoir préciser a outrance les objets et les ensembles que 1’on manipule pour étre certains
que les outils mathématiques que nous utilisons sont les bons.

Propriété 90 — Formule du crible. : Soit A et B des ensembles finis

Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B)

Si ’on compte le nombre d’éléments de A et que 1’on ajoute le nombre
d’éléments de B, certains éléments ont alors été compté deux fois : ceux
communs a A et B (c’est-a-dire les éléments de A N B).

En retirant le nombre d’éléments de cette intersection a notre compte,
on obtient alors le nombre d’éléments de I’union.

Encore une fois, la liaison est a faire avec les probabilités et la formule P(AU B) = P(A) +P(B) —P(AN B).
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m Exemple 172 : Pour accompagner leurs frites a la cantine, 150 éléves choisissent leur sauce entre ketchup
et mayonnaise (éventuellement les deux). On suppose que tous les éléves ont pris au moins une sauce. Par
ailleurs, 92 éleves ont pris du ketchup et 97 ont pris de la mayonnaise. Combien ont pris les deux sauces ?

Notons K I’ensemble des éleéves ayant pris du ketchup et M 1’ensemble des éleves ayant pris de la mayon-
naise. On a alors Card(K) = 92 et Card(M) = 97. De plus, chaque éléve ayant pris au moins une sauce,
on a alors Card(K U M) = 150. Or, Card(K U M) = Card(K) + Card(M) — Card(K N M). Ainsi,
Card(K N M) =97 + 92 — 150 = 49. 49 éleves ont pris a la fois du ketchup et de la mayonnaise. n

1.2 Produit cartésien
Définition 75 : Soit A et B deux ensembles.

e On appelle produit cartésien de A et B, noté A x B (A "croix" B), I’ensemble composé des couples
(a;b) aveca € Aetb € B.
e Le produit cartésien A x A est également noté A?

m Exemple 173 : On considere les ensembles A = {2;5;9}; et B = {3;5}.

e Les éléments de A x B sont (2;3), (2;5), (5;3), (5;5), (9;3) et (9;5)
e Les éléments de B x A sont (3 :2), (3;5), (3;9), (5;2), (5;5), (5;9).
e Les éléments de B2 sont (3;3), (3;5), (5;3) et (5;5).

On remarque sur cet exemple que le produit cartésien n’est pas commutatif !

Définition 76 : La notion de produit cartésien s’étend naturellement a plus de deux ensembles.

e Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. le produit cartésien de n ensembles A1, Ao, ..., A, est
I’ensemble des n-uplets (a1; az;...;ay,) avec a; € Ay, ag € Ao, ... ay € A,.

e Le produit cartésien A x A x ... x A ou A apparait n fois est noté A™. Ses éléments sont appelés les
n-uplets de A.

m Exemple 174 : On considere les ensembles A = {1;2;4}, B = {3;7; 14} et C' = {1;3}.

o (1;7:3) e AxBxCpuisquel € A, 7€ Bet3 e C
e (3;7;7;3;14) € BS puisque 3, 7 et 14 sont dans I’ensemble B.

Propriété 91 : Soit A et B des ensembles finis.

e Card(A x B) = Card(A) x Card(B)
e Plus généralement, soit n un entier naturel, A1, Ao, ..., A,, des ensembles finis.

Card(A; x Az x ... x A,) = Card(A4;) x Card(A4z2) X ... x Card(Ay)

e En particulier, pour tout entier naturel n, Card(A™) = [Card(A)]"™
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m Exemple 175 : On reprend les ensembles A = {1;2;4}, B = {3;7;14} et C = {1;3}.

Card(Ax B)=3x3=9
Card(Ax Bx(C)=3x3x2=18
Card(A*) = 3* = 81

Card(C%) = 210 = 1024

Propriété 92 : Le produit cartésien est utilisé pour dénombrer des situations ol I’ordre des symboles
(chiffres, lettres, signes...) est important et ou ces symboles peuvent étre utilisés plusieurs fois.

m Exemple 176 : A I’entrée d’un batiment est installé un digicode. Pour composer le code, on utilise 4
chiffres compris entre 1 et 6 suivis de deux lettres parmi les lettres A, B, C et D. Un chiffre ou une lettre
peuvent étre utilisés plusieurs fois. Combien de codes sont possibles ?

On note Ay = {1;2;3;4;5;6} et Ay = {A; B; C; D}. Un digicode est un élément de A7 x A3. Le cardinal
de cet ensemble est donc Card(A;)* x Card(A2)? = 6* x 42 = 20736.

Il y a donc 20736 digicodes possibles. L]

Arrangements et permutations

Définition 77 : Soit n un entier naturel non nul. On note n! (factorielle de n) le produit de tous les entiers
delan

nl=nxn-1)x...x2x1

Par ailleurs, on convient que 0! = 1.

Il est également possible de définir la factorielle par récurrence, en stipulant que 0! = 1 et que, pour tout entier
naturel n, (n + 1)! = (n + 1) x nl. Cette version de la factorielle a notamment été rencontrée par les éleves
suivants la spécialité NSI lors de leur premier contact avec la récursivité.

| |
mExemple 177: 5! =5 x4 x3x 2x 1 =120 %:%:SM:% .
Définition 78 : Soit A un ensemble fini de cardinal n et k un entier inférieur ou égal a n.

Un k-arrangement de A est un k-uplet d’éléments distincts de A.

Lorsque k = n, on parle de permutation de A.

m Exemple 178 : On considére ’ensemble A = {1; 3;4;5;7;10}.

(7;10; 3) est un 3-arrangement de A.

(105 5; 4; 1) est un 4-arrangement de A.

En revanche, (7;10; 1;7) n’est pas un arrangement de A car 1’élément 7 y apparait deux fois.
(3;7;4;5;1;10) est par ailleurs une permutation de A puisque tous les éléments de A y apparaissent.
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Propriété 93 : Soit A un ensemble fini de cardinal » et k un entier inférieur ou égal a n.

|
Le nombre de k-arrangements de A vaut S
(n—k)!

En particulier, le nombre de permutation de A vaut n!.
Démonstration 52 : Pour construire un k-uplet d’éléments distincts de A, on a

e 1 choix pour le premier élément
e n — 1 choix pour le deuxieme
o ..

e n— (k— 1) pour le k-ieme
Le nombre de k arrangements de A vautdonc n x (n — 1) x ... x n — (k + 1), ce que I’on peut réécrire en

m—k)x(n—k—-1)x...x2x1
m—k)x(n—k—-1)x...x2x1

nx(n—1)x...x(n—(k—1))x = nx(n—1)x...x(n—(k—1))x —— V-

d’ou
(n—k)x(n—-k—-1)x...x2x1  nl
n—kE)xn—k—1)x...x2x1 (n—k)

nxn—1)x...x(n—-(k—-1))x

m Exemple 179 : On considere I’ensemble A = {1;3;4;5;7;9; 11}, de cardinal 7.

Le nombre de 3-arrangements de A vaut 9 x 8 x 7 = 504. L]

Propriété 94 : Les arrangements sont utilisés pour dénombres des situations ou I’ordre des objets (chiffres,
nombres, lettres, signes,...) est important mais o chaque objet ne peut étre utilisé qu’une seule fois.

m Exemple 180 : Une cours hippique réunit 8 jockeys et leurs chevaux. Le "quarté dans I’ordre" est un pari
qui consiste a deviner les quatre premiers chevaux arrivés dans 1’ordre. Combien de paris différents est-il
possible de réaliser ?

e On a 8 choix pour le premier cheval arrivé
o Il reste 7 choix pour le deuxieme, 6 pour le troisieéme et 5 pour le quatrieme.
e [e nombre total de paris est donc 8 X 7 X 6 x 5 = 1680

Formellement, si on nomme A I’ensemble des chevaux de la course, un quarté dans 1’ordre est un 4-
arrangement de A. =

Combinaisons d’un ensemble fini

Définition 79 : Une partie ou combinaison d’un ensemble fini A est un ensemble inclus dans A. I.’ensemble
des parties de A est noté P(A).

= Exemple 181 : Soit A = {1;2;3}. Les parties de A sont &, {1}, {2}, {3}, {1;2}, {1;3}, {2;3} et
{1;2; 3}. Elles sont au nombre de 8

Attention a ne pas oublier I’ensemble vide & et I’ensemble complet A lui-méme en établissant cette liste. m
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I Propriété 95 : Soit A un ensemble fini de cardinal n. Le nombre de parties de A est 2.

Démonstration 53 : Nous allons montrer qu’il y a autant de parties de A que de n-uplets de I’ensemble
{0; 1}". Puisque {0; 1} possede 2 éléments, le cardinal de {0; 1}" vaut donc 2".

Pour cela, a chaque partie de A, on fait correspondre un élément de {0;1}" de telle sorte que deux parties
différentes de A sont associés a deux n-uplets différents de {0;1}. On dit qu’on réalise une bijection entre

P(A) et {0; 1}

L’idée : Pour chaque élément de A, on a deux choix pour construire une partie de A : soit cet élément appartient
a la partie que I’on construit, soit il ne lui appartient pas. On a donc

2 choix pour le premier élément de A
2 choix pour le deuxieme élément...

2 choix pour le n-ieme élément de A.
Ainsi, le cardinal de P(A) vaut2 x 2 x ... x 2 = 2",

De maniere formelle : Notons a1, as , ..., a, les éléments de A. Soit B une partie de A. On construit un n-uplet
(bo; b1;...; by) de {0; 1} comme suit : pour tout entier naturel ¢ entre 1 et n

e bj=1siaq; € B
e b; = 0 sinon.

Chaque partie de A est ainsi associé de maniere unique a un n-uplet de {0; 1} et réciproquement. Les cardinaux
de P(A) et {0; 1}" sont donc égaux. O

Définition 80 : Soit A un ensemble fini a n éléments et k& un entier naturel n.

. . ~ 71 2 Z n M " 3 n
Le nombre de combinaisons a k éléments de A est noté < k:) et se lit "k parmi n".

Les nombres < k) sont appelés coefficients binomiaux

m Exemple 182 : Soit A = {1:2:3:4:5}. Les parties a deux éléments de A sont {1;2}, {1;3}, {1;4},
5
{1;5}, {2;3}, {2;4}, {2;5}, {3;4}, {3;5} et {4;5}. Il yen a 10 : ainsi, (2> = 10. =

Attention, ’ordre n’a pas d’importance lorsque 1’on parle de partie d’un ensemble : le sous-ensemble {1;2}
est le méme que le sous-ensemble {2;1}.

Propriété 96 : Soit n et k deux entiers naturels.

n
Sik =
e Si >n,<k) 0
|

Si ny\ n!
® D>INOoNn, k = m

. . . y- n .
Démonstration 54 : On sait qu’il y a W k-arrangements de A. Cependant, plusieurs k-arrangements
n—k)!
utilisent les mémes éléments de A (par exemple, les couples (1;2) et (2;1) utilisent les nombres 1 et 2). Etant
donné une partie de A a k éléments, on peut construire k! arrangements différents : on a k choix pour le premier

élément, k — 1 pour le deuxiéme, etc.
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Ainsi, le nombre de k-arrangements est k! fois plus grand que la nombre de combinaisons a k éléments. Ainsi,
n!

le nombre de combinaisons a k élements est égale au nombre de k-arrangements divisé par k!, soit m
‘\n— .

O

m Exemple 183 : Soit A = {1;2;3;4}.
L bre d iesde Aad JE 4 4 _4a_ A =6.C i
e nombre de parties de A a deux éléments vaut o) " da—o - wa2xz es parties sont

{152} {1;3}, {1;4}, {2;3}, {2;4} et {3; 4}. .

Propriété 97 : Soit n un entier naturel non nul.

n n n "
Pour tout entier naturel k < n, = - -1
our tout entier nature n (k) (n—k) <0) (n

) ny\ n B ) n\ n _n(n—1)
R AN R TR AN

Démonstration 55 : (Avec la formule) :

. n n! n! n
e Pour tout entier naturel k& < n, = = = .

n—k) TR KB \k
n n n n n! n!
o D’aprés le premier point, on a bien | I (n I, (0 = o
D’aprés le premier point, | " or (" n! n! nx(n—1)
[ ] 1 nt, = . A = — _ =n
b : P 1 n—1 1 Un-1)! (n-—1)! (n—1)!
e D’apres le premier point, ( ) = ( )
2 n—2
n n! n! nn—1)x(n—-2)! n(n-1)
Or, = = e —
2 21(n —2)!  2(n—2)! 2(n — 1)! 9
O

Démonstration 56 : (Démonstration combinatoire)

e Choisir k objets parmi n revient a exclure n — k objets parmi ces n objets. Ainsi, B = k:)
n —

e Il n’existe qu’un seul ensemble a 0 élément, il s’agit de I’ensemble vide @. De la méme maniere, si A
est un ensemble a n éléments, la seule partie de A ayant n éléments est I’ensemble A lui-méme.

. . [(n n
Ainsi, = ) =1
0 n
e Si A estun ensemble fini {a1;as;...;ay} de cardinal supérieur ou égal a 1, les parties a 1 élément de A
sont simplement les singletons {a1 }, {a2}, ... , {an}.
. . [(n n
Ainsi, = =n.
1 n—1

e Soit A un ensemble de cardinal n > 2. Pour construire une partie a 2 éléments de A, on choisit un
premier élément (n choix possibles) puis un second (n — 1 choix). En faisant ainsi, on peut construire
n(n —1) couples d’éléments de A. Or, I’ordre n’ayant pas d’importance, il est possible d’inverser 1’ordre
dans lequel on choisit les éléments de A.

n(n —1)
2

Le nombre de combinaisons de A a 2 éléments vaut donc
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100 100 100 x 99
E le 184 : = =——=4
m Exemple 18 (98) (2) 5 950 [

Propriété 98 : Les combinaisons sont utilisées pour dénombrer les situations ol I’ordre des objets n’est pas
important - lorsque 1’on tire simultanément plusieurs personnes ou objets au hasard par exemple - et qu’un
objet ne peut étre utilisé qu’une seule fois.

m Exemple 185 : A la belote, on utilise un jeu de 32 cartes. Chaque carte est déterminé par sa couleur (Pique,
Trefle, Carreau, Coeur) et sa valeur (As, Roi, Dame, Valet, 10, 9, 8, 7). Pour le premier tour de distribution,
chaque joueur regoit 5 cartes, que 1’on appelle une main. Combien existe-t-il de mains comportant exactement
2as?

L’ ordre de distribution des cartes n’a pas d’importance ici : recevoir un as en premiere carte ou en deuxieme
carte n’a pas d’influence, on utilise donc les combinaisons.

4 4! 4! 24

e La main est composée de 2 as, choisis parmi 4, ce qui donne (2) = m =Bl =1 = 6

possibilités
o Il reste 3 cartes a déterminer, choisis parmi les 28 cartes qui ne sont pas des as.

28 28! 28! 28 x 27 x 26
Celad = = = = 3276
cCatomel 3 ) T aies —3)l ~ 31250 3x2x1
e Au total, cela fait 6 x 3276 = 19656 mains de 5 cartes contenant exactement 2 as.
]

Propriété 99 : Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et k un entiertelque 1 < k < n—1. Ona

alors
n—1 n n—1\ [(n
k—1 k - \k
Cette relation s’ appelle la relation de Pascal.

Démonstration 57 : (Avec la formule) :

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
k—1) Pk ) T e == ) T B — 1= R)!

k
= ce qui donne

k —
On multiplie le premier quotient par z et le second par r
n —

n—1 n—1Y\ kx (n—1)! (n—Fk)x (n—1)!
(k:—1>+( k )_k><(k—l)!x(n—l)!+k!x(n—k—1)!><(n—k)

Orn,kx(k—1!=Ekl,(n—k—1)x(n—Fk)=(n— k). Ainsi,

n—1 n—1\ kxn-1)! (mn—-kxnh-1)! nxn-1) n! _(n
k=) Pk ) T e YT M= T H—k) K=k \k
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Démonstration 58 : (Combinatoire) : Soit A un ensemble fini a n éléments et a € A. Soit k un entier naturel
compris entre 1 et n — 1.

L’ensemble des combinaisons a k éléments, noté Py (A), est, par définition, de cardinal (Z) Il peut se

décomposer en deux ensembles disjoints :
e P, I’ensemble des combinaisons a k£ éléments de A qui contiennent I’élément a. Il reste donc a choisir
n—1
k—1
e P, I’ensemble des combinaisons a k éléments de A qui ne contiennent pas 1’élément a. Il faut donc

k — 1 éléments parmi les n — 1 restants. Le cardinal de cet ensemble est donc

e . (14 : n—1
choisir k£ éléments parmi les n — 1 autres éléments. Le cardinal de P» est donc ( I >

p = Card(Py(A)) = Card(P, U P). Or, les ensembles

Py et P, sont disjoints. Ainsi, Card(P; U P») = Card(P;) + Card(Ps).

. n n—1 n—1
Autrement dit, on a (k) = <k—1) —1—( I ) o

Propriété 100 : La relation de Pascal permet de construire récursivement les coefficients binomiaux. Ces
coefficients peuvent étre arrangés en triangle et forment ce que I’on appelle le triangle de Pascal

On a alors Pi(A) = Py U P, ce qui implique que (n

k

n 0 1 2 3 4 5 6 Dans ce triangle, on démarre avec un 1 en haut a
0 1 gauche. Pour compléter chaque cellule, on ajoute
1 1 1 alors le nombre au-dessus avec le nombre en haut a
2 1 2 1 gauche. Les cases vides se voient assigner la valeur
3 103 3 ) ) ) _ n
4 1 4 6 0. On peut alors lire les coefficients binomiaux i
5 1 5 10 110 5 .

dans ce triangle.
6 1 6 15 20 15 6 1

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

2. Exercices

Cardinal d’ensembles

» Exercice 333 — Voir le corrigé.
On considere ’ensemble A = {5;9; 13}. Déterminer I’ensemble B, disjoint de A, tel que AUB = {1;2;5;8;9; 13; 14}.

» Exercice 334 — Voir le corrigé.
On considere deux ensembles A et B

e SiCard(A) = 18, Card(B) = 23, A et B étant disjoints, que vaut Card(A U B) ?
e SiCard(A) =12, Card(B) = 47 et Card(A U B) = 58, A et B sont-ils disjoints ?
e SiCard(A) = 14 et Card(A U B) = 27, quel est le nombre minimal d’éléments dans B ?

» Exercice 335 — Voir le corrigé.

A leur entrée en L1, les étudiants choisissent une langue (anglais ou allemand) et une option (informatique,
chimie ou astronomie). Dans un groupe d’étudiants, 12 étudiants sont inscrits en astronomie, 15 en chimie,
16 étudient I’allemand. Par ailleurs, 8 inscrits en astronomie et 3 inscrits en informatique étudient I’anglais, 6
inscrits en chimie étudient I’allemand.

Indiquer la répartition des étudiants par discipline, ainsi que le nombre total d’étudiants dans le groupe.

» Exercice 336 — Voir le corrigé.
Pour tout entier naturel n, on note A,, I’ensemble des solutions de 1’équation x

Déterminer Card(Ag U A1 U Ay U...UA,).

2_n=0.

» Exercice 337 — Voir le corrigé.
Soit A = {5;7} et B = {7;9;10}. Donner I’ensemble des éléments de A x B, de B x A, de A? et de B2.

» Exercice 338 — Voir le corrigé.
Soit A et B deux ensembles finis tels que Card(A x B) = 299 et Card(A U B) = 37. Les ensembles A et B
sont-ils disjoints ?

» Exercice 339 — Voir le corrigé.
Parmi tous les nombres de 1 a 1000, combien s’écrivent avec le chiffre 9 ?

» Exercice 340 — Voir le corrigé.
En informatique, un octet est une succession de 8 bits, chaque bit ne pouvant prendre que deux valeurs, 0 ou 1.
Un octet est donc un 8-uplet de {0; 1}

1. Combien d’octets différents existe-t-il ?

2. Dans le systeme RGB, une couleur est codée a I’aide de 3 octets désignant respectivement les niveaux de
rouge, de vert et de bleu. Combien de couleurs différentes est-il ainsi possible de coder ?

3. Une adresse IPv4 est codée sur 4 octets. On considére un sous-réseau dont le masque est 255.255.0.0,
c’est-a-dire que toutes les adresses IP des ordinateurs de ce sous-réseau commencent par les deux mémes
octets. Par ailleurs, les adresses se terminant par les octets 0.0 et 255.255 sont réservées respectivement
au réseau et au broadcast. Combien de machines différentes peut-on brancher sur un tel réseau ?
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» Exercice 341 — Voir le corrigé.
Dans un restaurant figurent au menu

e 12 entrées : 3 avec viande, 3 avec poisson et 6 végétariennes
e 20 plats : 10 avec viande, 6 avec poisson et 4 végétariens

Un client commande au hasard de maniere uniforme et indépendante une entrée et un plat.

1. Quelle est la probabilité que le menu de ce client soit végétarien ?

2. Quelle est la probabilité que son menu soit composé d’une entrée et d’un plat tous deux sans poisson ?

3. Quelle est la probabilité que I’entrée et le plat soit de nature différente (par exemple une entrée avec
viande et un plat végétarien) ?

» Exercice 342 — Voir le corrigé.
Un trigramme est une figure composée de trois lignes paralleles, chacune pouvant étre coupée en deux morceaux
ou non. Le drapeau de la Corée du Sud présente par exemple quatre trigrammes entourant un Taiju bleu et rouge.

1. Combien de trigrammes différents peut-on constituer ?
2. Construire les trigrammes ne figurant pas sur le drapeau.

Y g

Y/
N\

Arrangements et permutations

» Exercice 343 — Voir le corrigé.
On considére I’ensemble A = {1;3;7; 11}. Donner tous les 2-arrangements de A. Combien y en a-t-il ?

» Exercice 344 — Voir le corrigé.
On consideére ’ensemble A = {c¢; 0; s} Donner toutes les permutations de A. Combien y en a-t-il ?

» Exercice 345 — Voir le corrigé.
On considere ’ensemble A = {1;3;7;9;11}.

1. Donner deux éléments de A3. Combien en existe-t-il ?
2. Donner deux 3-arrangements d’éléments de A. Combien en existe-t-il ?
3. Donner deux permutations de A. Combien en existe-t-il ?

» Exercice 346 — Voir le corrigé.
Une course de 8 athlétes a lieu.

1. Combien y a-t-il de podiums possibles ?

2. Combien y a-t-il de classements complets possibles ?

3. Anne a participé a la course et a terminé sur le podium. Sachant cette information, combien de classe-
ments complets sont possibles ?
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» Exercice 347 — Voir le corrigé.
Le professeur souhaite envoyer ses éleves au tableau pour corriger des exercices. Il y a 3 exercices a corriger et
30 éleves dans la classe.

1. Combien y a-t-il de configurations possibles si un méme éleve ne peut pas venir deux fois au tableau ?
2. Méme question si un éleve peut €tre interrogé sur plusieurs exercices

» Exercice 348 — Voir le corrigé.
Deux groupes d’étudiants se rendent au cinéma. Le premier est composé de 6 personnes et le deuxieme de 4
personnes. Les étudiants s’installent sur une rangée de dix places.

1. Combien de configurations différentes existe-t-il ?
2. Les deux groupes ne veulent pas étre séparés. Combien de configurations sont possibles ?

» Exercice 349 — Voir le corrigé.
On dispose des lettres de SAINTEX. On souhaite construire de nouveaux mots a I’aide de ces lettres, sans
s’intéresser au sens de ces mots. On peut par exemple former les mots EXTIA ou SINETAX.

1. Combien de mots de 4 lettres peut-on former si toutes les lettres peuvent étre utilisées autant de fois que
I’on veut ?

2. Combien de mots de 4 lettres peut-on former si chaque lettre ne peut étre utilisée qu’une seule fois ?

3. Combien de mots de 6 lettres ne commencant pas par la lettre X peut-on former, chaque lettre pouvant
&tre utilisée autant de fois que I’on veut ?

4. Combien de mots de 4 lettres comportant la lettre I existe-t-il, chaque lettre ne pouvant étre utilisée
qu’une seule fois ?

» Exercice 350 — Bac S - Amérique du Sud, novembre 2009 — Voir le corrigé.
On considere un questionnaire comportant cing questions. Pour chacune des cinq questions posées, trois propo-
sitions de réponses sont faites (A, B et C), une seule d’entre elles étant exacte.

Un candidat répond a toutes les questions posées en écrivant un mot réponse de cinq lettres. Par exemple,
le mot BBAAC signifie que le candidat a répondu B aux premiére et deuxieéme questions, A aux troisicme et
quatrieéme questions et C a la cinquieme question.

1. Combien y-a-t’il de mots-réponses possible a ce questionnaire ?
2. On suppose que le candidat répond au hasard a chacune des cinq questions de ce questionnaire. Calculer
la probabilité des évenements suivants :
e E: " le candidat a exactement une réponse exacte ".
e F: " le candidat n’a aucune réponse exacte ".
e G : " le mot-réponse du candidat est un palindrome " (On précise qu'un palindrome est un mot
pouvant se lire indifféremment de gauche a droite ou de droite a gauche : par exemple, BACAB est
un palindrome).

Combinaisons d’un ensemble fini

» Exercice 351 — Voir le corrigé.

4
Soit A = {1;2;3;4}. donner toutes les parties de A a 2 éléments et en déduire la valeur de (2) .

» Exercice 352 — Voir le corrigé.
6 10 14 9 9 8
D 1 1 d t .
onner les valeurs de (3), (7>, (11), (4), (5> € (3)
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» Exercice 353 — Voir le corrigé.
31 279 1457 4321 101
Iculer 1 ffici i i : , , , )
Calculer les coefficients binomiaux < 5 ) (279> ( 0 ) <4320) ( 99 )

» Exercice 354 — Voir le corrigé.

. 2n . . .
Pour tout entier naturel n, on pose u, = ( ) . Montrer que la suite (u,) est strictement croissante.
n

» Exercice 355 — Voir le corrigé.
Pour préparer le prochain devoir de mathématiques, le professeur donne une liste de dix exercices et vous
recommande d’en travailler cing.

1. Combien de combinaisons d’exercice pouvez-vous construire ?
2. Le professeur insiste sur le fait que I’exercice 8 est a le travailler absolument. Il vous reste donc 4
exercices a choisir. Combien de combinaisons pouvez-vous construire ?

» Exercice 356 — Voir le corrigé.
Dans une grille de loto, il faut choisir cinqg nombres de 1 a 49 ainsi qu’un nombre chance allant de 1 a 10. De
combien de manieres différentes peut-on remplir sa grille de loto ?

» Exercice 357 — Voir le corrigé.

On considere un jeu de 32 cartes. Chaque carte possede une couleur (Coeur, Pique, trefle, Carreau) et une
valeur (As, Roi, Dame, Valet, 10, 9, 8, 7). Une main est un ensemble de 5 cartes tirées dans ce paquet, sans
tenir compte de I’ordre des cartes tirées. Déterminer le nombre de mains :

e comportant exactement 3 coeurs ;
e comportant exactement un roi et exactement deux dames ;
e comportant au plus 2 roi.

» Exercice 358 — Voir le corrigé.
On lance simultanément dix pieces de monnaies et on regarde de quel c6té elles tombent.

1. Combien de configurations avec 3 pieces tombant sur FACE existe-t-il ?
2. Combien de configurations avec au plus 3 pieces tombant sur FACE existe-t-il ?

» Exercice 359 — Voir le corrigé.

Un entraineur doit constituer une équipe de football. Il a a sa disposition 3 gardiens de buts, 8 défenseurs, 6
milieux de terrain et 6 attaquants. Il doit alors constituer une équipe en désignant 1 gardien, 4 défenseurs, 3
milieux de terrain et 3 attaquants. Combien d’équipes peut-il ainsi construire ?

» Exercice 360 — Voir le corrigé.
En entrant en premiere, il vous a été demandé de choisir trois spécialités parmi les douze proposées.

1. Combien de choix différents pouviez-vous faire ?
2. Un éleve de seconde sait qu’il devra abandonner une spécialité en terminale. Il décide donc de choisir
deux spécialités qu’il conservera et une qu’il abandonnera. Combien a-t-il de choix ?
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Exercices de synthése

» Exercice 361 — Voir le corrigé.

Une association sportive propose diverses activités telles que le football, le handball, 1’athlétisme etc. Ces
activités sont au nombre de 20. Sur sa fiche d’inscription, chaque adhérent doit alors choisir 3 activités au
maximum parmi ces 20.

1. Si la préférence des activités n’entre pas en compte, combien de fiches d’inscription différentes peut-on
former ?

2. Face a I’affluence grandissante, I’association a ses adhérents de classer ces 3 disciplines au maximum
selon les préférences de 1’adhérent. Combien de fiches différentes peut-on alors former ?

» Exercice 362 — Voir le corrigé.
Parmi tous les nombres entiers entre 1 et 10°, combien ont une somme de chiffres qui vaut 3 ?

» Exercice 363 — Voir le corrigé.
Une assemblée de 30 personnes souhaite élire une délégation de 4 personnes pour les représenter a un congres.

1. Combien de délégations peut-on ainsi désigner ?

2. Alice et Bob ne se supportent pas et ne souhaitent pas faire tous deux partie de la délégation. Combien
de possibilités reste-t-il ?

3. Alice et Bob acceptent finalement de mettre leur différend de c6té. Cependant, les inséparables Camille
et Dominique imposent que si I’un d’entre eux fait partie de la délégation, alors 1’autre doit en étre
également. Combien de possibilités reste-t-il ?

» Exercice 364 — Voir le corrigé.
Soit n un entier naturel non nul et A un ensemble fini de cardinal n. Pour tout k¥ < n, on note Py, I’ensemble
des parties de A ayant k éléments.

1. Rappeler le cardinal de FP.
2. Que vaut I’'union des P}, pour k allant de 0 a n ? Cette union est-elle disjointe ?

L n n [ -~ ( =2"
3. Endedulreque<0>+<1)+...+(n>—;O<k>_2'

» Exercice 365 — Voir le corrigé.
Dans une assemblée de n personnes, on souhaite élire k£ personnes dans une commission. L’'une de ces k
personnes en sera la présidente.

1. Combien de commissions avec son président peut-on ainsi constituer ?

2. On procede différemment : on choisit d’abord le président de la commission puis on choisit les autres
membres parmi les personnes restantes. De combien de manieres peut-on procéder ?

3. En déduire I’égalité suivante :

(1) =)

4. Retrouver cette égalité a I’aide de la formule sur les coefficients binomiaux.
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» Exercice 366 — Voir le corrigé.
Soit n un entier naturel. On s’intéresse aux mots de taille 2n comportant exactement n fois la lettre A et n fois
la lettre B.

1. Combien de tels mots peut-on construire ?
2. (a) Combien de tels mots contenant O fois la lettre A parmi les n premieres lettres peut-on construire ?
(b) Combien de tels mots contenant 1 fois la lettre A parmi les n premigres lettres peut-on construire ?
(¢) Soit k > n. Combien de tels mots contenant & fois la lettre A parmi les n premieres lettres peut-on
construire ?

2 2 2
3. A Taide des question précédentes, simplifier I’expression (g) + (?) + -+ (n)
n

» Exercice 367 — Voir le corrigé.

Lors de la Seconde Guerre Mondiale, les Allemands utilisaient la machine Enigma pour s’envoyer des messages
chiffrés, incompréhensibles pour leurs opposants. Cette machine chiffrait les informations en faisant passer un
courant électrique a travers différentes composants.

Le chiffrement d’Enigma était réputé inviolable, la machine nécessitant de nombreux réglages. Pour déchiffrer
les messages interceptés, il fallait retrouver tous les réglages utilisés par les Allemands pour I’envoyer. Pour ne
rien arranger aux affaires des Alliés, ces réglages étaient modifiés chaque jour.

1. Le premier élément de la machine est une série de trois rotors qui permettent de réaliser les premicres
connexions électriques. Ces rotors sont choisis parmi cinq modeles et 1’ordre de positionnement des
rotors dans la machine est important. Combien de configurations différentes ces rotors permettent-ils ?

2. Chaque rotor peut alors tre placé sur 26 positions différentes, correspondant aux 26 lettres de 1’alphabet.
La position d’un rotor n’influence pas la position des autres, ceux-ci sont totalement indépendants. Les
trois rotors étant choisis, combien de positions différentes peut-on donner au mécanisme formé par ces
trois rotors ?

3. La derniere étape consiste a réaliser un cablage sur un tableau de connexion. Six lettres resteront in-
changées. Les vingt restantes seront reliées par paire a I’aide de cébles.

(a) Combien de manieres a-t-on de choisir les six lettres inchangées ?

(b) Parmi les vingt lettres restantes, on en choisit deux que I’on relie a I’aide du céble numéro 1.
Combien a-t-on de choix différents ?

(c) Parmi les dix-huit lettres restantes, on en choisit de nouveau 2 qui seront reliées par le cable numéro
2. Combien a-t-on de choix différents ?

(d) On poursuit ainsi jusqu’a ce que les vingt lettres soient toutes reliées. En remarquant que 1’ordre de
cablage n’a pas d’importance (inverser le cable 1 et le cable 2 donnera le méme résultat), donner le
nombre de cablages de la machine Enigma.

4. En déduire un ordre de grandeur du nombre de configurations de la machine Enigma.

5. En supposant qu’un ordinateur soit capable de tester un milliard de configurations par seconde, combien
d’années faudrait-il pour passer en revue toutes les configurations d’Enigma ?
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3. Corrigés

Cardinal d’ensembles

» Correction 333 — Voir I’énoncé.
On prend les éléments de A U B qui ne sont pas dans A. B = {1;2;8;14}

» Correction 334 — Voir ’énoncé.

e Puisque A et B sont disjoints, Card(A U B) = Card(A) + Card(B) = 18 4+ 23 = 41.
e Ona Card(A) + Card(B) = 47 + 12 = 59 # Card(A U B), A et B ne sont pas disjoints.
e B comporte au moins 27 — 24 = 13 éléments.

» Correction 335 — Voir I’énoncé.
Il est possible de résoudre cet exercice en utilisant un tableau.

Informatique | Chimie | Astronomie | Total
Anglais 3 9 8 20
Allemand 6 6 4 16
Total 9 15 12 36

» Correction 336 — Voir I’énoncé.
Pour tout entier naturel 7, on note A,, 1’ensemble des solutions de I’équation 22 — n = 0. Ainsi, A9 = {0} et
pour tout entier naturel non nul, A,, = {—+/n;/n}. Ces ensembles sont disjoints et de cardinal 2.

Ainsi, Card(AgUA; U...UA,) = Card(A4p) +Card(A;)+...+Card(A,) =1+2+2+...+2=2n+1.

» Correction 337 — Voir ’énoncé.

On a
o AxB={(57),(5;9),(5:10),(7;:7),(7:9), (7;10) },
o Bx A={(7;5),(7;7),(9;5),(9;7),(10;5), (10; 7)},
o A3 ={(5;5;5),(5;5;7),(5;7;5), (5;7;7), (7;5;5),(7; 5;7),(7; 7;5),(7; 7;7) }
o B> ={(T; )( 19),(7510),(9:7),(9;9),(9; 10),(10; 7),(10; 9),(10; 10) }.

» Correction 338 — Voir I’énoncé.
299 =1 x 299 = 13 x 23. Les seules possibilités pour les cardinaux de A et B sont donc 1, 13, 23 et 299

Or, 13 + 23 = 39 et 1 + 299 = 300, qui sont différents de 37. Ainsi, A et B ne sont pas disjoints.
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» Correction 339 — Voir I’énoncé.

Comptons le nombre de nombres n’ayant aucun 9 dans leur écriture. Il y a 9 choix pour le premier chiffre, 9
pour le deuxieéme, 9 pour le troisieme soit 93 = 729 possibilités. Ainsi, les nombres qui s’écrivent avec un 9
sont au nombre de 1000 — 729 = 271.

» Correction 340 — Voir I’énoncé.
I existe 2% soit 256 octets. Il est alors possible de coder 2562 soit 16777216 couleurs dans le systtme RGB.

Pour établir une adresse IPv4 de ce sous-réseau, on a 256 possibilités pour le troisieme octet et 256 pour le
quatrieme. II faut alors retirer les deux adresses réservées. Il est alors possible de connecter 2562 — 2 soit
65534 machines au réseau.

» Correction 341 — Voir I’énoncé.

Il'y a12 x 20 soit 240 menus au total. Il y a par ailleurs 6 x 4 menus végétariens.
1
La probabilité que le menu soit végétarien est de — soit —.
240 10
Il y a 9 entrées sans poissons et 14 plats sans poissons, soit 9 x 14 menus sans poisson.
I9x14 21

240 40

Le nombres de menus ayant entrée et plat différents est 3 x 10 + 3 x 14 + 6 x 16 soit 168.

168 7
La probabilité de I’événement recherché est donc 210 soit 10"

La probabilité que le menu soit sans poisson est de

» Correction 342 — Voir I’énoncé.
Il est possible de constituer 8 trigrammes. Les trigrammes manquants sont :Il, II: I:: et ::I.

Arrangements et permutations

» Correction 343 — Voir I’énoncé.
Les 2-arrangements de A sont (1;3), (1;7), (1;11), (3;1), (3;7); (3;11), (7;1), (7;3), (7;11), (11;1), (11;3), (11;7).
Ilyenal2.

» Correction 344 — Voir I’énoncé.
Les permutations de A sont (s;i;n), (s;n;i), (i;s;n), (i;n;8), (i;8:n), (i;n;8). Iy en a 6.

» Correction 345 — Voir I’énoncé.

e (1;3;3) et (7;7; 1) sont deux éléments de A3. Tl en existe 5% soit 125.
e (1;7;11) et (7;9; 1) sont deux 3-arrangements d’éléments de A. Il en existe 5 x 4 x 3 = 60.
e (1;7;3;11;9) et (11;9; 3; 7; 1) sont deux permutations de A. Il en existe 5! = 120.

» Correction 346 — Voir I’énoncé.
Iy a8 x 7 x 6 soit 336 podiums possibles. Il y a 8! soit 40320 classements possibles.

Classons les 7 autres personnes : il y a 7! classement possibles. Il faut alors insérer Anne en premiere, deuxieéme
ou troisiéme position. Le nombre de classements complets vaut alors 3 x 7! soit 15120.

» Correction 347 — Voir I’énoncé.
Si un éleve ne peut pas venir deux fois au tableau, il y a 30 possibilités pour le premier éleves, 29 pour le
deuxieme et 28 pour le troisieme, soit un total de 30 x 29 x 28 = 24360 configurations.

Si, en revanche, un éleve peut passer plusieurs fois, il y a 30 choix pour chaque exercice, soit un total de
303 = 27000 configurations.
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» Correction 348 — Voir I’énoncé.
Il existe 10! = 3628800 configurations possibles.

Si les étudiants ne souhaitent pas se séparer, il y a deux situations possibles.

e On place le premier groupe puis le deuxieme. Il y a 6! manieres de placer le premier groupe et 4! pour le
deuxieme.

e On place le deuxieéme groupe puis le premier, on obtient le méme nombre de placements.

e Le nombre de configurations possibles est donc de 2 x 6! x 4! = 34560

» Correction 349 — Voir I’énoncé.

1. On peut former 74 = 2401 mots.
2. On peut former 7 X 6 X 5 x 4 = 840 mots.
3. Iy a 6 choix pour la premiere lettre, puis 7 pour la deuxieme, 7 pour la troisieéme et ainsi de suite. Le
nombre de mots est de 6 x 7° = 100842.
4. On divise les mots selon la position de la lettre I
e Si elle est en premiere position, on a alors 6 choix pour la deuxieme lettre, 5 pour la troisieme, 4
pour la quatrieme, soit 120 possibilités
e e méme raisonnement vaut si le O est en position 2, 3 ou 4.
e Il y a donc 480 possibilités au total.

» Correction 350 — Voir I’énoncé.

1. 11y a a chaque fois 3 choix par question, soit 3° mots-réponses possibles.
2. e On distingue selon la position de la bonne réponse.
— S’il s’agit de la premiere réponse, ilyal x 2 x 2 x 2 x 2 = 16 mots-réponses possibles
— Le méme raisonnement tient s’il s’agit de la deuxieme, troisieme, quatriéme ou cinquie¢me
réponse.
— Au total 80 mots-réponses contiennent exactement une bonne réponse.

La probabilité d’avoir exactement une bonne réponse est donc de 243
e Il y a deux mauvaises réponses par question. La probabilité de n’avoir aucune réponse exacte est
2> 32
243 243 . . .

e Il y a 3 choix pour la premiere lettre, 3 pour la deuxieéme et 3 pour la troisieme. Il n’y a qu’un
choix pour la quatrieme qui doit étre la méme que la deuxieme et un seul choix également pour la
cinquieme qui doit étre la méme que la premiére.

.y , . 3 01 1
La probabilité d’avoir un palindrome est donc de B39

Combinaisons d’un ensemble fini

» Correction 351 — Voir I’énoncé.
Les parties de A a deux éléments sont {1; 2}, {1;3}, {1;4}, {2;3}, {2;4} et {3;4}.

» Correction 352 — Voir I’énoncé.

6 6! 6 x5 x4 x3l
’ (3) B Braxna T

. (10> 100 10x9x8x7  10x9x8

_ 10 _ —5x3x8=120.
7) T8 T Bx2x )7 3% 2 o
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=14 x 13 x 2 = 364.

14 141 14 x 13 x 12 x 11!
11) 7118 11Tx 3x2x 1)

9l |
.(9) .:9><8><7><6><5_3X7x6:126

4 4'5‘ 51(4x3x2x1)

9
5 w = 126 d’apres le calcul précédent.

!
* (3) - 3?5' W_M?:%
>?f:10rrect?i3n 3??8 — Yor I,éQn?.DQMéI 1457 4321 101 101 x 100

X X
() =500 (20) 0 (7)< (52, (0) < 00 o
» Correction 354 — Voir I’énoncé.

. .. . Un+1
Pour tout entier naturel n, u,, > 0. Pour savoir si u,+1 = u,, on regarde donc si nt > 1.

Un
2n+2
Upy1  \"T1)  (2n+2)! " nln! (2n+2) x (2n 4+ 1) x (2n)! " n!in!
Up (Qn) D!+ 2n)! alx(m+1) xnalx(n+1) " (2n)!
n

En simplifiant, on trouve alors

Upyr  (2n+2)2n+1)  2(n+1)2n+1)  2(2n+1)
u,  (n+)n+1)  (n+)m+1)  n+1l

Un4-1

Or, pour tout entier naturel n, 2n + 1 > n + 1 et donc > 1. La suite (u,,) est croissante.

Un

» Correction 355 — Voir I’énoncé.
11 faut choisir 5 exercices parmi 10 soit

= 252 possibilités.

10 10! 10><9><8><7><6><5‘ I0X9Xx8XT7Tx6
5] 55 51 x 5! 51

Si I’exercice 8 est imposé, il faut choisir 4 exercices parmi les 9 restants, soit

|
(9) O _9x8xTx6x5_ 0 possibilités.

4 45! 4! x 5!

» Correction 356 — Voir I’énoncé.

49 10
On a donc 5 X )= 19068840 manieres de remplir une grille de loto.

» Correction 357 — Voir I’énoncé.
Pour obtenir une main comptant exactement 3 coeurs

e On choisit 3 coeurs parmi les 8 : (2) =56

24
e On choisit 2 cartes parmi les 24 restantes : < 5 ) =276
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e Le nombre total de mains ayant exactement 3 coeurs est donc de 56 x 276 = 15456.

Pour obtenir une main ayant exactement un roi et deux dames

4

=4 =24
2) X 6

4
e On choisit un roi parmi 4 puis deux dames parmi 4 : (1> (

24
e On choisit 2 cartes parmi les 24 restantes : 5 | = 276.

e Le nombre total de mains comptant exactement un roi et deux dames est donc de 4 x 6 x 276 = 6624

Pour obtenir une main contenant au plus deux rois, on compte les mains ayant exactement O, 1 ou 2 roi et on
ajoute les différents cas.

28
e Aucun roi : On choisit 5 cartes parmi les 28 qui ne sont pas des rois, soit 5] = 98280
. .. . . . . . (4 28
e Un roi : On choisit un roi parmi 4 puis 4 cartes parmi les 28 restantes, soit 1 X 1) = 81900.
. . . . . . . (4 28
e Deux rois : On choisit deux rois parmi 4 puis 3 cartes parmi les 28 restantes, soit 5 X 5 | = 19656.

e Le nombre total de mains comportant au plus deux rois vaut donc 98280 + 81900 + 19656 = 199836.

» Correction 358 — Voir I’énoncé.

10
Il existe 5 )= 120 configurations avec 3 pieces tombant sur FACE.

10 10 10 10
Il existe ( 0 > + < 1 > + ( 9 ) + ( 3 > =14 10+ 45 + 120 = 176 configurations avec au plus 3 pieces

tombant sur FACE.

» Correction 359 — Voir I’énoncé.

3 8 6 6
Le nombre d’équipes est de <1) X (4) X (3) X (3) = 84000.

» Correction 360 — Voir I’énoncé.

12 12! 12 x 11 x 10
11 fallait choisir 3 spécialités parmi 12. Le nombre de choix est donc de ( ) = = —— =220

3) 39 3!
On choisit 3 spécialités parmi 12 puis une parmi les 3 qu’on abandonnera.

Le nombre de choix est donc de (132) X (i)) =220 x 3 = 660

Exercices de synthése

» Correction 361 — Voir I’énoncé.
Si la préférence des activités n’entre pas en compte, chaque adhérent choisi 1, 2 ou 3 activités parmi 20. Il y a

donc (210) + <220> + (230) =20+ 190 + 1140 = 1350 fiches différentes.

Supposons que I’ordre compte : si I’adhérent choisit une seule discipline, il a 20 choix. S’il en choisit deux, il
a 20 choix pour la premiere et 19 pour la deuxieme soit 20 x 19 = 380 choix au total. S’il en choisit trois, il a
20 x 19 x 18 = 6840 choix. Au total, il y a 7240 fiches possibles.
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» Correction 362 — Voir I’énoncé.

Notons d’abord que 10? n’est pas une solution. On regarde donc tous les nombres composés de 9 chiffres
(quitte a compléter avec des 0 devant les nombres). Pour avoir un nombre dont la somme des chiffres vaut 3, il
y a trois possibilités :

e Il est composé de huit 0 et d’'un 3 : il y a alors 9 possibilités pour placer le chiffre 3 dans ce nombre

e Il estcomposé desept0,d’un1etd’un?2: il y aalors 9 possibilités pour placer le chiffre 1 et 8 possibilités
pour placer le chiffre 2, soit 72 possibilités au total.

o Il est composé de six O et de trois 1 : il faut placer trois fois le chiffre 1 parmi neuf emplacements. Cela

9
donne (3) possibilités, soit 84.
Au total, il y a 165 nombres entres 1 et 109 dont la somme des chiffres vaut 2.

» Correction 363 — Voir I’énoncé.

1. On peut désigner (340) = 27405 délégations différentes.
2. On distingue les cas :
e Aucun ne fait partie de la délégation. On choisit donc 4 personnes parmi 28 : <248> = 20475
o Alice fait partie de la délégation et pas Bob.
Il reste a choisir 3 personnes parmi 28, soit 238 = 3276 possibilités

e Bop fait partie de la délégation et pas Alice. On a de nouveau 3276 possibilités.

e Autotal, il y a 20475 + 3276 4 3276 = 27027 délégations possibles.
Une autre technique consiste a compter les délégations ou Alice et Bob font tous deux parties de la
délégation et de retrancher ce nombre au total. Si les deux font partie de la délégation, on doit encore

28
choisir 2 membres parmi les 28 restants, soit ( 9 > = 378 possibilités. Il y a donc 27405 — 378 = 27027

délégations convenables.
3. On distingue les cas
e Camille et Dominique font tous deux partie de la délégation. Il faut encore choisir deux membres

28
parmi les 28 restants, soit < 5 | = 378
e Camille et Dominique n’en font pas partie. On choisit donc 4 membres parmi les 28 restants, soit
28
= 20475 possibilités

e En tout, on a donc 20475 4 378 = 20853 possibilités.

» Correction 364 — Voir I’énoncé.

Le cardinal de P, vaut e Or, I’'union des Py, vaut P(A) et cette union est disjointe.

Ainsi, Card(P(A)) = Card(PhpU PL U --- U P,) = Card(F) + Card(P1) + --- + Card(P,) et donc

= (1)« (1) ++ (2)
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» Correction 365 — Voir I’énoncé.
On choisit k& personnes parmi les n personnes. Puis, parmi ces k personnes, on en choisit une qui sera la

présidente. Le nombre de choix est (Z) X (I;) soit k <Z) .

On choisit 1 personne pour présider I’assemblée parmi les n personnes. Pour la suite, on choisit alors £ — 1
personnes sur les n — 1 présentes pour constituer la commission.

Le nombre de choix est donc " X n-1 =n n-1
1 k—1 k—1

On a déterminé le nombre de manieres d’élire un comité et un président de deux manieres différentes, ces deux

-1
quantités sont donc égales. On a donc bien n (Z 1) =k <Z>

Pour tout entier naturel non nul n et pour tout entier naturel £ compris entre 1 et n,

n—1Y\ nx (n—1)! B n!
”(k—1) T h—Dn—-1-(-1)  (k—Dl(n—k)

On multiplie en haut et en bas par &

n—1 n! n! n
”(k—l) T = D=k R =R :k(k:>

» Correction 366 — Voir I’énoncé.
Parmi les 2n emplacements pour les lettres, on en choisit n pour placer les A : les autres recevront la lettre B.

2
Il y adonc ( n) tels mots.
n

e Il n’y a qu’un seul mot qui comporte O fois la lettre A parmi les n premieres
e On choisit 1 lettre parmi les n premieres pour placer la lettre A puis n — 1 lettres parmi les n dernieres
n

n
mots de ce type.
e On choisit k lettres parmi les n premieres pour placer la lettre A puis n — k lettres parmi les n dernieres

pour placer la lettre A. On aura bien au total n fois la lettre A. Il y a

pour placer la lettre A. On aura bien au total n fois la lettre A. Il y a <Z> ( " k) mots de ce type.
n —_—

On note F I’ensemble des mots recherchés et Fj 1’ensemble des mots contenant k fois la lettre A parmi les
n premieres lettres. Les ensembles Ej, sont disjoints et leur union fait £. Ainsi, Card(E) = Card(Ep) +
Card(E7) + - - - + Card(E),).

) n n . (n n
Or, pour tout entier naturel k, Card(Ey) = (k:) (n B k:)’ mais (k) = (n _ k:)
n 2 n 2 n 2 n 2 2n
Finalement, Card(F}) = et on en déduit que + +-+ = .
k 0 1 n n

» Correction 367 — Voir I’énoncé.

1. Il'y adonc 5 possibilités pour le premier rotor, 4 pour le deuxieme, 3 pour le troisieme, soit 5 x4 x 3 = 60
possibilités pour les rotors.

2. Cela donne 26 placements pour le premier rotor, 26 pour le deuxieme et 26 pour le troisieéme, soit un total
de 26 x 26 x 26 = 17576 possibilités
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26!
3. (@ Ilya (266) manieres de choisir 6 lettres parmi 26, soit G1201° c’est-a-dire 230230 possibilités.

(b) llya (220) choix possibles

(c) Il'y aalors (128) possibilités.

(d) Onaalors (3) x (3) x () x (5) x () x (%) x (5) x (5) x (5) x (') possibilités.
Cette écriture est simplifiable, puisque ce nombre vaut

20x 19 18x17 16x15 14x13 12x11 10x9 8x7 6x5 4x3 2x1 20
X X X X X X X X X = —
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 210

Or, I’ordre des cables n’a pas d’importance : les lettres reliées par le cable 1 auraient pu 1’€tre par le
cible 2. Au total, on peut permuter les 10 cables de 10! facons différentes. Le nombre de cablages

20! .

(e) Le nombre de configurations de la machine Enigma vaut donc 60 x 17576 x 230230 x 654729075soit
environ 1.59 x 102° configurations possibles !
(f) En supposant qu’un ordinateur soit capable de tester un milliard de configurations par seconde, il

1. 1020
faudrait environ 29 x 10 soit 5040 années !
109 x 60 x 60 x 24 x 365

d’Enigma vaut donc
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1

1. Cours : Loi binomiale

Succession d’épreuves indépendantes

Définition 81 — Succession d’épreuves. : Soit n un entier naturel. On considere n épreuves aléatoires
dont les univers sont respectivement €21, 2o, ... , §2,,.

L’univers € de la succession de ces n épreuves est le produit cartésien 21 x g X « -+ X §),.

Les issues de cette succession d’expériences sont les n-uplets (i1 ; 425 ... ; i) de Q1 X Qg X -+ X Q.

m Exemple 186 : On lance 2 fois un dé a 6 faces, numérotées de 1 a 6 et on regarde le numéro obtenu.
L'univers de cette expérience est {1;2;3;4;5;6}2. L’issue (1; 3) signifie que I’on a obtenu 1 au premier
lancer et 3 au deuxiéme. [

Définition 82 — Indépendance mutuelle. : Soit 7 un entier naturel. On considere n épreuves aléatoires
dont les univers sont respectivement €21, 2o, ... , §2,,, de lois respectives Py, Py, ... , P,,.

Les épreuves sont dites mutuellement indépendantes (ou tout simplement indépendantes) si, pour toute issue
(11,02,e.yip) de 1 X Qg X -+ X Q.

P((il,ig,...,in)) = Pl(’bl) X PQ(ZQ) X X ]Pn(in)

La probabilité d’une issue est égale au produit des probabilités.

m Exemple 187 : M. Lapeyronnie a décidé de faire un petit contrdle surprise a ses éleves. 1l place les noms
des éleves de la classe dans une urne et une liste d’exercices dans une autre.

e Ilya?29 éleves dans la classe. Parmi eux, 12 suivent I’option Maths expertes.
e ['urne des exercices en contient 40 : 20 sur les fonctions, 15 sur les suites et 5 sur la géométrie.

M. Lapeyronnie tire alors simultanément, de maniere indépendante, un nom d’éleve et un exercice.

e, . s . . 12
e La probabilité qu’il s’agisse d’un éleve suivant I’option Maths expertes est de —

29
e . . s 5 1
e La probabilité de tirer un exercice de géométrie est de 0°-3
e La probabilité qu’un éleve suivant I’option Maths Expertes soit envoyé au tableau faire un exercice de
1 1 3
éométrie estdoncde — X — = —
. 29 8 58

Si I’on essaie de représenter une succession de n épreuves indépendantes sous la forme d’un arbre de proba-
bilités, on place alors toujours le méme sous-arbre a chaque noeud d’un étage fixé. De plus, cet arbre peut étre
construit "dans un sens comme dans I’autre".
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2 Epreuve de Bernoulli 365
m Exemple 188 : Les arbres suivants traduisent la succession des deux épreuves précédentes.
Fonctions
y 17 /‘29 Pas Maths Exp.
3/8 FOI’ICUOI‘IS
Pas Maths Exp. —— Suites \
9 12/29 Maths Exp.
\V
W ) 17/29 Pas Maths Exp.
Géométrie /
— Suites
o Fonctions o
29 y 12/29 Maths Exp.
3/8 17/29 Pas Maths Exp.
Maths Exp. Suites _—
Geometrle
Le 12/ 29 Maths Exp.
Géométrie
]

Epreuve de Bernoulli

Définition 83 — Epreuve de Bernoulli. : Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire dont
I’univers ne comporte que deux issues : le succes S et I’échec S. On note p la probabilité de succes, aussi
appelé parametre de I’épreuve de Bernoulli. La probabilité d’échec vaut donc 1 — p

Une variable aléatoire X sur cet univers suit une loi de Bernoulli de parametre p si P(X = 1) = pet

P(X =0) =1 —p. On écrit X ~ B(p).

Epreuve de Bernoulli Variable de Bernoulli

Evt

S

S

Proba

b

1—p

m Exemple 189 : On lance un dé équilibré a 6 faces, numérotées de 1 a 6. Si on considere le succes "Obtenir

1

0

b

1—p

. . . 1
le nombre 6", cette expérience est une épreuve de Bernoulli de parameétre p = 5

Propriété 101 :
variance et I’écart-type de X valent respectivement

E[X]=p,

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre p. L’espérance, la

Var(X

)=p(l—-p
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3 Loi binomiale 366

Démonstration 59 : La variable aléatoire X prend les valeurs O et 1. De plus P(X =0) =1 —pet
P(X = 1) = p. Ainsi,

EX]|=0xPX=0)4+1xP(X=1)=0x(1—-p)+1xp=p

et

m Exemple 190 : Soit X un variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre 0,2. On a alors
E[X]=02,Var(X)=0,2x08=0,16eto(X) =+/0,16 = 0,4. n

Loi binomiale

Schéma de Bernoulli

Définition 84 — Schéma de Bernoulli. : Soit n un entier naturel et p un réel compris entre 0 et 1. Un
schéma de Bernoulli de parametres n et p est une succession de n épreuves de Bernoulli identiques et
indépendantes, chacune de parametre p.

m Exemple 191 : On lance cinq fois de suite une piece de monnaie équilibrée. On considére comme succes

"la piece tombe sur FACE". Il s’agit d’un schéma de Bernoulli de parameétres 5 et X ]

m Exemple 192 : On lance 42 fois de suite un dé. On considére comme succes "le dé fait tombe sur 5 ou 6".

2
Il s’agit d’un schéma de Bernoulli de parametres 42 et 3 L]

3.2 Coefficients binomiaux

Définition 85 — Factorielle. : Soit n un entier naturel. On note n! (factorielle de n) le produit de tous les
entiers de 1 a n (et on convient que 0! = 1).

nl=nx(n-1)x...x2x1

8 8xT7x6!
mExemple 193 : 5! =5 x4 x3 x2x1=120 ; ng:8x7:56 L]
Définition 86 — Coefficient binomial. : Soit n un entier naturel et £ un entier compris entre 0 et n. Le

coefficient binomial Z (k parmi n) est le nombre de chemins qui, dans un chemin de Bernoulli a n

épreuves, aboutissent a exactement k succes.
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3 Loi binomiale 367
m Exemple 194 : On considére un schéma de Bernoulli a 3 épreuves
— S
S
__— =%
S
%
— S
S
S
%
= o — 3
Pour obtenir 2 succes, il y a 3 chemins possibles : 5SS, SSS et §S5S. Ainsi, (2> =3
]
Propriété 102 : Soit n un entier naturel et k£ un entier compris entre 0 et 7.
ny n!
k) El(n—k)!
On retrouve évidemment la formule établie lors du chapitre précédent.
5 5! bx4x3x2x1
E le 195 : === =5 x2=10.
Sl (3) 32 T Bx2x)x2x1) 7 "

3.3 Loi binomiale

Définition 87 — Loi binomiale. : Soit n un entier naturel et p un réel compris entre O et 1. On considere
un schéma de Bernoulli a n épreuve de parametre p. On note X la variable aléatoire qui compte le nombre

de succes de ce schéma de Bernoulli. On dit que X suit une loi binomiale de parametres n et p.

On écrit X ~ B(n,p).

m Exemple 196 : On lance une picce équilibrée 5 fois de suite et on appelle X la variable aléatoire qui

compte le nombre de FACE obtenus

e On a bien des épreuves de Bernoulli indépendantes et identiques.
e Ces épreuves sont au nombre de 5.

1
e Pour chaque épreuve, la probabilité de succes (ici, la probabilité d’obtenir FACE) vaut 3

Ainsi, X suit une loi binomiale de parametres 5 et ok
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3 Loi binomiale

368

m Exemple 197 : On considere un schéma de Bernoulli de parametres 4 et p. Ce schéma peut se traduire par

I’arbre suivant :

/\

9]

AAA KA A A A

93]

n
N » » » » W

b \
A\

n

/\

9]

»n U

N
N\

9]

»n W

»n U

Les chemins menant a deux succes sont SSSS, SSSS,
SSSS, 5858, 8555 et SSSS. De plus,

o P(SSS5S) =pxpx (1—p)x (1—p)=p*(1—p)?
P(S55S) = px (1—p) xpx (1—p) = p*(1 —p)?
P(SSSS) =px (1=p) x (1 —p) xp =p*(1 —p)?
P(555S) = (1—p) x (1 —p) x px p = p*(1 — p)?
P(SSSS) = (1—p) xp x (1 —p) x p = p>(1 — p)?

2 nm

e P(S5555) = (1—p) xpxpx (1—p)=p*(1—

p)
On note X Ia variable aléatoire qui compte le nombre de

succes a I’issue de ce schéma. On a donc
P(X =2) = 6p°(1 — p)®

En modifiant cette écriture, on a en réalité

Propriété 103 : Soit n un entier naturel, p un réel compris entre 0 et 1 et X une variable aléatoire qui suit

une loi binomiale B(n.p).

Pour tout entier naturel k inférieur ou égal a n, P(X = k) = (n) pkE(1 — p)nk.

Démonstration 60 : On considere un schéma de Bernoulli de parametre p a n épreuves.

L’ensemble des issues aboutissant & k succes correspond a I’ensemble des n-uplets de {.S; S} ayant exactement

k fois lalettre S :ilyen a (Z) .

Or, chacune de ces issues a pour probabilité p* (1 —p)—*

des n — k échecs a une probabilité 1 — p

Ainsi, P(X = k) = (Z)pk(l —p)n k.

: chacun des k succes a une probabilité de p et chacun
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3 Loi binomiale 369

m Exemple 198 : On lance 3 fois un dé équilibré a 6 faces, numérotées de 1 a 6.

Quelle est la probabilité d’obtenir exactement 2 fois le nombre 4 ? On note X la variable aléatoire qui compte
le nombre de 4 obtenus. X suit une loi binomiale de parametres n = 3 (le nombre de lancers) et p = 5
(la probabilité de succes, obtenir 4, en un lancer). On cherche donc la probabilité de I’événement X = 2,
c’est-a-dire "obtenir exactement 2 succes".

roc== (5) xitxtior= ()« () () -oxgs 3 2

Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois le nombre 6 ? On note Y la variable aléatoire qui compte

le nombre de 6 obtenus. Y suit une loi binomiale de parametres n = 3 (le nombre de lancers) et p = 5 (la

probabilité de succes, obtenir 6, en un lancer).

On cherche donc la probabilité de I’événement ¥ > 1, c’est-a-dire "obtenir au moins 1 succes". Iy a
plusieurs manieres de procéder

e Décomposer ’événement Y > 1 en donnant tous les cas possibles : Y =1,Y =2ouY =3
e Passer par le complémentaire : P(Y > 1) =1—-P(Y < 1).
Or, la seule valeur pour laquelle Y < lestY = 0. Ainsi, P(Y > 1) =1 —-P(Y =0).

3 1\% /5\% 125
Deplus’mzo):(o) «(5) *(3) -7

125 91

Final LPY 21)=1— — = —.
inalement, IP( ) O

Propriété 104 : Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B(n,p). L’espérance, la variance
et I’écart-type de X valent respectivement

E[X]=np, Var(X)=np(l-p), o(X)=1/np(l-p)

m Exemple 199 : Un éleve répond au hasard et de maniere indépendante a un QCM de 20 questions. Chaque
question laisse le choix entre 4 propositions dont une seule est correcte.

On note X le nombre de bonnes réponses de 1’éleve. X désigne donc le nombre de succes (bonnes réponses)

d’un schéma de Bernoulli a 20 épreuves, chaque épreuve ayant une probabilité de succes de 1 X suit donc

1
une loi binomiale B (20,1).

1
Ainsi, E[X] = 20 x 1= 5. L’éleve peut espérer avoir 5 bonnes réponses. L]
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2. Exercices

Succession d’épreuves indépendantes

» Exercice 368 — Voir le corrigé.
On lance 3 fois un dé équilibré a 6 faces, numérotées de 1 a 6 et on regarde a chaque fois la face du dessus.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir trois nombres pairs ?
2. Quelle est la probabilité d’obtenir un 6 au premier lancer mais de ne pas en obtenir au deuxiéme et
troisieéme lancer ?

» Exercice 369 — Voir le corrigé.

Dix cartes sont placées sur la table, faces cachées : 2 piques, 4 carreaux et 4 trefles. On sélectionne une carte
au hasard, de maniére uniforme. La carte est alors dévoilée et on note sa couleur. Puis elle est retournée et les
cartes sont mélangées. On tire alors une autre carte et on regarde sa couleur. On notera P, C' et T" lorsque la
carte choisie est respectivement un pique, un carreau ou un trefle.

1. Construire I’arbre de probabilité de cette expérience. Combien a-t-on d’issues ?
2. Quelle est la probabilité de tirer deux trefles ?

3. Quelle est la probabilité de tirer un pique puis un carreau ?

4. Quelle est la probabilité de ne pas tirer de trefle ?

5. Quelle est la probabilité de tirer deux cartes de la méme couleur ?

» Exercice 370 — Voir le corrigé.
Une urne renferme deux boules rouges, trois boules bleues et cinq boules jaunes indiscernables au toucher. On
tire successivement et avec remise trois boules dans 1’urne

1. Quelle hypothese permet d’affirmer que les tirages sont indépendants ?

2. Quelle est la probabilité de tirer 3 boules jaunes ?

3. Quelle est la probabilité de tirer une boule rouge puis deux boules bleues ?
4. Quelle est la probabilité de tirer 3 boules de couleur différente ?

» Exercice 371 — Voir le corrigé.

Au dernier examen d’une université, composé de trois exercices, 70% des éleves ont réussi I’exercice 1, 50%
ont réussi le deuxiéme et 25% ont réussi le troisieme. On suppose que la réussite d’un exercice est indépendante
de la réussite de tous les autres. On interroge un étudiant uniformément au hasard.

1. Quelle est la probabilité que cet étudiant ait réussi les trois exercices ?
2. Quelle est la probabilité qu’il n’en ait réussi aucun ?
3. Quelle est la probabilité qu’il ait réussi exactement un exercice ?

» Exercice 372 — Voir le corrigé.
On lance n fois un dé équilibré & 6 faces, numérotées de 1 a 6, puis on regarde a chaque fois la face du dessus.
On note A,, I’événement « le nombre 6 a été obtenu au moins une fois ».

1. Décrire I’événement A,, & I’aide d’une phrase puis déterminer P(A,,) et P(4,,).

2. Quelle est la limite de P(A,,) ? Interpréter cette limite dans le contexte de I’exercice.

3. Combien de lancers faut-il effectuer pour étre slir & au moins 95% que 1’on obtiendra au moins une fois
le nombre 6 en n lancers ?
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» Exercice 373 — Voir le corrigé.

Un lycée présente n candidats au recrutement dans une école, ol n est un entier naturel non nul. On admet que
la probabilité pour un candidat quelconque du lycée d’€tre admis a I’école est égale a 0,24 et que les résultats
des candidats sont indépendants les uns des autres.

1. Donner I’expression, en fonction de n, de la probabilité qu’aucun candidat issu de ce lycée ne soit admis
al’école.

2. A partir de quelle valeur de I’entier n la probabilité qu’au moins un éléve de ce lycée soit admis a 1’école
est-elle supérieure ou égale a 0,99 ?

Loi binomiale

» Exercice 374 — Voir le corrigé.
5 7 10 8 10 7
D 1 1 d t .
onner les valeurs de (3), (5>, (7>, (4), <4) € (3)

» Exercice 375 — Voir le corrigé.

) ) ) 51 1475 1321 26
Calculer les coefficients binomiaux : ( 5 ), ( 147 4), ( 0 ), <2 4>

» Exercice 376 — Voir le corrigé.
1
Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale B (5; §> Calculer P(X =1),P(X > 4) et P(X < 3)

» Exercice 377 — Amérique du Nord 2023 - Voir le corrigé.

1
Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(3; p). On sait que P(X = 0) = TR Que vaut p ?

» Exercice 378 — Voir le corrigé.
Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale 5(4; 0.25).

1. Résumer la loi de X dans un tableau
2. Calculer I’espérance de X . Nous verrons un peu plus tard une formule bien commode pour la déterminer.

» Exercice 379 — Voir le corrigé.
On lance 4 fois un dé équilibré a 6 faces, numérotées de 1 a 6.

1. On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de 3 obtenus. Quelle est la loi de X ?
2. Quevalent P(X = 1) et P(X < 3)?

» Exercice 380 — Voir le corrigé.

Une entreprise produit des composants électroniques, dont on estime que 5% d’entre eux sont défectueux. On
préleve 10 composants parmi le stock. On suppose que le stock est assez grand pour que cette sélection soit
assimilée a un tirage avec remise dans le stock. On note X le nombre de composants défectueux ainsi piochés.

1. Quelle est la loi de la variable aléatoire X ?

2. Quelle est la probabilité qu’aucune piece ne soit défectueuse ?

3. Que vaut P(X < 2)?

4. Combien de composants doit-on prélever pour étre siir 2 au moins 99% de piocher au moins un composant
défectueux dans ce lot ?
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» Exercice 381 — Voir le corrigé.
On lance quatre fois une piece équilibrée et on regarde sur quel c6té elle tombe. On note X la variable aléatoire
qui compte le nombre de PILE

Quelle est la loi de X ?

Quel est la probabilité de ne tomber aucune fois sur PILE ?

Quelle est la probabilité d’obtenir exactement 2 PILE ?

Quelle est la probabilité d’obtenir au plus 2 PILE ?

En moyenne, combien obtiendra-t-on de PILE ?

Reprendre les questions précédentes en langant 5 fois une piece truquée dont la probabilité de tomber sur
PILE vaut 0.6.

ANl e

» Exercice 382 — Voir le corrigé.
Dans cet exercice, les probabilités calculées seront arrondies, si nécessaire, 3 1073 pres.

Une entreprise produit des stylos en grande quantité. La probabilité qu’un stylo présente un défaut est de 0,1.

On préleve 10 stylos dans le stock de cet entreprise. On suppose que le nombre de stylos produits est suff-
isamment grand pour que cette sélection soit assimilée a des tirages indépendants et avec remise. On note X le
nombre de stylos défectueux ainsi piochés.

1. Quelle est la loi de X ? On précisera ses parametres.

Donner I’espérance et la variance de X.

Calculer la probabilité qu’il y ait exactement un stylo défectueux.
Calculer la probabilité qu’il y ait au moins un stylo défectueux.
Calculer la probabilité qu’il y ait au plus deux stylos défectueux.

kv

» Exercice 383 — Bac S — Asie 2015 — Voir le corrigé.
Un concurrent participe a un concours de tir a 1’arc, sur une cible circulaire. A chaque tir, la probabilité qu’il
atteigne la cible est égale a 0,8.

1. Le concurrent tire quatre fleches. On considere que les tirs sont indépendants. Déterminer la probabilité
qu’il atteigne au moins trois fois la cible.
2. Combien de fleches le concurrent doit-il prévoir pour atteindre en moyenne la cible 12 fois ?

» Exercice 384 — Voir le corrigé.

Un examinateur fait passer des étudiants a un oral. Il possede 40 exercices différents, dont 3 concernent les
probabilités. Pour chaque étudiant, I’examinateur choisit au hasard un de ses 40 sujets et ce, indépendamment
des sujets précédemment tirés.

1. La matinée de I’examinateur comporte 5 étudiants a faire passer. Quelle est la probabilité qu’un sujet de
probabilité tombe au moins une fois durant cette matinée ?
2. Combien d’éleves I’examinateur doit-il interroger pour qu’en moyenne 6 éléves soient interrogés sur un
sujet de probabilité ?
3. Combien d’éleves I’examinateur doit-il faire passer pour avoir au moins 95% de chance qu’un sujet de
probabilité soit tiré au cours de cette session ?
4. L’examinateur fait passer n étudiants. On note A 1’événement « au moins deux étudiants sont tombés sur
un sujet de probabilités ». .
. 371\"  3n 3T\""
(a) Justifier que P(A) =1 — <E> 10 X <E)
(b) Combien d’éleves I’examinateur doit-il interroger pour avoir au moins 70% de chances qu’au moins
deux étudiants tombent sur un sujet de probabilités ? (ne pas résoudre directement 1’inéquation,
procéder par exemple a I’aide d’un algorithme).

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

373

Exercices de synthése

» Exercice 385 — Réunion 2023 - Voir le corrigé.
Un commergant vend deux types de matelas : matelas RESSORTS et matelas MOUSSE. On suppose que
chaque client achete un seul matelas. On dispose des informations suivantes :

e 20% des clients achetent un matelas RESSORTS. Parmi eux, 90% sont satisfaits de leur achat.
e 82% des clients sont satisfaits de leur achat.

On choisit uniformément au hasard un client et on note les événements :

e R : «le client achete un matelas RESSORTS »,
e S : «le client est satisfait de son achat ».

On note = = P5(S) ol P5(S) désigne la probabilité de S sachant que R n’est pas réalisé.

1. Compléter I’arbre pondéré ci-dessous décrivant la situation.

2. Démontrer que x = 0,8.
3. On choisit un client satisfait de son achat.
Quelle est la probabilité qu’il ait acheté un matelas RESSORTS ? On arrondira le résultat 2 1072,
4. On choisit 5 clients au hasard. On considere la variable aléatoire X qui donne le nombre de clients
satisfaits de leur achat parmi ces 5 clients.
(a) On admet que X suit une loi binomiale. Donner ses parametres.
(b) Déterminer la probabilité qu’au plus trois clients soient satisfaits de leur achat.
On arrondira le résultat 3 1073
5. Soit n un entier naturel non nul. On choisit a présent n clients au hasard. Ce choix peut étre assimilé a
un tirage au sort avec remise.
(a) On note p,, la probabilité que les n clients soient tous satisfaits de leur achat.
Démontrer que p,, = 0,82".
(b) Déterminer les entiers naturels n tels que p,, < 0.01. Interpréter dans le contexte de 1’exercice.

» Exercice 386 — Bac S — Antilles Guyane 2016 Voir le corrigé.
Un fabricant d’ampoules posséde deux machines, notées A et B. La machine A fournit 65% de la production,
et la machine B fournit le reste. Certaines ampoules présentent un défaut de fabrication :

e 2ala sortie de la machine A, 8% des ampoules présentent un défaut ;
e 2ala sortie de la machine B, 5% des ampoules présentent un défaut.

On définit les événements suivants :

e A :"T’ampoule provient de la machine A " ;
e B : " I’ampoule provient de la machine B " ;
e D : " I’ampoule présente un défaut ".

1. On préléve un ampoule au hasard parmi la production totale d’une journée.
(a) Construire un arbre pondéré représentant la situation.
(b) Montrer que la probabilité de tirer une ampoule sans défaut est égale a 0, 9305.
(c) L’ampoule tirée est sans défaut. Calculer la probabilité qu’elle vienne de la machine A.
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2. On préleve 10 ampoules au hasard parmi la production d’une journée a la sortie de la machine A. La
taille du stock permet de considérer les épreuves comme indépendantes et d’assimiler les tirages a des
tirages avec remise. On note X le nombre d’ampoules sans défaut ainsi obtenues.

(a) Quelle est la loi de X ? On précisera ses parametres.
(b) Quelle est la probabilité qu’exactement une ampoule présente un défaut ?
(c) Calculer la probabilité d’obtenir au moins 9 ampoules sans défaut.

» Exercice 387 — Amérique du Nord 2021 — Voir le corrigé.

Les probabilités demandées dans cet exercice seront arrondies a 1073,

Un laboratoire pharmaceutique vient d’élaborer un nouveau test anti-dopage. Une étude sur ce nouveau test
donne les résultats suivants :

e si un athlete est dopé, la probabilité que le résultat du test soit positif est 0,98 ;
e si un athlete n’est pas dopé, la probabilité que le résultat du test soit négatif est 0,995

On fait subir le test a un athlete sélectionné au hasard au sein des participants a une compétition d’athlétisme.
On note D I’événement « I’athlete est dopé » et T' « le test est positif ». On admet que la probabilité de
I’événement D est égale a 0,08.

1. Traduire la situation a I’aide d’un arbre pondéré.
2. Démontrer que P(T") = 0,083.
3. (a) Siun athlete présente un test positif, quelle est la probabilité qu’il soit dopé ?
(b) Le laboratoire décide de commercialiser le test si la probabilité de I’événement « un athlete présen-
tant un test positif est dopé » est supérieure ou égale a 0,95. Le test proposé par le laboratoire
sera-t-il commercialisé ? Justifier

Dans une compétition sportive, on admet que la probabilité qu’un athlete présente un test positif est 0,103.

4. Dans cette question, on suppose que les organisateurs décident de contrdler 5 athleétes au hasard parmi
les athletes de cette compétition. On note X la variable aléatoire égale au nombre d’athlétes présentant
un test positif parmi les 5 athletes controlés.

(a) Donner la loi suivie par la variable aléatoire X. Préciser ses parametres.
(b) Calculer I’espérance E[X] et interpréter le résultat dans le contexte de I’exercice.
(c) Quelle est la probabilité qu’au moins un des 5 athlétes contrdlés présente un test positif ?

5. Combien d’athletes faut-il controler au minimum pour que la probabilité de I’événement « au moins un
athlete contr6lé présente un test positif » soit supérieure ou égale a 0,75 ? Justifier.

» Exercice 388 — Centres étrangers 2023 — Voir le corrigé.
Une société de production s’interroge sur I’opportunité de programmer un jeu télévisé. Ce jeu réunit quatre
candidats et se déroule en deux phases :

e [a premiere phase est une phase de qualification. Cette phase ne dépend que du hasard. Pour chaque
candidat, la probabilité de se qualifier est 0,6.

e [a deuxieme phase est une compétition entre les candidats qualifiés. Elle n’a lieu que si deux candidats
au moins sont qualifiés.

Sa durée dépend du nombre de candidats qualifiés comme 1’indique le tableau ci-dessous

Nombre de candidats qualifiés pour la deuxieme phase | 0 | 1 |2 | 3 | 4
Durée de la deuxiéme phase en minutes 0/0]5]9]11

Pour que la société décide de retenir ce jeu, il faut que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

e Condition 1 : La deuxiéme phase doit avoir lieu dans au moins 80% des cas.
e Condition 2 : La durée moyenne de la deuxiéme phase ne doit pas excéder 6 minutes.

Le jeu peut-il étre retenu ?
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3. Corrigés

Succession d’épreuves indépendantes

» Correction 368 — Voir ’énoncé.

1
A chaque lancer, on a une probabilité de 3 d’obtenir un nombre pair. La probabilité d’obtenir 3 nombres pairs

Vautdonc1><1><1—1
27272 8

La probabilité d’obtenir un 6 au premier lancer vaut 6 La probabilité de ne pas obtenir 6 au deuxieme lancer

52
6

5 . e . 1
vaut —, et de mé€me pour le troisieme lancer. La probabilité recherchée est donc — X = 516

- X
6 6 6
» Correction 369 — Voir I’énoncé.
On peut construire 1’arbre pondéré suivant

P
W
T
T~
a3 T
<
P
2
R
\%
7 T
4
P
W
i
%T

La probabilité de tirer deux trefles vaut 0,4 x 0,4 = 0,16.
La probabilité de tirer un pique puis un carreau vaut 0,2 x 0,4 = 0,08.
La probabilité de ne pas tirer de trefle vaut 0,6 x 0,6 = 0,36.

La probabilité de tirer deux piques vaut 0,2 x 0,2 = 0,04. Celle de tirer deux carreaux vaut 0,4 x 0,4 = 0,16
et celle de tirer deux trefles vaut aussi 0,16. Finalement, la probabilité de tirer deux cartes de la méme couleur
veut 0,16 + 0,16 + 0,04 = 0,36
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» Correction 370 — Voir I’énoncé.
Le fait de remettre la boule tirée dans 1’'urne permet d’affirmer que les tirages sont indépendants

1 1 1 1
La probabilité de tirer 3 boules jaunes, c’est-a-dire la probabilité du triplet (J; J; J) est de 3 X 3 X 3%
La probabilité de tirer une boule rouge puis deux boules bleues, c’est a-dire la probabilité du triplet (R; B; B)
1 3 3 9
vaut — X — X — = ——
5 10 10 500
Les issues ayant 3 boules de couleurs différentes sont (J; B; R), (J; R; B), (B; R; J), (B; J; R), (R; B; J) et

(R; J; B). Elles sont au nombre de 6, sont naturellement disjointes, et ont toutes les trois la méme probabilité,

1 1 3
a savoir 0 X = X 3= 00" La probabilité de tirer trois boules de couleur différente vaut donc 6 x 100 = %0

» Correction 371 — Voir I’énoncé.
La probabilité que cet étudiant ait réussi les trois exercices vaut 0.7 x 0.5 x 0.25 = 0.0875

La probabilité qu’il n’en ait réussi aucun vaut (1 — 0.7) x (1 — 0.5) x (1 —0.25) = 0.1125

La probabilité qu’il ait seulement réussi I’exercice 1 vaut 0.7 x (1 —0.5) x (1 —0.25) = 0.2525. La probabilité
qu’il ait seulement réussi 1’exercice 2 vaut (1 — 0.7) x 0.5 x (1 — 0.25) = 0.1125. La probabilité qu’il ait
seulement réussi I’exercice 3 vaut (1—0.7) x (1—0.5) x0.25 = 0.0375 La probabilité qu’il ait réussi exactement
un exercice vaut donc 0.2625 + 0.1125 + 0.0375 = 0.4125.

» Correction 372 — Voir I’énoncé.
A, est I’événement « le nombre de 6 n’a été obtenu aucune fois ». Chaque lancer étant indépendant, sa

5 n 5 n
probabilité vaut <6> . Ainsi, P(A4,) =1 — <6> .

) 5\"
Puisque —1 < = < 1,ona lim <7> = Oetdonc lim P(A,) = 1. enlancant le dé un grand nombre de
6 6 n—+00

n—-+0oo
fois, on est quasiment certain d’obtenir au moins une fois le nombre 6.

n

5 n n
Cherchons les entiers n tels que = 1 — <6> > 0.95. On a alors — (%) > —0.05 et donc (%) < 0.05.

. . . . . 5
On applique alors le logarithme népérien, qui est croissant sur |0; +oo[, et on a donc n In (6) < In(0.05).

In(0.05)
n (3
En langant 17 fois le dé, on a plus de 95% de chances d’obtenir au moins une fois le nombre 6.

5
En divisant par In <6> qui est négatif, on aboutit alors a n > ~ 16.4.

» Correction 373 — Voir I’énoncé.
La probabilité qu’aucun éleve ne soit admis vaut 0.76™.

La probabilité qu’au moins un éleve soit admis vaut donc 1 — 0.76". Or, 1 — 0.76™ > 0.99 si et seulement si
—0.76™ > —0.01 soit 0.76™ < 0.01. On applique alors le logarithme népérien, qui est croissant sur |0; 00|,
et on a donc nIn(0.76) < In(0.01).

In(0.01
En divisant par In (0.76) qui est négatif, on aboutit alors a n > lnEO76§ ~ 16.8. A partir de 17 candidats, la
n(0.

probabilité qu’un éleve du lycée soit admis dans cette école est supérieure a 99%.
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Loi binomiale

» Correction 374 — Voir I’énoncé.

5 51 120
—1
¢ () 3 " oxz

7 Tx6x5 Tx6
° = =21
501 51 x 2 2

10 10! 10><9><8><7! 10 x9x8
° = =120

7 7'3' 7! % 3! 6

8 8l 8xTx6x5x4l 8xTx6x5 0
[ ] = —

4 4'4‘ 4! x 4! 4x3x2x1

10 10! 10><9><8><7><6' 10 x9x8x7 210
[ ] = —

4 4'6' 4! x 6! 4x3x2x1

7! 7 X 6 x5 x4l
* (3) ETV TR TR TR
» Correction 375 — Voir I’énoncé.
51 51 x 50 1475 1475 1321 26 26 26 x 25
(2) 2 = 1275, (1474) N ( 1 > _1475’< 0 ) =1 <24> N (2) 2 =325

» Correction 376 — Voir I’énoncé.
16 80

5 1 (2 1
P(X = 1) = “x(2) =5xcxm =0
=1 <1)X3x<3> R TRRYE:
D’une part, P(X > 4) =P(X =4) +P(X =5). Or,

.P(X:4):<5 1 2 10

) §—5><— X
o P(X =5)= 2) ()X@) 243

81 3 243
e Ainsi, P(X >4) =

243 * o3 243 243
D’une part, P(X <3) =P(X =0)+P(X =1) + P(X =2). Or,

oIP(X:O):<2>5:32

3 243
80
e P(X=1)= 243 d’apres la question 1
5 1\* _ (2)\* 5x4 8 80
e P(X =2)= x(f)><<f>: X — = —
2 3 3 2 27 243

1

e
32 80 80 192 64
m3 Ttz T w3 T w1

e Ainsi, P(X < 3) =
» Correction 377 — Voir I’énoncé.

3 1 1 4
On sait que P(X = 0) = 0 P(1—pP=0-p)3= = 125" Ainsi, 1—p—5etp—g
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» Correction 378 — Voir I’énoncé.
Le tableau résumant la loi de X est le suivant

k 0 1 2 3 4
81 27 27 3 1
PX =k) 256 o 28 o4 256

A partir de ce tableau, on peut calculer I’espérance de X.

81 27 27 3 1
E(X)=0x o +1x 2 42x P opax — =1
(X) = 0 g H X G P2 X g 3 5 T4 % 355

» Correction 379 — Voir I’énoncé.

X suit une loi binomiale de parametres 4 et 5

4\ (1\! NNt 125

onab(x =1)= (1) () (1-2) =2

nabX=1) <1) 6 6 324
On peut calculer pour toutes les issues qui vérifient X < 3:

P(X <3)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)+ P(X = 3)

Or,
5\Y 625
* PX=0=1{5) = 1206
125 500
]P) :]_ = — = —
* B )= 321 = 1206

o= (3 (1) 24

4\ (1\*/5\' 20
0= (5 () () - 2
3/ \6 6 1296
1295
complémentaire X > 3. Celui-ci est composé d’une seule issue.

P(X >3)=P(X =4) = (i) (:;)4 (2)0 B ﬁ

1 1295
< —
P(X <3)=1 ]P’(X>3)f1——1296 = 1996

Il est aussi possible (et plus facile) de calculer la probabilité de I’événement

Ainsi,

» Correction 380 — Voir I’énoncé.
La variable aléatoire X suit une loi binomiale de parametres 10 et 0,05.

La probabilité qu’aucune pice ne soit défectueuse correspond 3 P(X = 0). P(X = 0) = 0.95'0 ~ 0.599.
OnaP(X <2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2).Or,

P(X =0) = 0.95%

P(X =1) =10 x 0.05 x 0.95% = 0.5 x 0.95"

P(X = 2) =45 x 0.05% x 0.95% = 0.1125 x 0.9%

Finalement P(X < 2) = 0.95'° 4+ 0.5 x 0.95% 4+ 0.1125 x 0.9% ~ 0.988

Il y a environ 98,8 % de chances que le nombre de pieces défectueuses soit inférieur ou égal a 2.
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Soit n le nombre de composants prélevés et Y le nombre de composants défectueux obtenus.

OnaP(Y >1)=1-PY =0) =1-0.95" Or, 1 —0.95" > 0.99 ssi 0.95" < 0.01. En appliquant le
logarithme népérien, qui est croissant sur |0 : +oo], on obtient alors 2 1n(0.95) < In(0.01) puis en divisant par
In(0.01)

In(0.95)
moins 99% d’en avoir au moins une défectueuse.

In(0.95), qui est négatif, on aboutit a n > ~ 89.8. Il faut donc prélever 90 pieces pour &tre siir a au

» Correction 381 — Voir I’énoncé.
X suit une loi binomiale de parametres 4 et 3

4
La probabilité de ne tomber aucune fois sur PILE correspond a P(X = 0), P(X =0) = <) = —

La probabilité d’obtenir exactement 2 PILE correspond a P(X = 2)

o= () (1) (3 o1

La probabilité d’obtenir au plus 2 PILE correspond a P(X < 2),soitP(X =0)+P(X =1)+P(X =2). 1l
reste a calculer P(X = 1)

1 3 3 13
. Ainsi,P(X<2):E+§+§ G

Ona E[X] =4 x 0.5 = 2. En moyenne, on obtient 2 PILE.

Si maintenant on lance 5 fois une piece truquée dont la probabilité de tomber sur PILE vaut 0.6. Notons Y la
variable aléatoire qui compte le nombre de PILE obtenus. Y suit une loi binomiale de parametres 5 et 0.6.

5
On a alors P(Y = 0) = 0.45 = 0.01024, P(Y = 2) = (2> x 0.6% x 0.43 = 0.2304.

5
1
Ainsi, P(Y < 2) =0.01024 + 0.0768 + 0.2304 = 0.31744.

Enfin, E]Y] =5 x 0.6 = 3. En moyenne, on obtiendra 3 PILE.

Par ailleurs, P(Y = 1) = ) x 0.6 x 0.4* = 0.0768.

» Correction 382 — Voir I’énoncé.

1. X suit une loi binomiale de parametres 10 et 0.1.
2.0naFE(X)=10x0.1=1etVar(X)=10x0.1 x (1 —-0.1) =0.9.

10
3.0naalP(X =1) = (1) x 0.11 x 0.9% ~ 0.387.
4. OnaP(X >1)=1-P(X =0)=1-0.91" ~0.651
5. OnaIP’(X<2) PX=0)+P(X=1)+PX =2)

10 10
Ainsi, P(X < 2) =0.9'0 + ( . ) x 0.11 x 0.99 + ( 2) x 0.12 x 0.998 ~ 0.930
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» Correction 383 — Voir I’énoncé.
Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de fleches qui atteignent la cible en 4 tirs. Les tirs étant

4 3 1
5 )0-8% % 0.2 = 0.4096.

Soit 7 un entier naturel et Y la variable aléatoire qui compte le nombre de fleches qui atteignent la cible en n
tirs. Les tirs étant indépendants, Y suit une loi binomiale de parametres n et 0.8. Par ailleurs, £(Y) = 0.8n.
Ainsi, E(Y) = 12 si n = 15. 11 lui faut 15 fleches pour espérer atteindre la cible 12 fois.

indépendants, X suit une loi binomiale de parametres 4 et 0.8. Ainsi, P(X = 3) = (

» Correction 384 — Voir I’énoncé.

1. Notons X le nombre de sujet de probabilités tombés durant cette matinée. X suit une loi binomiale de
3 37\°
parametres 5 et 0 Ainsi, P(X >1)=1-P(X =0)=1— <4—0> ~ 0.323

2. Soit n un entier naturel et Y la variable aléatoire qui donne le nombre d’éleves tombés sur un sujet de
o . S N 3 . 3n. ..

probabilités; Y suit une loi binomiale de parameétres n et —. Par ailleurs, F(Y') = 10 Ainsi, E(Y) =6

ssi n = 80. L’examinateur doit interroger 80 éleéves pour qu’en moyenne 6 éléves soient interrogés sur

un sujet de probabilité.

37\" 37\" . ([ 3T\"
3. OnaP(Y >21)=1-P(Y =0)=1—-(—) .Or, 1— 0 > 0.95 si et seulement si 0 < 0.05

40
In(0.05)
In 37

37
soit, par croissance de In sur |0; +o00], 7 1n 0 < In(0.05) et donc n > o~ 38.42. L’examinateur

doit interroger au moins 39 éleves pour avoir au moins 95% de chance qu’un sujet de probabilité soit tiré
au cours de cette session.

37\"
4. (@ OnaPY 22)=1-PY <2)=1-PY =0+PY =1)). Or,P(Y =0) = (40) et
n\ 3 _(37\"! <37>”1 . (37)" 3n <37>”1
(b) A T’aide de la calculatrice, on trouve que 1’examinateur doit interroger 32 éleéves pour avoir au
moins 70% de chances qu’au moins deux étudiants tombent sur un sujet de probabilités .

Exercices de synthése

» Correction 385 — Voir I’énoncé.

1. L’arbre pondéré ci-dessous décrit la situation

2. (R; R) forme un systéme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales, P(S) =

— 0.64
P(SNR)+ P(SNR).Onadonc 0.82 = 0.82 4+ 0.2 x 0.9 s0it 0.8z = 0.64 etz = — = 0.8.

0.8
P(RNS) 0.2x0.9

3. Ona Pg(R) = PS) 082

~ 0.22
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4. (a) X suit une loi binomiale de parametres 5 et 0.82.
(b) On cherche P(X < 3). On procede en calculant la probabilité de I’événement contraire.
P(X<3)=1-P(X>3)=1-P(X=4)—P(X =5).
Ainsi, P(X <3)=1-— 4
5. Soit n un entier naturel non nul. On choisit & présent n clients au hasard. Ce choix peut étre assimilé a
un tirage au sort avec remise.
(a) Pour un client, la probabilité que celui-ci soit satisfait de son achat est de 0.82. Par indépendance,
la probabilité que les n clients soient satisfaits vaut 0,82".

(b) Par croissance du logarithme népérien sur |0; +oo, 0.82" < 0.01 ssi n1n(0.82) < In(0.01) soit
In(0.82)

In(0.01)
de leur achat est inférieure a 1%.

5 5
( ) x 0.82% x (1 —0.82)°~4 — (5) x 0.82° x (1 —0.82)% ~ 0.222

~ 23.2. SiI’on prend 24 acheteurs ou plus, la probabilité que tous soient satisfaits

» Correction 386 — Voir I’énoncé.

1. On préléve un ampoule au hasard parmi la production totale d’une journée.
(a) L arbre pondéré ci-dessous modélise la situation

08
A _

6D _

% WD
05

%BO/D

\ p—
0.95 D

)

(b) (A ;B ) forme un systeme complet d’événements. Ainsi, d’apres la formule des probabilités totales,
P(D)=P(AND)+ P(BN D). Ainsi, P(D) = 0.65 x 0.92 + 0.35 x 0.95 = 0.9305.

P(DNA) 0.598
(c) Ona P5(A) = PO 0.9305 0.643
2. On préleve 10 ampoules au hasard parmi la production d’une journée a la sortie de la machine A. La
taille du stock permet de considérer les épreuves comme indépendantes et d’assimiler les tirages a des
tirages avec remise. On note X le nombre d’ampoules sans défaut ainsi obtenues.

(a) X suit une loi binomiale de parametres 10 et 0.92.

10
(b) Ona P(X =9) = ( 9 )0.929 x (1 —0.92)1079 ~0.377

10

(©) OnaP(X >9) = P(X =9)+ P(X = 10) = (9

)0.929 x (1 —0.92)1979 40.9210 ~ 0.812.
» Correction 387 — Voir I’énoncé.

1. L’arbre pondéré ci-dessous décrit la situation
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2. (D; D) forme un systéme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales,
P(T) = P(T N D)+ P(TND). Ainsi, P(T) = 0.08 x 0.98 + 0.92 x 0.005 = 0.083
P(I'mnD) 0.08x0.92
3. (a) OnaPp(D)= PITY — 0083 = 0.945.
(b) 0.945 < 0.95. Le test ne sera donc pas commercialisé.

4. Dans cette question, on suppose que les organisateurs décident de contrdler 5 athletes au hasard parmi
les athletes de cette compétition. On note X la variable aléatoire égale au nombre d’athlétes présentant
un test positif parmi les 5 athletes contrdlés.

(a) X suit une loi binomiale de parametres 5 et 0.103

(b) E[X] =5 x0.103 = 0.515. Sur un tres grand nombre de contrdle, il y aura en moyenne 1 athlete
positif sur 10.

() OnaP(X>1)=1-PX<1)=1-P(X=0)=1-(1-0.103)° ~ 0.419.

5. Soit n un entier naturel et Y la variable aléatoire qui compte le nombre d’athlétes positifs en n tests. ¥
suit une loi binomiale de paramétres n et 0.103. Par ailleurs, P(Y > 1) =1— P(Y =0) = 1 —0.897™.
Or, 1 — 0.897" > 0.75 ssi 0.897" < 0.25 ssi n1n(0.897) < In(0.25) par croissance du logarithme

In(0.25)

In(0.897)

la probabilité de 1’événement « au moins un athlete controlé présente un test positif » soit supérieure ou

égale 2 0,75.

népérien. Finalement, on an > ~ 12.75. 1l faut contréler au minimum 13 athlétes pour que

» Correction 388 — Voir I’énoncé.
Notons X la variable aléatoire qui donne le nombre de candidats qui passent la deuxieme épreuve. X suit une
loi binomiale de parametres 4 et 0.6.

4 4
OnaP(X =2) = <2) x 0.6% x 0.4% = 0.3456, P(X = 3) = <3> x 0.6% x 0.4 = 0.3456 et

4
P(X =4)= (4) x 0.6% x 0.4° = 0.1296.

Ainsi, P(X > 2) = 0.3456 + 0.3456 + 0.1296 = 0.8208 > 0.8. La condition 1 est donc respectée.

Soit T' la variable aléatoire donnant le temps de la deuxiéme phase. 7" prend les valeurs 0, 5, 9 et 11. De plus,
P(T'=5)=P(X =2)=0.3456, P(T =9) = P(X =3) =0.3456 et P(T'=11) = P(X = 4) = 0.1296.
Ainsi, P(T'=0) =1 — 0.3456 — 0.3456 — 0.1296 = 0.1792

k 0 5 9 11
P(T =k) | 0.1792 | 0.3456 | 0.3456 | 0.1296

Ainsi, E[T] =0 x 0.1792 + 5 x 0.3456 + 9 x 0.3456 + 11 x 0.1296 = 6.264 > 6. La durée moyenne de la
deuxieéme phase excede 6 minutes. La condition 2 n’est pas respectée et le jeu ne peut pas €tre programmé.
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1. Cours : Loi des grands nombres

1 Opérations sur les variables aléatoires

1.1 Sommes et produits par un réel

Définition 88 : Soit X une variable aléatoires réelle, définie sur 2. Soit ¢ un réel non nul et b un réel.
La variable aléatoire a X + b est définie par

Pour toutw € Q, (aX +b)(w) =a x X(w) +b

Ainsi, pour tout réel k,

]P’(aX~|—b:k)=IE”(X:k;b>

m Exemple 200 : On considere une variable aléatoire X dont la loi est résumée par le tableau suivant

k -2 1|37

1
2

On note Y la variable aléatoire telle que Y = 3X — 1. Puisque X prend les valeurs —2, 3 et 7, Y prend les
valeurs —7, 8 et 20. Par ailleurs, P(Y = —7) = P(3X —1 = —7) = P(X = —2). Laloi de Y peut étre
résumée par le tableau ci-dessous.

k —718 120
1|11

P(X = S [
(X=k 15|35

m Exemple 201 : On considere le jeu suivant : on paye 10 euros puis on lance 4 dés équilibrés a 6 faces,
numérotés de 1 a 6. On remporte alors 6 euros par dé qui tombe sur le nombre 6.

Notons X le nombre de 6 obtenus et Y le gain en euros a I’issue de ce jeu. X suit une loi binomiale de
parametres 4 et %. Par ailleurs, Y = 6X — 10 : en effet, —10 représente le cofit fixe du jeu, et 6.X le gain, 6
euros par numéro 6 obtenu. Il est donc facile d’obtenir la loi de Y a partir de celle de X.

k 0 1 2 3 4 k —10 —4 2 8 14
| |

625 125 25 5 1 625 125 25 5 1

PIX =) | 706 | 324 | 216 | 324 | 1296 | | ° =™ | 1296 | 304 | 216 | 324 | 1296
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1.2 Somme de deux variables aléatoires
Définition 89 : Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur €). La variable aléatoire Z = X +Y
est définie par

Pour tout w € €, Z(w) = X (w) + Y (w)

Par ailleurs, pour tout réel k,

i+j=k

Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, on a alors

P(Z=k)= Y PX=i)PY =)
i+i=k

m Exemple 202 : On possede deux urnes comportant des boules numérotées. La premiere contient trois
boules, portant respectivement les numéros 1, 3 et 6. La seconde contient quatre boules, portant respective-
ment les numéros 2, 3 et 5. On tire uniformément au hasard une boule dans chaque urne et on fait la somme
des numéros ainsi tirés.

Notons X la variable aléatoire donnant le résultat du tirage dans la premiére urne et Y la variable aléatoire
donnant le résultat du tirage dans la deuxieme urne. On cherche alors a déterminer la loi de X 4 Y. Un arbre
peut nous permettre d’y voir plus clair...

X Y (X)Y) X+Y

2 - (L) ----- 3
/

1 ——  F e (B ee- 4
\

5 - (5 ----- 6

2 e B2 5
/

- &5 —— 8§ e (@) oo 6
\

5 - (35 ----- 8

2 - (62) ----- 8
/

& —— 3 e (@B - 9
\

5 - (65 ----- 11

Les tirages possibles sont (1;2), (1;3), (1;5), (3;2), (3;3), (3;5), (6;2), (6;3) et (6;5). Les sommes

possibles sont ainsi 3,4, 5,6, 8,9 et 11.

~—

Les tirages étant indépendants, on a
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P(X+Y =6)=P(X=1)xP(Y =5)+P(X =3) x P(Y = 3) =

En faisant ainsi pour chaque valeur possible de la somme, on construit le tableau de la loi de X + Y.

k 3|4 |5|6|8|9|11
1(1](1]2]2]1]1
PX=k|=|=|=|2]2]=2]=
9/l9l9l9l9l91l9

2 Espérance et variance d’une somme de variables

Cas général
Propriété 105 : Soit X et Y deux variables aléatoires, a et b deux réels.

e E(aX +b) =aE(X)+b
o E(X +Y)=E(X)+E(Y)

m Exemple 203 : On considere le jeu suivant : la participation est fixée a 8 euros. On lance un dé équilibré
a 6 faces, numérotées de 1 a 6 et on remporte deux fois la somme inscrite sur le dé. On considere la variable
aléatoire X qui donne le résultat du lancer et Y le gain du joueur, positif ou négatif.

OnaalorsY =2X — 8.

L’espérance de X est 3,5. Ainsi, E(Y) = E(2X —8) =2E(X) — 8 =2 x 3,5 — 8 = —1. L’espérance étant
négative, le jeu est défavorable au joueur. L]

Propriété 106 : Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, a un réel.

o Var(aX) = a*Var(X)
o Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y)

Il est important de ne pas oublier le carré : une variance est toujours positive ! Attention également a ne pas
se faire piéger lorsque 1’on calcule la variance de la somme. Si X et Y sont deux variables aléatoire réelles
indépendantes, alors Var(X —Y) = Var(X)+Var(=Y) = Var(X)+(=1)>Var(Y) = Var(X)+Var(Y)
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2.2 Applications a la loi binomiale

Propriété 107 : Soit Xy, Xo, ....X,, des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de parametre p.
Notons S = X7 + X9 + ...+ X,,. S suit une loi binomiale de parametres n et p.

Réciproquement, si une variable aléatoire S suit une loi binomiale de parameétres n et p, alors S peut s’écrire
comme la somme de n variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de parametre p.

m Exemple 204 : On lance 6 fois une piece de monnaie équilibrée. Chaque PILE obtenu rapporte un euro.

La variable aléatoire Y qui donne les gains a la fin des 6 lancers suit une loi binomiale de parametres 6 et 2"

Propriéteé 108 : Soit S une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B(n,p). L’espérance, la variance et
I’écart-type de S valent respectivement

E[S]=np, Var(S)=np(l—p), o(S)=+/np(l-p)

Démonstration 61 : On écrit S comme la somme de n variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de
parameétre p : S = X1 + X9 + ... + X,,. Or, pour tout entier naturel 7 compris entre 1 et n, E(X;) = pet
Var(X;) =p(1 —p).

OnadoncE(S)=p+p+...+p=np.
De plus, les variables X; étant indépendants, Var(S) =p(1 —p) +p(l —p)+...+p(1 —p) = np(1l —p).o

m Exemple 205 : On lance 12 dés équilibrées a 6 faces, numérotées de 1 a 6. On note Y la variable aléatoires
qui compte le nombre de 6 obtenus.

1 1
Y suit une loi binomiale de parametres 12 et 6 Ainsi, E(Y) = 12 x 6= 2etVar(Y) =12 x

3 Concentration et loi des grand nombres

3.1 Echantillon de variables aléatoires

Définition 90 : Un échantillon est un ensemble de variables aléatoires réelles (X1, ..., X,,) indépendantes
et de méme loi.

La variable aléatoire moyenne de cette échantillon est la variable aléatoire notée M,, ou X, définie par

1
Mn:g(Xl—f-XQ—f-...—l-Xn)

1
I Propriété 109 : On a alors E(M,,) = E(X;), Var(M,) = —Var(X;) eto(M,) = o(X1)
n

S

Démonstration 62 : On a en effet

E(Mn) = B ( (X4 Xo o+ X0) ) = (E(X) FE(XG) 4+ +E(X,) = xnE(X1) = B(Xy)
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Par ailleurs, les variables aléatoires étant indépendantes,

1 1
Var(M,) = Var (n(Xl +Xo+ ...+ Xn)> = E(Var(Xl) +Var(Xa) + -+ Var(Xy))
et donc
1 X
Var(Mp,) = — x nVar(X;) = Var(X)
n n

1
m Exemple 206 : On considere une variable aléatoire X qui suit une loi binomiale de parametre 3 et 3 On
1 1 1 2
rappelle que E(X) = 3 x == letVar(X)=3x 3 % <1 - §) =3

On considere un échantillon (X7, ..., Xj00) de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X et on
1
note M,, = ﬁ(Xl +Xo+...+ X,).

2

Onaalors E(M,,) =E(X) =1let Var(M,) = 00"

On remarque que lorsque n tend vers 400, la variance de M,, tend vers O alors que I’espérance ne change pas.
Cela signifie intuitivement que la variable aléatoire M, se rapproche d’une variable aléatoire "constante". Ce
comportement sera précisé plus en détails dans les parties qui suivent.

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Propriété 110 — Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. : Soit X une variable aléatoire réelle. Pour tout
réel d strictement positif

Var(z)
52

P(|X — E(z)] > 0) <

Cette inégalité traduit le fait que la variance permet de mesurer I’écart d’une variable aléatoire par rapport a son
espérance.

m Exemple 207 : On lance 180 fois un dé équilibré a 6 faces, numérotées de 1 a 6. On appelle X la variable

1
aléatoire qui donne le nombre de 1 obtenus. X suit une loi binomiale de parametres 180 et 6

1 1
Ainsi, E(X) = 180 x 6= 30 et Var(X) = 180 x 5 % % = 2.

Lors des précédentes chapitres, nous avons interprété I’espérance comme une moyenne si 1’on répete un
grand nombre de fois une expérience aléatoire. Ainsi, si on lance 180 fois un dé, on s’attend en moyenne a
avoir 30 fois le nombre 6.

Seulement, tout ceci n’est qu’une moyenne, et il est rare de tomber exactement 30 fois sur la face numéro 6.
Cependant, il y a une grande probabilité que le nombre de fois que nous obtenons ce nombre 6 soit proche
de 30, et I’'inégalité de Bienaymé-Tchebychev peut nous fournir une minoration de cette probabilité.
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On souhaite par exemple minorer la probabilité que X soit compris entre 21 et 39, c’est-a-dire P(| X —
E(X)| < 10).

D’apres I’inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv,

Var(X) 25 1
< — —

P(X —E()| > 10) < YO0 _ B _ 2

Ainsi, puisque P(| X — E(X)| < 10) + P(|X —E(X)| > 10) = 1, on a que
P(|X —E(X)| <10) =1-P(|X —E(X)| > 10)

Ainsi, P(|X — E(X)| < 10) > Z

Si I’on lance 180 dés, la probabilité d’avoir entre 21 et 39 fois le nombre 6 est supérieure a 0.75. n

Cette borne n’est pas toujours optimale. En I’occurrence, en faisant les calculs précisément, on s’ apercgoit que
P(|X —E(X)| < 10) ~ 0.9434, mais ce calcul est un poil plus compliqué...

3.3 Inégalité de concentration

Propriété 111 — Inégalité de concentration. : Soit (X7, ...,X,,) un échantillon de n variables aléatoires
indépendantes, et M, la variable aléatoire moyenne de cette échantillon. Alors, pour tout réel § strictement
positif,

Var(X1)

— > <
P(M, — B(X1)] > 6) < T

Démonstration 63 : On applique simplement I’'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a la variable aléatoire M,,.
Var(Xy)

Son espérance vaut E(X) et sa variance ————. 0
n
m Exemple 208 : Soit X une variable aléatoire d’espérance 3 et de variance 100.
On considere un échantillon (X7, ..., Xj90) de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X et on
1
note M,, = E(Xl +Xo+ ...+ Xp).
Pour tout entier naturel non nul n et tout réel § strictement positif, on a alors

Var(Xy)

P(|M,, — E(X1)| > 8) <
(1Mo — B(X0)| > 0) < T2

C’est-a-dire,

100

P(Mn =32 0) < —

En particulier, pour n = 100000 et ¢ = 0.1

100

P(|M,—3201) < ———
( 31> 0.1) 100000 * 0.12
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c’est-a-dire
P(|M,, — 3| >0.1) <0.1

En passant par le complémentaire, on obtient alors que
P(|M, —3] <0.1)=1-P(|M, —3| >0.1) > 0.9

Bien que la variable aléatoire X ait une grande variance, si I’on répete un grand nombre de fois 1’expérience
aléatoire, la moyenne des résultats est tres proche de 1’espérance de X : avec probabilité 0.9, la moyenne est
entre 2.9 et 3.1. n

3.4 Loides grands nombres

Théoreme 64 — Loi faible des grands nombres. : Soit (X1,...,X,,) un échantillon de n variables aléa-
toires indépendantes et M,, la variable aléatoire moyenne de cet échantillon. Pour tout réel § strictement
positif,

lim P(|M, —E(X31)|>d)=0

n—-+o0o

Démonstration 65 : On applique I’inégalité de concentration a cet échantillon :

V&T(Xl)

— > <
P(M, — E(X1)| > 6) <~

Var(Xy)

i = — > >
Or, ngrfoo 52 0. De plus, P(|M,, — E(X;)| =) > 0.
D’apres le théoréme d’encadrement, on a donc lirf P(|M, —E(X1)|=>2d)=0 O
n—-+0o0o

Rr) Tout comme de nombreux résultats de probabilités de terminale, la loi faible des grands nombres est énoncée
dans I’Ars Conjectandi de Jacques Bernoulli, paru en 1713. Bernoulli est si fier de ce théoréeme qu’il I’appelle
son "théoreme d’or". Le nom de loi des grands nombres ne viendra qu’au XIXe siecle.

Bernouli y aborde, comme nous I’avons déja vu précédemment, la loi binomiale, les combinaisons, les permu-
tations, mais également de la dérivation ou de calcul littéral en tout genre. On y trouve notamment une fameuse
inégalité, I’inégalité de Bernoulli...
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2. Exercices

Opérations sur les variables aléatoires

» Exercice 389 — Voir le corrigé.
On considere la variable aléatoire X dont la loi est résumée dans le tableau suivant :

k -3 =11 2 4 1. Compléter ce tableau avec la probabilit¢ manquante.
2. Donner la loi de la variable aléatoire Y = X + 2.
P(X = k) 1 2 i 3. Donner la loi de la variable aléatoire 7 = 2X — 1.
5 5 10 |

» Exercice 390 — Voir le corrigé.

Une entreprise commercialise des lave-vaisselles et propose a ses clients une extension de garantie de 3 ans
supplémentaires au prix de 65 euros. Si une panne irréparable survient au cours de cette période, I’entreprise
remboursera alors les 399 euros correspondant au prix du lave-vaisselle. D’apres les statistiques relevées par
Pentreprise, 11.5% des lave-vaisselles tombent en panne durant cette période de 3 ans. Un client achete un
lave-vaisselle avec extension de garantie.

1. Onnote X la variable aléatoire qui vaut 1 si le lave-vaisselle tombe en panne durant la période concernant
I’extension de garantie et O sinon. Quelle est la loi de X ?
2. Onnote Y le gain réalisée par I’entreprise grice a I’extension de garantie. Exprimer Y en fonction de X

» Exercice 391 — Asie 2022 — Voir le corrigé.

Les compagnies aériennes vendent plus de billets qu’il n’y a de places dans les avions car certains passagers ne
se présentent pas a I’embarquement du vol sur lequel ils ont réservé. On appelle cette pratique le surbooking.
Au vu des statistiques des vols précédents, la compagnie aérienne estime que chaque passager a 5% de chance
de ne pas se présenter a I’embarquement.

Considérons un vol dans un avion de 200 places pour lequel 206 billets ont été vendus. On suppose que
la présence a I’embarquement de chaque passager est indépendante des autres passagers et on appelle X la
variable aléatoire qui compte le nombre de passagers se présentant a I’embarquement.

1. Justifier que X suit une loi binomiale et donner ses parametres
2. Calculer P(X < 200) et interpréter ce résultat dans le contexte de I’exercice.

3. Lacompagnie aérienne vend chaque billet a 250 euros. Si plus de 200 passagers se présentent a I’embarquement,

la compagnie doit rembourser le billet d’avion et payer une pénalité de 600 euros a chaque passager 1ésé.
On appelle Y la variable aléatoire égale au nombre de passagers qui ne peuvent pas embarquer bien
qu’ayant acheté un billet et C' la variable aléatoire qui totalise le chiffre d’affaire de la compagnie aérienne
sur ce vol. On admet que Y suit la loi de probabilité donnée par le tableau suivant :

k 0 1 2 3 4 ) 6
P(Y =k) | 0.94775 | 0.03063 | 0.01441 | 0.00539 | 0.00151 | 0.00028

(a) Compléter la loi de probabilité donnée ci-dessus.

(b) Exprimer C' en fonction de Y puis donner la loi de la variable aléatoire C' sous forme d’un tableau.

(c) Calculer I’espérance de C' a I’euro pres.

(d) Comparer le chiffre d’affaires obtenu en vendant exactement 200 billets et le chiffre d’affaires
moyen obtenu en pratiquant le surbooking.
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» Exercice 392 — Voir le corrigé.
On considere deux variables aléatoires X et Y indépendantes dont les lois sont résumées dans les tableaux
suivants

k 113 4 k 112 3
et
171 171
( k) 314 ( k) 515

Compléter ces tableaux avec les probabilités manquantes

Construire le tableau résumant la loi de la variable aléatoire Z = 2X
Quevaut P(X +Y =5)?

Construire le tableau résumant la loi de la variable aléatoire W = X + Y
Construire le tableau résumant la loi de la variable aléatoire A = 3X — 2Y.

A S

» Exercice 393 — Voir le corrigé.
On considere deux variables aléatoires X et Y indépendantes dont les lois sont résumées dans les tableaux
suivants

k 2|3 k 11415
et

1] 2 111

P(X=k)|-|= PY =k |>|=|-

(X=k 1313 V=K1713]17

1. Construire le tableau résumant la loi de la variable aléatoire X + Y
2. Construire le tableau résumant la loi de la variable aléatoire 2.X + 3Y.

Espérance et variance d’une somme de variables

» Exercice 394 — Voir le corrigé.
On considere les deux variables aléatoires X et Y de I’exercice précédent

1. Calculer I’espérance de X et celle de Y
2. En déduire I’espérance de 3X + 2,de X + Y etde 5X —2Y

» Exercice 395 — Voir le corrigé.
Soit X et Y deux variables aléatoire indépendantes telles que E(X) = 3, E(Y) = —5, Var(X) = let
Var(Y) = 2.

1. On considere la v.a. Z7 = 2X + 3Y. Donner I’espérance et la variance de Z;
2. On considere lav.a. Z5 = 4X — 2Y. Donner I’espérance et la variance de Zs.
3. On considere la v.a. Z3 = 3Y — 2X + 7. Donner I’espérance et la variance de Z3.

» Exercice 396 — Voir le corrigé.
On dit qu’une variable aléatoire X est centrée réduite si son espérance est nulle et sa variance vaut 1.

Montrer que pour toute variable aléatoire X non constante et admettant une espérance et une variance, la
X - E(X)

est centrée réduite.
o(X)

variable Y =
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» Exercice 397 — Voir le corrigé.
On lance trois pieces de monnaies et on regarde sur quels c6tés elles tombent.

1. On note X le nombre de FACE obtenus. Construire le tableau résumant la loi de X.

2. Onnote Y la variable aléatoire qui vaut 1 si les trois pieces tombent du méme c6té et 0 sinon.
(a) Quelle estlaloi de Y ? On précisera la valeur du ou des parameétres(s).
(b) Que vaut I’espérance de Y ?

3. Le jeu consiste a miser deux euros. Si les trois pieces tombent sur les mémes faces, on reprend sa mise
et on remporte cinq euros supplémentaires. Sinon, on perd la mise. On note Z la variable aléatoire qui
détermine le gain algébrique du joueur

(a) Justifierque Z = 7Y — 2
(b) En déduire I’espérance de Z. Ce jeu est-il équitable ?

» Exercice 398 — Voir le corrigé.

Une urne contient 100 jetons parmi lesquels 10 sont gagnants. Pour jouer a la loterie, un joueur doit payer
10 euros et tire au hasard et successivement deux jetons, en remettant entre temps le jeton tiré. Chaque jeton
gagnant tiré lui rapporte 20 euros.

1. On note X le nombre de jetons gagnants tirés. Quelle est la loi de X ?

2. Que vaut I’espérance de X ?

3. On note Y le gain algébrique d’un joueur. Expliquer pourquoi ¥ = 20X — 10
4. En déduire I’espérance de Y. Ce jeu est-il équitable ?

» Exercice 399 — Voir le corrigé.
On considere les deux variables aléatoires X et Y indépendantes dont les lois sont données ci-dessous

k 2 1] -1 k 1]2] -2
et

115 111

P(X=k)|=|=] 2 PY =k) | = |=]| =

( Jlsl1]s ( 1216l 3

1. Donner I’espérance et la variance des variables aléatoires X et Y.

2. On propose le jeu suivant : 8 boules sont dans une urnes. On mise un euro et on tire une de ces boules au

hasard. 5 sont perdantes, 2 font gagner 2 euros et 1 fait gagner 3 euros. Quelle variable aléatoire permet

de modéliser ce jeu ?

Le jeu est-il avantageux pour le joueur ?

Proposer une expérience aléatoire correspondant a la variable aléatoire Y

5. On réalise deux fois le jeu correspondant a la variable X et trois fois celui correspondant a la variable Y.
On note Z le gain algébrique de cette successions de jeu. Sans déterminer précisément la loi de Z, dire
si ce jeu est avantageux pour le joueur ou non.

B w

» Exercice 400 — Voir le corrigé.
Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi binomiale. On suppose que E(X) = 6 et Var(X) = 4.
Retrouver les parametres de la loi binomiale.

» Exercice 401 — Voir le corrigé.
Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale 5(10;0.3) et Y une variable aléatoire suivant une loi
binomiale 5(8;0.2). On suppose que X et Y sont des variables indépendantes.

1. Donner les espérances et variances de X et Y. Donner leur écart-type arrondi au millieme.
2. Donner ’espérance, la variance et I’écart-type arrondi au milliéme de la variable aléatoire Z définie par
Z =2X -3Y.
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» Exercice 402 — Voir le corrigé.

On range n objets dans une commode contenant n tiroirs, chaque objet étant placé uniformément au hasard
et indépendamment des autres objets dans ’un de ces tiroirs. L’objectif de cet exercice est de déterminer le
nombre moyen de tiroirs vides a I’issue de cette expérience.

Partie A : Etude de cas particuliers

1. On suppose qu’il y a 2 tiroirs et 2 objets a ranger.

(a) On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de tiroirs vides a I’issue du rangement des 2
objets. Construire le tableau donnant la loi de X
(b) En déduire I’espérance de X.

2. On suppose qu’il y a 3 tiroirs et 3 objets a ranger dans la commode. Un rangement peut alors étre assimilé
a un 3-uplet de {1;2;3}. Par exemple, le 3-uplet (2; 1;2) signifie que le premier objet est rangé dans le
tiroir 2, le deuxieéme objet dans le tiroir 1 et le troisieme objet dans le tiroir 2.

(a) Combien de rangements différents peut-on effectuer ?

(b) Combien de rangements laissant le tiroir 1 vide peut-on effectuer ?

(c) Pour k € {1;2;3} on note X, la variable aléatoire qui vaut 1 si le tiroir k est vide et O sinon. Quelle
estlaloi de X7 ?

(d) On considere la variable aléatoire X = X; + X2 + X3. Que vaut E[X] ? Interpréter ce résultat
dans le contexte de 1’exercice.

Partie B : Cas général

On dispose désormais de n objets que I’on répartit uniformément au hasard et de maniere indépendante dans
les n tiroirs.

1. Pour k € {1;2;...;n} onnote Y}, la variable aléatoire qui vaut 1 si le tiroir k est vide et O sinon. Montrer

— 1"
que I’espérance de Y] vaut u

n
2. En déduire le nombre moyen de tiroirs vides a 1’issue de cette expérience.

Loi des grands nombres

» Exercice 403 — Voir le corrigé.

Soit X une variable aléatoire d’espérance 4 et de variance 2. On considére un échantillon (X7, ..., X1gp) de
1

variables aléatoires indépendantes de méme loi que X et on note M,, = — (X7 + Xo + ... + X,,).
n

1. Donner I’espérance et la variance de M,
2. Pour quelle valeur de n la variance de M,, est-elle inférieure 2 10™4 ?

» Exercice 404 — Voir le corrigé.
Soit X une variable aléatoire d’espérance 4 et de Variance 1.

1. Traduire I’inégalité | X — 4| > 2 en terme d’intervalle.
2. Donner une minoration de P(|X — E(X)| €]2;6]).

» Exercice 405 — Voir le corrigé.

En 2018, le trafic moyen quotidien de véhicules sur le réseau autoroutier s’élevait a 24000 voitures, avec une
variance de 6000. Majorer la probabilité que I’écart entre le nombre de véhicules en circulation lors d’une
journée prise au hasard et la moyenne de véhicules recensés soit supérieure ou égal a 1000, puis a 100.
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» Exercice 406 — Voir le corrigé.
On jette 3600 fois un dé équilibré a 6 faces, numérotées de 1 a 6. On note X la variable aléatoire qui compte le
nombre de 1 obtenus.

1. Quelle est la loi de X ? Quelle est son espérance ? sa variance ?
2. Minorer la probabilité que le nombre d’apparitions du numéro 1 soit compris entre 480 et 720.

» Exercice 407 — Voir le corrigé.

Soit X une variable aléatoire d’espérance 5 et de variance 2. On considere un échantillon (X1, ..., Xigp) de
. T A . 1
variables aléatoires indépendantes de méme loi que X et on note M,, = —(X; + Xo + ... + X,,).
n

1. Soit § un réel strictement positif et n un entier naturel non nul.
Ecrire I’inégalité de concentration pour M,
2. En déduire I’entier n a partir duquel on a P(|M,, — 5| > 0.05) < 0.01

» Exercice 408 — Voir le corrigé.

Une compagnie aérienne exploite un avion ayant une capacité de 200 places. Pour ce vol, une analyse a
montré que chaque passager a une probabilité p = 0.8 de se présenter a I’embarquement. On suppose que les
présences individuelles des passagers a I’embarquement sont indépendantes. La compagnie souhaite vendre
davantage de billets que de places disponibles tout en limitant le risque de voir trop de personnes se présenter a
I’embarquement.

Soit n un entier strictement supérieur a 200, correspondant au nombre de billets vendus. On note S;, le nombre
de personnes se présentant a I’embarquement.

1. Quelle est la loi de S, ? Que valent son espérance et sa variance ?
2. On suppose que n < 250.
(a) Justifier que si S,, > 200, alors |.S,, — Olgn] > 200 — 0.8n.
(1 n
(b) En déduire que P(S,, > 200) < (200 — 0.8 )2
(c) Combien de billets la compagnie peut-elle vendre tout en ayant une probabilité inférieure a 5% que
plus de 200 clients se présentent a I’embarquement ?

» Exercice 409 — Voir le corrigé.
Un joueur joue a la roulette en misant a chaque fois un euro sur une couleur (rouge ou noir). A chaque partie,
il récupere sa mise et gagne un euro avec probabilité 37 Sinon, il perd sa mise. Pour tout entier naturel n, on

note X, son gain apres n parties et Y, le nombre de parties gagnés parmi les n premiéres parties.

1. Quelle est la loi de Y, ? Que vaut son espérance et sa variance ?

2. Exprimer X, en fonction de Y,, puis donner son espérance et sa variance.

3. ATaide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, déterminer un entier n a partir duquel la probabilité que
le joueur ait perdu de 1’argent apres n parties soit supérieure ou égale a 0.95.
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3. Corrigés

Opérations sur les variables aléatoires

» Correction 389 — Voir I’éngncé.
La probabilité manquante est 10" On a alors les tableaux suivants pour les lois de Y et Z.

k —111 4 6 k -5 -1 5 9
1 2 1 3 1 2 1 3
PV=h1| 5 |51 |10 PZ=F135 1510|110

» Correction 390 — Voir I’énoncé.
X suit une loi de Bernoulli de parametre 0.115. Par ailleurs,ona Y = 65 — 399.X.

» Correction 391 — Voir I’énoncé.
Les présences des passagers étant indépendantes, X suit une loi binomiale de parametres 206 et 0.95.

D’apres la calculatrice, P(X < 200) ~ 0.948. Il y a donc environ 5.2% de chances que trop de passagers se
présentent a I’embarquement.

OnaP(Y =6)=1— (B(Y =0) +--- +P(Y =5)) = 0.00003

En vendant 206 billets, la compagnie encaisse 206 x 250 = 51500 euros. Seulement, elle doit rembourser 850
euros par client ne pouvant embarquer (représenté par la variable Y'). Ainsi, C' = 51500 — 850Y".

k 51500 50650 49800 48950 48100 47250 | 46400
P(C =k) | 0.94775 | 0.03063 | 0.01441 | 0.00539 | 0.00151 | 0.00028

On a alors E[C] ~ 51429. Si la compagnie avait vendu seulement 200 billets, son chiffre d’affaires aurait été
de 50000 euros, le surbooking lui est donc avantageux.

» Correction 392 — Voir I’énoncé.
On complete les tableaux donnant les lois de X et Y en faisant en sorte que la somme des probabilités vaille 1.

k 13| 4 k 1213
et

1115 13

P(X=k) |- |>|-—= PY=k) |=|=]|2%

XK=k 131110 Y=k 15155

k 26| 8
1115

P(X=k) |- |=>|-—=
(X =F) 412
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L’événement X + Y = 5 est réalisé lorsque (X = 3NY = 2)ou (X =4NY = 1). Ces variables étant
indépendantes, on a donc :

1 1 9 1 4

Le tableau résumant la loi de la variable aléatoire W = X + Y est le suivant

k -3 |-1]1 3 5 | 6] 7 8 | 10

Pa—g) | L | L[ 1|3 [1]1)1 )11
B 5 115 115120120420 12| 12

» Correction 393 — Voir I’énoncé.
Laloide X + Y est la suivante

k 3 | 416 7|8

[ =

1 1
PX+Y =k |55 1516|1216

Le cas le plus compliqué ici est X + Y = 7 puisqu’il y a deux cas a étudier.
PX+Y=7=PX=2NnY =5)+P(X=3NY =4)

X et Y étant indépendantes, on a alors

1 1 2 1
PX+Y=7)=PX =2)P(Y = PIX=3PY=4)=-X—-+-X-=—
(X+Y =T)=B(X =2)P(Y =5)+ P(X = 3)P(Y =4) =5 x 5 + 5 X 5 = 1>
Laloide 2X + 3Y est la suivante
k 71911618 19 | 21
1 1 1 1 1
PIX+Y =k — == =] =1 =
(X + ) 12 1 6| 6 31121 6
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Espérance et variance d’une somme de variables

» Correction 394 — Voir I’énoncé.

1 2 8 1 1 1 7
OnaE[X]—QX§+3X§—§etE[Y]—1X1+4X§+5X1—§
o 8 7 37
Ainsi, E[3X + 2] =3E[X]+2=10,E[X + Y| = E[X|+ E[Y] = 3 5= e
4 1
E[5X — 2Y] = 5E[X] — 2B[Y] = 30_ :Eg‘

» Correction 395 — Voir I’énoncé.
OnaE(Z;) =2E(X)+3E(Y) =2x3+43x (—5) = —9. De plus, les variables X et Y étant indépendantes,
Var(Z1) =Var(2X) 4+ Var(3Y) =4Var(X) + 9Var(Y) =4 x 14+ 9 x 2 = 22.

)
OnaE(Z;) =4E(X) —2E(Y) = 4 x 3 —2 x (—5) = 22. De plus, les variables X et Y étant indépendantes,
Var(Zz) = Var(4X) + Var(—-2Y) =16Var(X) +4Var(Y) =16 x 1 +4 x 2 = 24.

OnalE(Zs) =3E(Y) —2E(X)+ 7 =3 x (—=5) —2 x 3+ 7 = —14. De plus, les variables X et Y étant
indépendantes, et 7 étant un réel, Var(Z3) = Var(3Y)+Var(—2X)+Var(7) = 9Var(Y)+4Var(X)+0 =
Ix24+4x1=22.

» Correction ]359%— V%lr)l(enoncé. Var(X 0 Var(X
onagly] — EX)—FIX ar(X) +0 _ Var(X)

Y) = = =1Y S éduite.
(%) =0etVar(Y) 7(X)? Var(X) est centrée et réduite

» Correction 397 — Voir ’énoncé.
X suit une loi binomiale de parametres n = 3 et p = 0.5. Le tableau résumant la loi de X est le suivant :

ol — O

ol ey —
ool W DN
ool — w

1 1 1 1
Y est une variable aléatoire de Bernoulli, de parametre 3 + ST L’espérance de Y vaut 1
Onaalors Z =7Y —2: SiY vaut 0, on perd deux euros. Sinon, on en remporte 5.

7 1
Ainsi, E(Z) =TE(Y) —2 = i 2= T L’espérance est négative, ce jeu est donc au désavantage du joueur.

» Correction 398 — Voir I’énoncé. )
On note X le nombre de jetons gagnants tirés. X suit une loi binomiale de parametres 2 et 1o L’espérance de

1
X vaut2 x — =0.2
10

On note Y le gain algébrique d’un joueur. Si X représente le nombre de jetons gagnants tirés, le gain est de
20X. La participation au jeu étant de 10 euros, le gain Y vaut Y = 20X — 10.
On adonc E(X) = 20E(X) — 10 = 20 x 0.2 — 10 = —6. Le jeu est au désavantage du joueur.

» Correction 399 — Voir I’énoncé.

1 1
OnaE[X]:Qxé—i—le—i—(—l)x

varn =3 (2 () + 1 (1 () + 5 (- () = S =00

— L
8

ool Ut
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1 1
Par ailleurs, E[Y] = 1 x 5 +2x 8 + (—2) x

1 1\2 1 1\? 1 1\2 89
va) =3 (1-5) +5(2-5) +5(2-5) ~ =2

La variable X correspond au jeu proposé ici. L’espérance est négative : le jeu est désavantageux pour le joueur

Pour la loi de Y : Dans une urne sont placées six boules. Une participation cofite deux euros. Deux boules sont
perdantes, 3 rapportent 3 euros et 1 rapporte 4 euros.

1 1 1
OnaZ =2X +3Y etdonc E(Z) = 2E(X) +3E(Y) = -2 x 3 + 3 x 6= 1 > 0. Le jeu est avantageux
pour le joueur.

» Correction 400 — Voir I’énoncé. )
D’une part, Var(X) = (1 — p)E(X). Ainsi, p = 3 Par ailleurs, E(X) = np = 6 d’oun = 18.

» Correction 401 — Voir I’énoncé.
OnaE(X)=10x03=3,Var(X)=10x03x (1 —-0.3) =2.1eto(X) = v2.1 =~ 1.449 puis
E(Y)=8x02=1.6,Var(Y)=8x0.2x (1-0.2)=1.28eto(X) =+1.28 ~ 1.131.

Par ailleurs, E(Z) = 2E(X) —3E(Y) = 2 x 3 —3 x 1.6 = 1.2. De plus, X et Y étant indépendantes, on a
Var(Z) =Var(2X)+ Var(=3Y) =4Var(X) +9War(Y) =19.92et 0(Z) = v/19.92 ~ 4.463

» Correction 402 — Voir I’énoncé.
Partie A : Etude de cas particuliers

1. (a) Laloide X est la suivante
k 0 1
I I
P(X =k) - 5

2
La probabilité d’avoir un tiroir vide correspond au cas ou les deux objets sont rangés dans le tiroir

1 (probabilité E X E = i) ou dans le tiroir 2 (mé&me probabilité), soit une probabilité total de %
La probabilité qu’il y ait un tiroir vide s’obtient par complément a 1.
®) E[X]:%XO—l—%xl:%
2. (a) On peut effectuer 3 x 3 x 3 = 27 rangements différents.
(b) Sile tiroir 1 n’est pas utilisé, on peut effectuer 2 x 2 x 2 = 8 rangements différents.
(c) Xj suit une loi de Bernoulli de parametre —
(d) On consideére la variable aléatoire X = X7 + X5+ X3. X donne le nombre de tiroirs vides a I’issue

8 8
de I’expérience. E[X]| = E[X ] + E[X3] + E[X3] = 3 x 7= 9 Si I’on fait un grand nombre de

fois cette expérience, la moyenne de tiroirs vide se rapprochera de 9

Partie B : Cas général
1. 11y an™ rangements dans les tiroirs possibles et (n — 1)" rangements dans les tiroirs qui laissent le tiroir

_1\n
1 vide. Ainsi, P(Y; = 1) = M Puisque Y7 est une variable de Bernoulli, c’est également son
n

espérance.

2. Le nombre moyen de tiroirs vides est ’espérance de Y = Y; + Y5 + ... + Y. Les Y} ont tous pour

— 1) — 1) — 1"
espérance u Ainsi, E(X) =n x (n—1) = (n 1)
nm nmn nn—

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

400

Loi des grands nombres

» Correction 403 — Voir I’énoncé.
L’espérance de M,, vaut 4 et sa variance —. La variance de M,, est inférieure 2 10~* dés que n > 2 x 10*
n

» Correction 404 — Voir I’énoncé.
Ona|X — 4| > 2siet seulement si X €]2;6].

D’apres I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, P(| X —E(X)| >2) < —— = 1
3
Ainsi, P(|X — E(X)| €]2;6]) > T

» Correction 405 — Voir I’énoncé.

Notons X la variable aléatoire qui donne le nombre de véhicules en circulation lors d’une journée prise au
hasard. D’apres ’énoncé, on a donc E(X) = 24000 et Var(X) = 6000. D’apres I'inégalité de Bienaymé-
Tchebycheyv, la probabilité que 1’écart entre le nombre de véhicules en circulation lors d’une journée prise au
hasard et la moyenne de véhicules recensés soit supérieure ou égal a 1000 peut étre majorée comme suit :

Var(X)
P(|X —E(X)| > 1000) < ——— = 0.006
De la méme maniere,
Var(X)
P(|X —E(X)| >1 < —==0.

» Correction 406 — Voir I’énoncé. )
X suit une loi binomiale de parametres 3600 et —.

1 1 5
Ainsi, E[X] = 3600 x 6= 600 et Var(X) = 3600 x 5 X 6= 500.
Par ailleurs, X €]480; 720[ correspond & X — 600 €] — 120; 120[ ¢’est-a-dire | X — 600| < 120.

500
D’apres I’inégalité de Bienaymé-Techebychev, P(| X — E[X]| > 120) < 1202 = 0.035.
Ainsi, P(|X — E[X]| < 120) > 1 — 0.035 = 0.965.
» Correction 407 — Voir I’énoncé.
N . Yy Var(X) 2
L’inégalité de concentration pour M, s’écrit P(|M,, — E(X;)| > 0) < 52 o
n n

En prenant § = 0.05, on obtient P(|M,, — 5| > 0.05) , qui est inférieur a 0.01 lorsque n > 80000.

2
< -
0.0025n
» Correction 408 — Voir I’énoncé.
Sy, suit une loi binomiale de parametres n et 0.8. Ainsi, E[S,] = 0.8n et Var(S,) = 0.16n.

Si S, > 200, alors S;, — 0.8n > 200 — 0.8n. Puisque n < 250, alors 200 — 0.8n > 0 et donc, par croissance
de la fonction valeur absolue sur R, |.S,, — 0.8n| > 200 — 0.8n.

Ainsi, P(S,, > 200) < P(]S, — 0.8n| > 200 — 0.8n). Or, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

6
P(]S, — 0.8n| > 200 — 0.8n) < m, d’ou le résultat voulu.
0.16n . . 9 N o
Ona — = < 0.05 si et seulement si 0.032n* — 16.16n + 2000 > 0. Il s’agit d’un polyndéme du
(200 — 0.8n)?

second degré dont les racines valent environ 217.06 et 287.94. En particulier, si n < 250, cette quantité est
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positive pour n < 217. La compagnie peut vendre 217 billets : elle aura alors moins de 5% de chance que plus
de 200 clients se présentent a I’embarquement.

» Correction 409 — Voir I’énoncé.
306mn

1369

. . . . 8 3 18n .
Y, suit une loi binomiale de parametres n et 37 Son espérance vaut KT et sa variance

On apar ailleurs X,, =Y, x 1 + (n - Y,,) x (—1) = 2Y,, — n.

. n 1224n
Ainsi, E[X,] = 2F[X,] —n = ~37 et Var(X,) =4Var(Y,) = 1360 "
. n n n n
On cherche alors P(X,, < 0). Or,ns1 Xnn> 0, alors X,, + 37 > 37 et donc ’Xn + ﬁ‘ > 37
Ainsi, P(X,, > gP()X 7’ > f).
insi, P(X,, > 0) n+ 37| Z 37
n n 1224n 1994
Or, d’apres I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, P (‘Xn + —‘ > —) < 1329 = —
37 37 :% n
1224 1224
Ainsi, en utilisant le complémentaire, P(X,, < 0) > 1 — ——. Or, 1 — —— > 0.95 si et seulement si
n n
> 1224 22480
"2 005 ‘

Un joueur qui fait 22480 parties a plus de 95% de chances de perdre de 1’argent a I’issue de ces parties.

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

	Part I — Suites et récurrence
	1 Cours : Suites et récurrence
	1 Démonstration par récurrence
	2 Suites majorées, minorées, bornées
	3 Suites croissantes, suites décroissantes

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part II — Limites de suite
	1 Cours : Limites de suite
	1 Limite d'une suite
	2 Opérations sur les limites
	3 Formes indéterminées

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part III — Comparaisons des limites
	1 Cours : Comparaisons des limites
	1 Théorèmes de comparaison et d'encadrement
	2 Suites géométriques
	3 Convergence des suites monotones

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part IV — Compléments sur la dérivation
	1 Cours : Compléments sur la dérivation
	1 Rappels sur la dérivation
	2 Dérivée seconde
	3 Composition de fonctions

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part V — Limites de fonction
	1 Cours : Limites de fonction
	1 Limite en l'infini
	2 Limite en un point
	3 Opérations sur les limites
	4 Comparaison de limite
	5 Croissances comparées
	6 Approfondissement : Asymptotes obliques

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part VI — Continuité
	1 Cours : Continuité
	1 Continuité d'une fonction réelle
	2 Suites et fonction continue
	3 Théorème des valeurs intermédiaires

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part VII — Logarithme népérien
	1 Cours : Logarithme népérien
	1 Logarithme népérien
	2 Propriétés algébriques
	3 Fonction logarithme népérien

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part VIII — Convexité
	1 Cours : Convexité
	1 Convexité, concavité
	2 Fonctions dérivables
	3 Inégalités de convexité

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part IX — Primitives et équations différentielles
	1 Cours : Primitives et équations différentielles
	1 Notion d'équation différentielle
	2 Primitive d'une fonction continue
	3 Equation différentielle du premier ordre

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part X — Calcul intégral
	1 Cours : Calcul intégral
	1 Intégrale d'une fonction continue positive
	2 Intégrale et primitives
	3 Intégration par parties

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part XI — Fonctions trigonométrique
	1 Cours : Fonctions trigonométriques
	1 Rappels
	2 Fonctions trigonométriques

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part XII — Géométrie dans l'espace
	1 Géométrie dans l'espace
	1 Vecteurs de l'espace
	2 Droites et plans de l'espace
	3 Repère de l'espace
	4 Représentation paramétrique de droite

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part XIII — Orthogonalité dans l'espace
	1 Cours : Orthogonalité dans l'espace
	1 Produit scalaire de deux vecteurs
	2 Base orthonormée
	3 Orthogonalité
	4 Equation cartésienne d'un plan
	5 Projeté orthogonal

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part XIV — Rappels de probabilité
	1 Cours : Rappels de probabilité
	1 Probabilité conditionnelle
	2 Variable aléatoire réelle

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part XV — Combinatoire et dénombrement
	1 Cours : Combinatoire et dénombrement
	1 Cardinal d'ensembles
	2 Arrangements et permutations
	3 Combinaisons d'un ensemble fini

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part XVI — Loi binomiale
	1 Cours : Loi binomiale
	1 Succession d'épreuves indépendantes
	2 Epreuve de Bernoulli
	3 Loi binomiale

	2 Exercices
	3 Corrigés

	Part XVII — Loi des grands nombres
	1 Cours : Loi des grands nombres
	1 Opérations sur les variables aléatoires
	2 Espérance et variance d'une somme de variables
	3 Concentration et loi des grand nombres

	2 Exercices
	3 Corrigés


