1.1

1. Cours : Limites de suite

T ’ .
Limite d’une suite
Limite infinie
Définition 1 — Limite infinie : Soit (u,) une suite réelle.
* On dit que u, tend vers +oo lorsque n tend vers +-co si, pour tout réel A, I’intervalle [A;+oo] contient
tous les termes de la suite (u,) & partir d’un certain rang. Autrement dit, il existe un entier naturel N
tel que, pour tout entier n > N, on a u,, > A. On note alors lirE Uy = oo,
n—s—too
* On dit que u, tend vers —oo lorsque n tend vers +oo si, pour tout réel A, I’intervalle | — oo; A[ contient

tous les termes de la suite (u,) & partir d’un certain rang. Autrement dit, il existe un entier naturel N

tel que, pour tout entier n > N, on a u,, < A. On note alors lil’_’I_l U, = —oo,
n——oo

La premiere définition traduit le fait que la suite dépasse n’importe quel seuil donné sans jamais repasser en
dessous par la suite. Attention, cela ne signifie pas que les termes de la suite sont de plus en plus grands ; une
suite qui tend vers +oo n’est pas nécessairement croissante.

Ilustration : On a représenté graphiquement une certaine suite (u,) ci-dessous. On se fixe un seuil A = 6.

On remarque que u1> > 6. Cependant, certains des termes suivants sont inférieurs a 6 : pour qu’une suite tende
vers +oo, il faut que tous les termes a partir d’un certain rang soient au-dessus du seuil A, et ce, peu importe le
seuil A. On voit ainsi que, pour tout n > 22, il semblerait qu’on ait bien u, > 6.

Le raisonnement que nous venons de tenir pour A = 6 tient pour toutes les valeurs de A, aussi grandes soient-
elles : la suite (u,) tend vers +-oo.

Naturellement, plus la valeur de A est grande, plus la valeur a partir de laquelle tous les termes de la suite sont
tous plus grands que A sera lointaine.

Il faut par ailleurs remarquer et insister lourdement sur le fait qu’une suite qui tend vers +oo n’est pas forcément
croissante. Cette suite ici représentée en est un exemple. Il est également faux de dire qu’une suite qui est
strictement croissante tend forcément vers +oco.
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2 1. Cours : Limites de suite

= Exemple 1 : Pour tout 1, on pose u, = n’. u, tend vers +oo lorsque n tend vers +-oo.
En effet, fixons un réel A.

* Si A <0, alors pour tout entier naturel n, on aura u,, > A.
. . L, . . N 2 . .
* Si A > 0, alors pour tout entier n supérieur ou égal a VA, onan®> VA, par croissance de la fonction
x + x> sur R+. Ceci revient a dire que u,, > A.

Dans tous les cas, a partir d’un certain rang, tous les termes de la suite (u,) sont au-dessus de A, peu importe
le réel A choisi : la suite (u,) tend donc vers +-co. "

Il y a une différence entre une suite qui tend vers +oo et une suite non majorée. : évidemment, toute suite qui
tend vers +oo n’est pas majorée, puisque pour tout réel A, il y a des termes de la suite supérieurs a A.

La réciproque est en revanche fausse sans davantage d’hypothese sur la suite. Considérons par exemple la suite
(u,) définie pour tout entier naturel n par u, = (1+ (—1)")n. La suite (u,) n’est pas majorée : elle a des termes
arbitrairement grands. Cependant, elle ne tend pas non plus vers +eo puisqu’un terme sur deux de cette suite
vaut 0. Elle ne reste donc pas supérieure a n’importe quel réel donné a partir d’un certain rang (elle est en
particulier en dessous de 1 tous les termes impairs).

Limite finie : suite convergente
Définition 2 : Soit (u,) une suite réelle et £ un réel.

On dit que u, tend vers £ lorsque n tend vers +oo si, pour tout € > 0, 'intervalle |¢ — €, ¢ + €[ contient tous
les termes de la suite (u,) a partir d’un certain rang.

Autrement dit, pour tout € > 0, il existe un entier N tel que, dés que n > N, on a |u, — (| < €.
Ilustration : On a représenté graphiquement une certaine suite (u,) ci-dessous.

X
un

™

€ bommim mm i mm X e === X T 7 T X")‘('-";(‘-‘X- =% "&"‘X"‘% "( £
o X

X

N

La suite (u,) semble tendre vers 2. Par exemple, pour € = 0,4, tous les termes de la suite sont dans I’intervalle
12—¢€;2+ €], soit ]1,6; 2,4] a partir du rang 7. Ce raisonnement vaut pour n’importe quel &, aussi petit soit-il.

Propriété 1 : Soit (u,) une suite réelle, ¢ et £’ deux réels. Si u, tend vers £ et u, tend vers ¢’ lorsque n tend
vers +oo, alors £ = ¢'.

L’idée de la démonstration suivante est assez simple : elle consiste 2 montrer I’impossibilité d’&tre a la fois tres

proche de ¢ et de ¢ si ces deux valeurs sont différentes. Pour cela, on va trouver une valeur de € pour lesquels

les intervalles |¢ — e, ¢+ €[ et |¢' — ,¢' + g[ sont disjoints, ce qui contredira le fait que ces deux intervalles

doivent tous deux contenir tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

U +¢
0 —¢
{+¢€
{—¢

.-__-----@--___-_-_-_-_-__--_-_-_-___-_-_-_-___‘____{ﬂ

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

1 Limite d’une suite 3

Démonstration 1 : Supposons que ¢ # ¢/, par exemple que ¢ > ¢'. Soit € un réel strictement positif.

* Puisque u, tend vers ¢ en +oo, I'intervalle |¢ — €, ¢ + €[ contient tous les termes de la suite a partir d’un
certain rang N. En particulier, a partir d’un certain rang N, tous les termes de la suite sont strictement
supérieurs a £ — €

* Puisque u, tend vers ¢’ en +oo, I'intervalle |¢' — &, ¢’ + €[ contient tous les termes de la suite & partir d’un
certain rang. En particulier, a partir d’un certain rang N’, tous les termes de la suite sont strictement
inférieurs a ¢/ + €

Ainsi, a partir de la plus grande valeur entre N et N’, les termes de la suite sont a la fois strictement supérieurs a

¢ — ¢ et strictement inférieurs a ¢’ + €. Autrement dit, pour tout entier n > max(N,N'),ona l — & < u, < {' +¢€.
_p

Puisque cela vaut pour n’importe quelle valeur de &, cela reste vrai en prenant par exemple € = (ce réel
est bien strictement positif puisque £ > ¢').
o o / N
Ainsi, pour tout entier n > max(N,N’), on a £ — 5 << U+ et donc <up < et en
I 2 A A A . .. . ! g <
particulier < ——. C’est impossible : notre supposition de départ, qui était que ¢ # ¢’ était donc erroné.

Par conséquent, ona / = /',

Le raisonnement que nous venons d’appliquer, qui consiste, en supposant une proposition vraie, a aboutir a une
conclusion fausse et a en déduire que la proposition de départ devait donc également &tre fausse s’appelle le
raisonnement par I’absurde. &)

Cette propriété nous permet de définir sans ambiguité la notion de limite d’une suite.

Définition 3 — Limite finie, suite convergente : Soit (u,) une suite réelle et £ un réel.

Si u, tend vers ¢ lorsque n tend vers oo, on dit que ¢ est LA limite de la suite (u,) lorsque n tend vers +oo.

On note alors lim u, = /.
n——+eo

Une suite qui admet une limite finie est dite convergente.

Dans le cas contraire, on parle de suite divergente : cela regroupe les suites qui ont une limite infinie mais
aussi les suites qui n’admettent pas de limite.

. 2n+1
= Exemple 2 : Pour tout entier naturel #, on pose u, = ——.
4n+5 .
Pour se faire une idée de la limite, il est possible de calculer quelques termes de la suite. Ainsi, uy = 3
21 1
up = 15 ~(0.467, ujp0 = 105 ~(0.496... Il semble que la suite soit convergente et que sa limite vaille X

Pour le prouver formellement, repassons pas la définition : pour n’importe quel € > 0, il faut trouver un rang

N a partir duquel, pour tout n > N, on ait u, € } 3 g; 3 +e€|.

Soitn € N,

1 2n+1 1 4n—+2 4dn+5 -3
Up— = = == =

2 4n+5 2 2(4n+5) 2(4n+5) 2(4n+5)
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4 1. Cours : Limites de suite

Cette quantité est négative. On a alors

3
””_2'_2(4n+5)

Fixons alors € > 0. Ainsi,

1<s<:> <es <28<:>4 +5>3<:> >3 >
Up — — T E—— — n —sn> ———
) 2(4n+5) 4n+5 " 3 2¢ 8¢ 4
. N 3 1 1 . .
Ainsi, pour tout € > 0, des que n > g—z,onaune 5—8;5—}-8 . La suite (u,) est bien convergente et

.. 1
sa limite vaut >

3 5
Par exemple, si € = 0.001, on a 3% 1 = 374.99.

Ainsi, pour tout entier n > 375, on a 0.499 < u,, < 0.501. n

Nous verrons tres bientot des résultats qui nous permettront de passer outre cet aspect formel. Méme si une telle
démonstration de la convergence d’une suite n’est que rarement demandée en classe de terminale, comprendre
les bases de ce raisonnement constituera un avantage certain dans les études supérieures.

Propriété 2 : Si une suite est convergente, elle est bornée. Par contraposée, si une suite n’est pas bornée,
elle ne peut étre convergente.

La réciproque est fausse : toute suite bornée n’est pas convergente.

Par exemple, pour tout n, prenons u, = (—1)". La suite (u,) est bornée puisque, pour tout n, —1 < u, < 1. En
revanche, elle n’est pas convergente : ses termes de rangs pairs valent tous 1 et ses termes de rangs impairs
valent tous — 1. Une limite étant unique, la suite (u,) ne peut étre convergente.

1.3 Limites de suites usuelles
Propriété 3 : Les limites suivantes sont a connaitre.

. . 1
Iim n =+ lim n? = +o Iim - =0
n——+oo n—r—+oo n—+on

. _ ) 1
Plus généralement, pour tout entier naturel non nul @, lim n% = +eet lim — =0.

n—s—+oo n——eo p&
lim /n = +oo lim e" = 4o lim e " =0
n— oo n—r+oo n—r—+oo

Les suites (cos(n)), (sin(n)) et ((—1)") n’admettent quant a elles pas de limite lorsque n tend vers +oo.
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Opérations sur les limites

Limite de la somme
Propriété 4 : On considere deux suites réelles (u,) et (v,) et deux réels ¢; et £>.

lim U 61 £1 €1 —+o0 —o0 +oo

n——+oo

lim v, 0 +o0 —oo +oo —o0 — 0

n—y—+oo

liIJIrl (n+vn) | &1+ o0 —oo +o0 —o0 Indéterminé
n—y—+oo

Démonstration 2 : Bien qu’elles ne soient pas explicitement au programme, les démonstrations de ces résul-
tats permettent de manipuler et comprendre les définitions des différentes limites de suite.

On s’intéresse ici au cas o lim u, = +oo et lim v, = +oo. Les autres démonstrations pourront étre traitées
n—y oo n——-o0

en guise d’exercice.

Soit donc A un réel.

n—r—+oo

e Puisque lim u, = +oo, il existe un entier naturel N; tel que, pour tout entier n > N, on a u,, > A.
* Puisque liIJIrl v, = +oo, il existe un entier naturel N, tel que, pour tout entier n > No, on a u,, > 0.
n——+oo

Posons alors N = max(N;,N;). Alors, pour tout entier naturel n > N, on a u, +v, > A+ 0 et donc u,, +v, > A.
Ainsi, on a montré que hrE (Up +vy) = +o0 -
n—y oo

= Exemple 3 : Pour tout entier naturel n, on pose u,, = nf4e"—4,

On sait que lim n® = +oo, lim e " =0et lim (—4) = —4. Ainsi, lim u, = +oo. .
n—+oo n——+-oo n—r—+oo n——+oo
Les casou lim u, = +ooet lirE v, = —oo n’obéissent a aucune regle précise : il faut les traiter séparément.
n—s+-o0 n—eo

Nl

L’expression "Forme indéterminée" ne signifie pas qu’il est impossible de déterminer une éventuelle limite :
il précise simplement qu’il nous est impossible d’appliquer directement les régles de calcul sur les limites de
suite.

La limite de la somme peut alors aussi bien étre 0, 1, o0, —co ou peut méme ne pas exister du tout !

= Exemple 4 : Pour tout entier naturel n, on pose u, =n, v, =1 —netw, = n*+n.

On a alors lim u, = 4o et lim v, = —oco. Il n’est pas possible de conclure sur I’éventuelle limite de la
n—y—+-o0 n—y—+-o0
suite (u, + v,) avec ces seules informations.

Or, pour tout entier naturel n, u, + v, = 1 et on en déduit que lirﬂ (up+vn) = 1.
n——oo

Par ailleurs, liIE Wy = +oo et lirJrrl v, = —oo. La encore, il n’est pas possible de conclure sur 1’éventuelle
n—s—+oo n—r—+oo
limite de la suite (v, +w,) avec ces seules informations.

Or, pour tout entier naturel n, v, +w, = n>+ 1. Ainsi, liT (Vn+wp) = +oo.
n—s—+oo

Nous avons la deux exemples ot la somme de limites "oco — co" produit des résultats totalement différents. m
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6 1. Cours : Limites de suite

2.2 Limite du produit

Propriété 5 : On considere deux suites réelles (u,) et (v,) et deux réels ¢; et (5.

lim Uy 61 E] 7'é 0 0 0

n—+oo

lim Vi £2 (oS} oo (=)

n—+oo

lim (u,v,) | 4162 oo (I.8.) oo (I.8.) Indéterminé
n——+o

r.s. : Regle des signes

3
= Exemple 5 : Pour tout entier naturel non nul n, on pose u, = ( — 4) x (n%+24/n).
n

e lim §:Odonc lim (3—4>——4.

n—+oo p n—+oo \ N

e lim n* = 4ooet lim \/n= foo. Ainsi, lim (n* +v/n) = 4-oo.
n—y—+too

n——-oo n—r—+oo

* Finalement, d’apres les reégles de calcul de limite d’un produit, liIE Uy = —oo,
n—

oo

. 2
= Exemple 6 : Pour tout entier naturel non nul n, on pose u, = —, v, =netw, = n’.
n

* Ona lirJrrl u, =0, liT v, = +oo. Par ailleurs, pour tout entier naturel non nul n, u, v, = 2. Ainsi,
n——+oo n——+oo

nng(un V) = 2.

* Ona lir}rl u, =0, lim w, = +4oo. Par ailleurs, pour tout entier naturel non nul »n, u, w, = 2n. Ainsi,
n— oo n— oo

lim (u,vy) = +oo.
n—+-o0

On voit sur cet exemple que le produit d’une limite infinie et d’une limite qui vaut O peut aboutir a plusieurs
résultats différents. "

2.3 Limite du quotient
Définition 4 : Soit (u,) une suite réelle et a un réel.

e Onnote lim u, =a" siu, tend vers a lorsque n tend vers +oo ET s’il existe un entier N tel que, pour
n——+oo

tout entier naturel n supérieur a N, on a u,, > a.

¢ On note lirf u, =a siu,tend vers a lorsque n tend vers 4o ET s’il existe un entier N tel que, pour
n—s—-o0

tout entier naturel n supérieur a N, on a u, < a.

1 1
= Exemple 7 : On sait que lirE (1 = ) = 1. Or, pour tout entier naturel non nul n, 1 — — < 1. On pourra
n— oo n n

1
alors écrire lim (1 — 7) =i, n

n—+-oo n

Cette petite subtilité nous est notamment utile lorsque 1’on étudie la limite de quotients dans certains cas...
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3.1

3 Formes indéterminées 7

Propriété 6 : On considere deux suites réelles (u,) et (v,) telles que (v,) ne s’annule pas a partir d’un
certain rang. On considere deux réels /; et [, avec I # 0.

lim Up (1 g] 51 7'5 0 oo 0 o
n—+oo

lim v, 0 #0 oo 0t ou0~ 5, 0" ou0~ 0 oo
n—+oo 7

lim <u"> -1 0 oo (I.8.) oo (I.S.) Indéterminé
n—+eo \ 1, 15

r.s. : Regle des signes

1+2
m Exemple 8 : Pour tout entier naturel non nul n on pose u, = 3 L.
n
. 2 . Lo
Ona lim (14— )=1et lim (3+n)=+co. Ainsi, lim u,=0. n
n=s oo n n—+oo n—yo0
. 1—n
= Exemple 9 : Pour tout entier naturel non nul n on pose u, = T
e_ —
n
1
Ona lim (1 —n)=—cet lim (e” + > = 0. Par ailleurs, pour tout entier naturel non nul n, e™" + % >0.
n—r—+oo n—r+-oo n
1
On a en fait lim (e_” + 7> =07
n——+oo n
Ainsi, liIJIrl u, = —oo (ne pas oublier d’appliquer la regle des signes !). "
n——+oo

Formes indéterminées

Factorisation par le terme dominant

= Exemple 10 : Pour tout entier naturel 7, on pose u, = 4n”> 4+ 2n+3 et v, = 3n>+Tn— 1.

N A4 g 5 Un . R ..
On cherche a déterminer lim —. Or, en utilisant les regles sur les calculs de limites, on trouve que
n—+oco yy,

oo
lim u, = 4o et lim v, = +oo. On se retrouve dans le cas "—".
n—r+o0 n—y—+oo ©o

Il est toutefois possible de factoriser u, et v, par leur terme de plus haut degré (ici, n> dans les deux cas).
Pour tout entier non nul 7, on a donc

2 3 2 3
2 Z4 =
un74n2—|—2n+3in <4+n+n2> 74+£+;
v,  3n? 1 7 1\ . 7 1°
Ve 3n24Tn—1 n2<3+—2) 341
n n n

2 3 7 1
Or, lim <4+7+—2>:4et lim (3+7—7>:3‘
n—r—+oo n n
4
Ainsi, lim 2% =2 .
n—teoy, 3
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8 1. Cours : Limites de suite

Il est a noter qu’avant de se lancer dans la factorisation par le terme dominant, il faut s’assurer que celle-ci est
nécessaire : en voulant lever une forme indéterminée inexistante, on peut tres vite se retrouver a en créer une
involontairement.

Quantité conjuguée
La partie suivante s’intéresse aux formes indéterminées faisant intervenir des racines carrées.

Propriété 7 : Soit (u,) une suite réelle positive et a un réel positif.

e Si lim u, =a,alors lim /u, =+/a.
n—y—+oo

n—r+-oo
e Si lim u, = +oo, alors lim /u, = +oo.
n—+too ’ n—r—oo "

4n? +1
—

= Exemple 11 : Pour tout entier naturel non nul n, on pose u,, =

. 1
D’une part, pour tout entier naturel non nul n, 4n> + 1 = n? (4 + —2> et donc
n

/ 1 1 / 1
Van2+1= n2(4—|—2):\/l’l2><\/4T2:n>< 4+72
n n n

/ 1 1
Ainsi, pour tout entier naturel n, u, = \/ 4+ == Or, lim <4 + 2) =4 et donc
n n

n—r—+oo

lim u, = V4 =2. .
—o0

n

Lorsque 1’on est en présence d’une différence de racines carrées \/a — v/b, on peut multiplier et diviser par la
quantité conjuguée /a + /b.

L objectif est ici d’utiliser I’identité remarquable (x —y)(x+y) = x> — y?. En particulier, dans le cas des racines
carrées, cela entraine que, pour tous réels strictement positifs a et b,

2
(vVa—Vb)(va+Vb)=va —Vb =a—b.
= Exemple 12 : Pour tout entier naturel non nul n, on note u,, = vn+ 1 —+/n— 1. Il s’agit de la différence
de deux termes qui tendent vers oo, il n’est pas possible de conclure directement sur sa limite. Or,

B U Yative—1  ntl—(n—1) _ 2
up = (Vn+1 ﬁ)x\/n+1+\/n—1_\/n+l+\/n—1_\/”+1+\/”_l.

Le numérateur vaut 2 et le dénominateur tend vers +oo. Ainsi, lim u, = 0. n
n——+oo
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2. Exercices

Limite d’une suite

» Exercice 1 — Voir le corrigé
Pour tout entier naturel n, on pose u, = \/n.

1. Résoudre I’inéquation u, > 100.

2. Résoudre I’inéquation u,, > 100000.

3. Soi A un réel quelconque. Résoudre I’inéquation u, > A.
4. Que peut-on en déduire sur la limite de la suite (u,) ?

» Exercice 2 - Voir le corrigé
On considere la suite (u,) définie pour tout n € N par u,, = 4 — 3n.
1. Calculer u3, u70, u1000- Quelle semble étre la limite de la suite (u,) ?

2. Soit A un réel. Résoudre I’équation u, < A, d’inconnue n € N.
3. Que peut-on en conclure sur la limite de la suite (u,) ?

» Exercice 3 - Voir le corrigé

1  sinest premier .
Pour tout n € N, on note u, = { 5 . P . A-t-on lim u, = -+ ?
n° sinon n—so0

» Exercice 4 — Voir le corrigé

—on . Quelle semble étre la limite de la suite (u,) ?

Pour tout n € N, on pose u,, = ———
" POSE tn = 10012

» Exercice 5 — Voir le corrigé

PN . , . . 175
On considere la suite (u,) définie par uy = 12 et pour tout entier naturel n, u,; = ?" +2.

1. Quelle semble étre la limite de la suite (u,) ?
2. Cette limite change-t-elle si ug =3 ?

» Exercice 6 — Voir le corrigé

3n+6
ntl
Donner des valeurs approchées au centieme de w19, 4100, %1000 -
La suite (u,) semble-t-elle convergente ? Quelle serait sa limite ?

On considere la suite (u,) définie pour tout n € N par u,, =

Montrer que pour n € N, u, —3 = P Quel est le signe de cette quantité ?
n

Ll e

En déduire que |u, — 3| = u, — 3. On rappelle que la valeur absolue d’un réel x vaut x si ce réel est positif
et —x sinon.
5. Soit € > 0. Résoudre I’inéquation |u, — 3| < €, d’inconnue n € N. Conclure.

» Exercice 7 — Voir le corrigé

Pour tout entier naturel n, on pose u, = (—1)". La suite (u,) semble-t-elle avoir une limite ?
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Opérations sur les limites

» Exercice 8 — Voir le corrigé

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite, si elle existe, de la suite («,) définie pour tout entier naturel
non nul 7.

1
a. u, =n’>+/n b.u,=-—n’ c.u,=e "+3n
n

1 1 1
d.l/tn:*%—fz—l—}’l e.un:—6n2+1+f f,un:
n n n

g.un:(Zn—l—l)(%—i—Z) h.un:<3+%> <%—2) i, =/n—n’y/n

e” 6+ —142
Joun = K. u, = I L u,= n
n l—i-l %—l n niz

1 3 3
m. u, =n-—n n un:<1—7> <2—|——2) 0. U, = +vn
n n 14=
n

5 5

1
p. u, = —2n% — r.u, = (3n+1) <f—2>
n

n+1
» Exercice 9 — Voir le corrigé

Donner deux suites (u,) et (v,) telles que lim u, = +oo, lim v, =0et lim (u,v,) =0.
n——+oo n—r+oo n—-+oo

» Exercice 10 — Voir le corrigé

Donner deux suites (u,) et (v,) telles que lim u, = +oo, lim v, = —ocoet lim (u,+v,)=3.
n——oo n——+oo n——+oo

» Exercice 11 — Voir le corrigé
Démontrer la propriété suivante : soit (u,) et (v,) deux suites telles que lir}rl U, = +oo et 1iI_I: v, =0 R,
n—+oo n—s-oo

alors lim (u,+v,) = +oo.
n——+oo

» Exercice 12 — Voir le corrigé

Soit (u,) une suite convergente et (v,) une suite divergente. En procédant par 1’absurde, montrer que la suite
(u, + vy) est divergente.
» Exercice 13 - Voir le corrigé
Un
1+2u,

On considere la suite (u,) définie par up = 1 et pour tout entier naturel n, u, | =

1. Calculer uy, uy et us.
2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 0.

3. Pour tout entier naturel n, on pose v, = —.

n
(a) Calculer v, vy, v3 et v3. Quelle semble étre la nature de la suite (v,,) ?
(b) Calculer v,4 — v, pour tout entier naturel n. L’hypothese de la question précédente est-elle vérifiée
?
(c) En déduire une expression de v, en fonction de n pour tout entier naturel n.
(d) En déduire une expression de u, en fonction de n pour tout entier naturel .

(e) Déterminer alors lim u,.
n—r—+oo

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

11

» Exercice 14 — Voir le corrigé

On considere la suite (u,) définie par uy = 3 et, pour tout entier naturel n, u, 1 = u, +2n—1.

Pour tout entier naturel n, on pose v,, = u, — n?.

1. Montrer que la suite (v,) est arithmétique. On précisera sa raison et son premier terme.
2. Déterminer une expression de v, puis u, pour tout entier naturel n.
3. Déterminer alors lim u,.

n——+-oo

» Exercice 15 (Nouvelle-Calédonie 2023) — Voir le corrigé

On considere la suite (u,) telle que up = 0 et, pour tout entier naturel n,

—u, —4
Upp] = ———.
n+1 i, +3
. P . 1
Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel n par v, = PR Y
Un

Donner vy.
Montrer que la suite (v,) est arithmétique. On précisera son premier terme et sa raison.
En déduire une expression de v, en fonction de n pour tout entier naturel n

En déduire que pour tout entier naturel n, u,, =
n+0.5

A

Déterminer alors lim u,,.
n—r—+oo

» Exercice 16 — Voir le corrigé

‘s . PP . 3u, —2
On considere la suite (u,) définie par uy = 2 et, pour tout entier naturel n, u, | = > - Tz
Uy —
s . -2 . . e .
1. On considere la fonction f : x — o1 Déterminer le sens de variations de f sur son domaine de
définition.
2. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, > 1.
) 1
3. Pour tout entier naturel n, on pose alors v,, = T
U, —

(a) Montrer que pour tout entier naturel n, v, — v, = 2.
(b) En déduire une expression de v, puis de u, pour tout entier naturel .

(c) Déterminer alors lim u,.
n—r+oo

Formes indéterminées

» Exercice 17 — Voir le corrigé

En factorisant par le terme dominant, déterminer la limite de la suite (u,) dans chacun des cas suivants.

a 3n® +2n—5 b n?+1 c 1-2n°
Uy, = ———————— . Uy = Uy = 5%
" 2 —4n3 " on+3 " n?2—3n3
1
2
16t (- 1)+ 1) n
d.Mn:m e.anz_—3nz f.un:ﬁpourn>0
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» Exercice 18 - Voir le corrigé
On considere la suite (u,) définie par
uy = 1
9

6—u,

Pour tout entier naturel n, u,| =

1. Calculer u; et uo.
2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel 7, 0 < u, < 3.

3. Pour tout entier naturel n, on pose a,, = 3 .
—u,
. ) 3a, — 1
(a) Justifier que pour tout entier naturel n, u, = .
Ay

(b) Montrer que pour tout entier naturel n, a,+; = a, + % Pour cela, on exprimera a, 1 en fonction de
Un+1, puis en fonction de u,, puis en fonction de a,,.
(c) En déduire que la suite (a,) est arithmétique. Préciser sa raison et son premier terme.
(d) Exprimer a, puis u, en fonction de n pour tout entier naturel n.
(e) Quelle est la limite de la suite (u,) lorsque n tend vers +oo ?
» Exercice 19 - Voir le corrigé

Déterminer la limite de la suite (u,) dans chacun des cas suivants.

a.u, =vn—3—+v/n+38 b. u, =vn+2++v2n+5

1
:\/m_\/m d.u, =Va4n+3—4n+2

C. U,

» Exercice 20 - Voir le corrigé

Déterminer les limites suivantes.

. 4+4+/n ooV 2n2+1 ) e
a. lim b. Iim —— c. lim
n—+eo /44 pn n—teo p4e " n—+oo \| 1+en

» Exercice 21 — Voir le corrigé

Pour tout entier naturel n > 1, on pose u, = Vn?+3n—2—+/n2—n—1.

1. En utilisant la quantité conjuguée, montrer que pour tout entier naturel n > 1
_ 4n—1

V24 3n—24vVn2—n—1

U

2. Montrer que pour tout entier naturel n > 1,

1
4— =
n

\/1+§ 3+\/1 .
n n? n n?

3. En déduire, si elle existe, la limite en 4o de la suite (u,).

U, =
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3. Corrigés

Limite d’une suite

» Correction 1 — Voir I’énoncé

Puisque n > 0, u,, > 100 si et seulement si n > 1002 ¢’est-a-dire n > 10000.

Puisque n > 0, u, > 100000 si et seulement si n > 100 ¢’est-a-dire n > 10000000000.
On considere un réel A quelconque.

* Si A <0, alors pour tout n, u, > A.
+ Si A >0, on sait que \/n > A < n > A%, Ainsi, dés que n > A%, on a u, > A et ceci est valable quelque
soit la valeur de A.

Puisque pour tout A, on a u,, > A a partir d’un certain rang, on peut en conclure que lirJrrl U, = +oo.
n——oo

» Correction 2 — Voir I’énoncé

On a uzp = —86, uz79 = —206, 11000 = —2996. 1l semble que la limite de la suite (u,) soit —oo.

. . . . A-4 ( N .
u, < A siet seulement si 4 —3n < A si et seulement si n > 3 Puisque pour tout réel A, on a u,, < A & partir

d’un certain rang, on peut en conclure que lirf Uy = —oo,
n——oo

» Correction 3 — Voir I’énoncé

Cette suite tend pas vers +-oo. En effet, on rappelle qu’il existe une infinité de nombres premiers, et donc une
infinité de valeur de n pour lesquels u, = 1. Prenons en particulier A = 2 dans la définition de la limite infinie.
On a donc que, pour tout N, il existe un rang n > N tel que u,, < 2 : il n’est pas possible d’avoir tous les termes
de la suite supérieurs a 2 a partir d’un certain rang. La limite de la suite ne peut donc étre +oo.

» Correction 4 — Voir I’énoncé

Il semble que la limite de la suite (u,) soit —5

» Correction 5 — Voir I’énoncé

Il semblerait que la limite de cette suite soit 4. On obtient la méme limite si on prend up = 3.

» Correction 6 — Voir I’énoncé

36 3006
On a ujg = 11 ~ 3.272, ujo0 = 101 ~ 3.030, u1900 = 1001 ~ 3.003. Il semblerait que la suite (u,) soit

convergente, de limite 3.
1 _3pn—
PourneN,un_3:3n+6_3(”+ ):3n+6 3n 3: 3

. Puisque cette valeur est positive, on a

3 1
Soit € > 0. Ona|u,,—3|<e<:>—<s<:>nJr

>1(:> >3 1
—<=n>—-—1L
n+1 3 £ €

. 3 .. . )
Ainsi, pour tout € > 0, dés que n > P 1,ona |u, — 3| < €. Ainsi, la suite (u,) est convergente et IIT u, = 3.
n—s—oo
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» Correction 7 — Voir I’énoncé

Les termes de rang pair de cette suite valent 1 alors que les termes de rang impair valent -1. Cette suite n’admet
pas de limite.

Opérations sur les limites

» Correction 8 — Voir I’énoncé
a. On sait que lim 7% = +oo, lim /1 = oo
n—y—oo n—y+oo

Ainsi, d’apres les régles de la limite de la somme, lim n” 4 /n = +oo.
n—

o0
. .1 . 3
b. Onsaitque lim — =0et lim —n’ = —co,
n—-+oo np n—+-oo
Ainsi, d’apres les regles de la limite de la somme, llT ( — n3) = —oo;
n——+o \ 1

n

c. Onsaitque lim e =0et lim (3n) = +co.
n—+oo n—y—+oo

Ainsi, d’apres les regles de la limite de la somme, liT (e_” + 3n) = o0,
n——oo

. .1 .1 )
d. Onsaitque lim — =0, lim — =0et lim n= +eo.
n—+oon n—-+teo n—r—oo0

Ainsi, d’apres les regles de la limite de la somme, lim < +5+ n> = +oo,
n— o0 n

n
e. On sait que lim —n® = —oo, lim — =0et lim 1=1.
n—s—+oo n—+oo n n——+-oo
1
Ainsi, d’apres les regles de la limite de la somme, lirf <—6n2 +1+ ) = —oo,
n——oo n
1 1 1 1
f. Pour tout entier naturel non nul n, nrl_ 2 + L 4+ —. Onsaitque lim —=0et lim 1=1.
n non n n—oo n—too

1
Ainsi, d’apres les regles de la limite de la somme, lim ( + n) =1
n—r—oo n

1 1
g. D’une part, 1irJIrl (2n+1) = 4oo. D’autre part, lim — =0d’ott lim ( +2) =2.
n—s o0

n—+on n——+o \n
1

Ainsi, d’apres les regles de calcul de la limite d’un produit, liIJIrl (2n+1) < + 2) = oo,
Nn—s o0 n

2 2 5 5
h.Ona lim — =0,dou lim (3+ > = 3. D’autre part, lim — = 0d’ ot lim (2 —2) — —2. Finale-
n

n—+oo n n—r—+oo n——+o N n—+o \ N

2 5
ment, par produit de limites, lim <3 + 7> <—2 —2) =3x(=2)=—6.
n/ \n

n——+oo

i. SiI’on fait la limite de chaque terme de la somme, on aboutit & une forme indéterminée, de type "oo —oo". Il

faut donc factoriser u,. Pour tout entier 1, u,, = v/n(1 —n?). Or, lir}rl Vn =+ et lirl] (1—n?*) = —oo. Ainsi,
n——+oo n—-+oo
lim u, = —oo.
n—r+oo

1 1
j- D’une part, lim e" = +oo. D’autre part, lim —=0d’ou lim (1 + 7> =1.
n——+oo n—+oopn n—r—oo n
n

Finalement, lim +-o0.

n%+°°1+l -
n
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3 3 5 5
k. Ona, lim — =0d’ ot lim <6+2> = 6. D’autre part, lim — =0d’ou lim (—1> = —1. Finale-
n

n—s—o0 112 n—> o0 n—+eo n—so0
6 3
6
" n—toe 5 T ’
-—1
n
, 3 , 3 . .1 L o
1. D’une part, hm —=0,dou lim {14 —) =1 Parailleurs, lim — =0 par valeurs supérieures. Ainsi,
—+eo n—yoeo n n—+eo 1
3
1 + - 3
hIJIrl T = +oo. Il est également possible de remarquer que dans ce cas, pour nous n > 0, u, =n <1 + )
n—s+oo n
)

n
et utiliser les regles de calcul sur un produit.

m. Si I’on fait la limite de chaque terme de la somme, on aboutit & une forme indéterminée, de type "oco — oo™,

Il faut donc factoriser u,. Pour tout entier naturel n, u, = n(n—1). Or, hm n = oo et 111}’_1 (n+1) = Hoo.
n—r+oo

Ainsi, lim u, = +oo.
n—y—+-oo

1 3
n. D’une part, lim <1 — ) = 1. D’autre part, lim (2+ 2) =2.
n

n—y—oo n n—r—-oo
Ainsi, par limite du produit, lim u, = 2.
n——+-oo

2
0. D’une part, lim (3++/n) = +co. D’autre part, lim <1 + 7> = 1. Finalement, lim u, = -oo.
n—y—oo n n—+-o0

n——+oo
, . 5 , . 5 N
p. D’une part, lim (—2n" = —co. D’autre part, lim —— =0. Ainsi, lim u, = —oo.
N——+too n—+4e n n——+oo
q. Puisque lim (—1—n) = —,0ona lim u,=0.
n—+oo n——+eo

1
r. D’une part, gl}rl (3n+ 1) = +oo. D’autre part, 11r£ (7 - 2> = —2. Ainsi, en utilisant la régle des limites
n ©0 ]

sur les produits, lirf u, = —oo (ne pas oublier la regle des signes).
n——oo

» Correction 9 — Voir I’énoncé

. 1
Pour tout entier naturel non nul n, on pose u, =netv, = —.Ona hrf U, = +ooet IIIE vy, = 0. Or, pour tout
n2 n——oo

. |
entier naturel non nul n, u,v, = —. Ainsi, lim (u,v,) =0.
n n—r—+oo

» Correction 10 — Voir I’énoncé
Pour tout entier naturel non nul n, on pose u, =netv, =3 —n. Ona 11111 u, =+ooet lim v, = —oo. Or, pour

n—r+o0
tout entier naturel non nul n, u, +v,3. Ainsi, lim (u,+v,) =3
n—y+oo

» Correction 11 — Voir I’énoncé
Soit € un réel strictement positif et A un réel
. Pu1sque hm u, = oo, il existe un entier N; tel que, pour tout entier n > Nj,onau, > A—[1+¢€
* Puisque nngVn = [, il existe un entier N, tel que, pour tout entier n > N, on a v, € [ — €,/ +€]. En

particulier, v,, > €

Prenons alors N = max(N;;N). Alors, pour tout entier naturel n > N,ona u, +v, > A—I1+€+1—¢, c’est-a-
dire u, > A. Ainsi, lirf (tty + V) = oo.
n—r—+oo
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» Correction 12 — Voir I’énonceé

Supposons que la suite (u, +v,) converge. Alors, pour tout entier naturel n, v, = (u, +v,,) — . (v,,) est donc la
différence de deux suites convergentes, elle est donc convergente, ce qui est contraire a ce qu’indique 1’énoncé.
Finalement, la suite (u, +v,) diverge.

» Correction 13 — Voir I’énonceé
1 1 :

I+2x1 3" Tgaxi—

1
1 1
=—ctuz = >

Onau = i
“ 5 1+2><%

wi|wl—
W|a|nl—
]

Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) : « u, > 0 ».

* Initialisation : ugp =1 > 0. P(0) est vraie.

» Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie. On a donc u,, > 0 et donc 14 2u, > 0. u, est le quotient
de deux réels strictement positifs, il est donc également strictement positif.

* Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Onaalors vg =1, vy =3, v, =5, v3 = 7. La suite (v,) semble arithmétique.
Pour tout entier naturel n,

11 11 1424,

I 2uy,

=2.

Vnt1l —Vn =

Up+1  Up 2, UWn Un Un Un

Ainsi, pour tout entier naturel n, v, = 2+ v,. La suite (v,) est arithmétique de raison 2.

_ 1 1 L.
Pour tout entier naturel n, v, =vo+2n=1+2netu, = — = . Ainsi, lim u, =0.
v, 2n+1 n—s+oo

» Correction 14 — Voir I’énoncé

Pour tout entier naturel 7,

Vil — Vi = Upt1 — (n+ 1)2— (Up—n%) =y +2n—1— (nz—&—Zn—i—1)—u,,—|—n2 = -2.
Ainsi, (v,) est arithmétique, de premier terme vy = ug — 0> = 3 et de raison —2. Ainsi, pour tout entier naturel
n,v, =3-—2n.
Or, puisque v, = u, — n?, il en vient que u, = v, +n?=n*—2n+3.
.. . ) 2 3 2 ) 2 3
Ainsi, pour tout entier naturel n, u, =n“| 1 ——+ | Or, im =+4owet lim (1——+ — | = 1.
n n n—r—oo n—r—+oo n n

Par produit, lim u, = 4oco.
n—r+-oo

» Correction 15 — Voir I’énoncé

1 1
(0] = =_.
ravo u+2 2
1
Pour tout entier naturel n,onav, = —— etdonc v,, | = ————.
n un+2 n+1 un+1+2
Or, uy 1 = i . On remplace donc u, par cette valeur. Ainsi,
U, +3
B 1 B 1 B 1 B 1 1w +3
e =4 T w4 2w t3) T w4 2w 46) =426 k2 42
u, +3 u, +3 u, +3 u, +3 u, +3 u, +3 u, +3
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Ainsi,

_un—|—3_ I u+2

= = =1.
Up+2 u,+2  u,+2

Vil —Van

Finalement, pour tout entier naturel n, v, 1 = 1 +v,. La suite (v,) est arithmétique de raison 1.

. . 1
Pour tout entier naturel n, on a donc v,, = vo+n X 1 soit v, = 3 +n.

. 1 o1 1 1
Pour tout entier naturel n,onav, = ——. Ainsi, — =u, +2etu, = — —2 = —2.
U, +2 Vi Vi n+0.5
Par ailleurs, lim =0etdonc lim u, = —2.
n—+oon+0.5 n—+oo
» Correction 16 — Voir I’énoncé
. . . . 3u, —2
On considere la suite (u,) définie par uy = 2 et, pour tout entier naturel n, u, | = > " T
Uy —

1 1 1
f est dérivable sur | —oo; 3 { et §;+°° . Pour tout réel x # 7
32x—1)—2(3x—2) 6x—3—6x+4 1
!
F) (2x—1)2 (2x—1)2 212~
. . 1
f est donc strictement croissante sur | —oo; > et } 5; o0 {

Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) : « u, > 1 ».

* Initialisation : up =2 > 0. P(0) est vraie.
» Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie. On a donc u, > 1. La fonction f étant strictement croissante

sur BH—OO ,on adonc f(u,) > f(1). Or, f(uy) = upsy et f(1) = 3x1-2

2x1-1
P(n+1) est vraie.
¢ Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel 7.

= 1. Ainsi, u,y; > 1.

Puisque pour tout entier naturel n, u, > 1, il en vient que u, — 1 # 0 et la suite (v,) est donc bien définie.

Pour tout entier naturel n,

1 1 1 1 1 1 1 1
Vv 1— VvV, = — _= — _= — = — .
T =1 w1 SZ::% —1 u,—1 3“n*221;(3’fn*1,) up — 1 2”';1”:11 up — 1
Ainsi,
2u, — 1 1 2u,—2 2 —1
Vn+l —Vn = el - o = (un ) =2.

u, — 1 un—lzun—l o, —1

Finalement, pour tout entier naturel n, v,y; = 2+ v,. La suite (v,) est donc arithmétique de raison 2 et de
1 1

premier terme vy = I = 1 = 1. Ainsi, pour tout entier naturel n, v, = 1 4 2n.
uy — -
Par aill td ! +1 ! +1
ar ailleurs, v, = et donc u, = — = .
" u,—1 "y, 14+2n

On en déduit que lim u, = 1.
n—r+oo
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Formes indéterminées

» Correction 17 — Voir I’énonceé

2 5 2 5
3 Z =
. 3 +2om-5 " <3+n2 n3) e W
a. Pour tout entier naturel non nul 7, = =
2—4nd 2 2
n n
3 +2n—>5 3
En appliquant les regles de calcul classiques sur les limites, on en déduit que lim Sl e ——.
nsie 2 —4p3 4
1 1
2 _
. 1 " <1+n2> 1+ﬁ
b. Pour tout entier naturel non nul 7, 3 = 3 =nX 3
Y, (1 + 7> 14>
n n
1+ !
2 241
Or, lim —> = let lim = +oo. Ainsi, lim "~ = +oo,
n——+oo 1 é n—+oo n—+o n+3
n
1 1
3 —
. -2 " X(n3 2) a2
c. Pour tout entier naturel non nul #, = = .
n?—3n3 1 1
nx(—--3 -3
n n
N ) _
Ainsi, lim 2" __"2_2
n—-+o n? —3n3 -3 3
1 1
L
. 1—6n* " <n4 6> 1 a6
d. Pour tout entier naturel non nul 7, BT 1 = 5 N = X5
e n6<5+4+6> TSt o4
n n n n
1
— —6 4
4 6 1 1-6
Or, lim —% = _ "¢t lim — =0. Ainsi, lim _ oo .
n—soo 2 1 5 n=oten? n—toeo 510 +2n2 4+ 1

e. Pour tout entier naturel non nul n,

oneey o)) (-0)(05)

= =nx
2—3n2 ) 2 2
X (7 B 3) (7 - 3>
. ) 2 ) 1
Or, im n=+4o0, lim | —=—3)=-3et lim (1+—)=1.
n—r+-o0 n—s—oo \ p2 n—-+oo n?
B 2
Ainsi, lim oD@ ED
n—r+oo 2—3n2
1 1 1
n—— ”2X<1_n6) 1 1=
f. Pour tout entier naturel non nul 7, n.o_ =-x n
n+3 5 3 n 3
nx |1 + =3 1 -+ -
n n

.1 . 1 . 3 Lo oA
Or, im — =0, lim 1——6 =1let lim l—i——3 = 1. Ainsi, lim =0.
n

n—+en n—s—-o0 n—+-oco n n—to p3 +3
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» Correction 18 — Voir I’énonceé

9 9 9 9 45 15
u :7:7’1,{ = = = — = —,
Te-1 57 6—2 T2 7

Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « 0 < u, <3 ».

* Initialisation : Puisque u#yp = 1, on a bien 0 < up < 3. P(0) est vraie.
» Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Ainsi, 0 < u, < 3 En multipliant par —1, qui est négatif,
on a donc 0 > —u, > —3. On ajoute 6 pour avoir 6 > 6 —u, > 3. On applique alors la fonction inverse

1
qui est décroissante sur |0;+oo[. On a donc 3 < 5 < 3 Enfin, on multiplie par 9 pour obtenir
3

: 3 : .
5<% < 3. Or, puisque 0 < 5-ona bien 0 < u,11 < 3. P(n+1) est vraie.
“u,
* Conclusion : P(0) est vraie, P est héréditaire. Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel .

Soitn € N. Onaa, = 3 . Puisque a, # 0, on peut appliquer la fonction inverse a cette égalité. On a alors

n

1 . 1 3a,—-1
— =3—u,. Ainsi, u, =3— — =",
ay ay Ap
. 1
Pourtoutn € N,onaa, = . Ainsi, a1 = ——.
— U, 3—upq
1 1 6 —u,
Or, up11 = . Ainsi apy1 = = = .
e L, ntl 5 9 3(6—u)—9  9—3u,
6—u, 6—u,
6—3a”_1 6a, — (3a,—1)
Or, d’apres la question précédente, u, = 3an 1 Ainsi, a, 1 = i = Gr
s s Upn an . > Up+1 3an_1 9an_3x(3an_1)
9—-3x
an an
3a,+1 a 3a,+1 1
On adonc g,y = u x — =" =a,+=.
an 3 3 3
. . . 1 . 1 1 1
La suite (a,) est donc arithmétique de raison r = 3 Son premier terme vaut ap = 3 =317 On
rappelle que si (a,) est une suite arithmétique de raison r, alors pour tout entier naturel n, a, = ag + rn. Dans
. 1 n
notre cas, pour tout entier naturel n, a, = 3 + 3
. . 3an - 1 . . .
On sait que pour tout entier naturel n, u, = . Ainsi, pour tout entier naturel n,
an

1 n 3 ( 1)
) _3X(2+3>‘1_2+"—1_6X "3) en+3
" 1+§ -~ 3+42n  342n  342n
23 6

(oo}
En utilisant les régles sur les calculs de limites, on aboutit & une forme indéterminée —.
(oo}
3
n (6 + > 6+ %
ns _ n

Or, pour tout entier naturel non nul n, u,, = 3 =3 .
n ( + 2) -+2
n n

6
Finalement, lim u, = 5 =3.

n——+oo

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

20 3. Corrigés

» Correction 19 — Voir I’énonceé

a. Pour tout entier naturel n > 3,

vn—3++vn+8 n—3—(n+8)

Vn—=3—vn+8=(Vn-3—vn+8)x Jn—3+Vnt8 Vn—3+vnt3

et donc

11
vn—3—vn+8=—

Vn=3+vn+8
Alinsi, liIJIrl (Vn—3—+vn+38) =
n—r—+o0

b. Attention a ne pas se lancer dans des calculs par pur automatisme, il ne s’agit pas ici d’'une forme indéter-

minée ! lirJrrl Vn+2+vV2n+5 = +oo.
n——+oo

c. Pour tout entier naturel n,

1 VA TEVE2  VndT+vnt2  VntT+vnt2
Vnt+l—vn+2 Vn+l+vn+2 (n+1)—(n+2) -1

Or, lim (Vn+1++vVn+2)=+4oetdonc lim u, = —oo.
n——4oo n—r+oo

d. Pour tout entier naturel n,

Uy, =

Van+3+V4An+2  An43—(4n+2) 1

= (V4n+3—V4n+2) x = = :
( ) VAn+34+v4n+2  An+3+V4n+2  An+3++/4n+2

Ainsi, lim u, =0.
n—y—+oo

» Correction 20 — Voir I’énoncé

a. Pour tout entier naturel non nul n,

i () e
A o RN S

n
4 4 4

Or, lim ( — +1 ) = 1. Par ailleurs, hm —+4+1)=1etdonc hm f—i—lzxfl:].
n n

n——+too \/ﬁ
. . ++/n
Finalement, 11m =1.
n—+eo (/4 1L pn

b. Pour tout entier naturel non nul n,

VIETT VPV 24 2
T >

1 /
Or, lim (2+ —2> =2 et donc 11
n——+oo n

Par ailleurs, lim ¢ " =0etdonc lim <
n——+oo n—y+oo

) = 1. Finalement, lim w, = V2.
n——+oo
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c. Pour tout entier naturel n,
e” e” 1

l+er er(fen+1) l4en

—n

n
=V1=1.
en

Or, lim e " =0etdonc lim = 1. Ainsi, lim
n—-+oo n—+oo | 477 n—s-+oo

» Correction 21 — Voir I’énoncé

Pour tout entier naturel non nul #,

V2 +3n—24+vVn2—n—1
V2 +3n—24vVnZ—n—1

Uy =2 +3n—2—vn2—n—1x

En développant le numérateur, on a alors

n?+3n—2—(n*—n—-1) 4n—1
V2 E3n—24vVnit—n—1 Vn2+3n—-2+vVn2—n—1

Uy, =

On a en effet

3 2 3 2
\/n2+3n—2:x/:?><\/1+7—7:n\/1+7—72
n n n n

et

1 1 1 1
Vn*—n— :\/n2><\/1—7——2:n\/1—7——2.
n on

(-2 .
A E L) ek

1 1
Or, lim (4+§>:4, lim ( 1+f— > let lim ( 1——2>:1.
n——+oo n——+oo n——+oo n n

Ainsi, lim (\/}12—1—311 2—/n2—n—1)=
n—+-oo0

Ainsi
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