1. Cours : Limites de fonction

Dans tout ce chapitre, D désigne une partie de R et f est une fonction définie sur D.

1 Limite en l'infini

1.1 Limite infinie en I'infini

Définition 1 : On suppose qu’il existe un réel a tel que [a; +oo[C D.

* On dit que f a pour limite +oo en +oo si, pour tout réel A, il existe un réel xo € D tel que, pour tout

x € D, si x > xo, alors f(x) > A. On notera lirJrrl f(x) = +oo.
X—r+oo

* On dit que f a pour limite —oo en 4o si, pour tout réel A, il existe un réel xg € D tel que, pour tout

x € D, si x > xo, alors f(x) <A. On notera lirJrr) f(x) = —oo.
X—r+oo

Cette définition est tres similaire a celle rencontrée pour les limites de suites : pour n’importe quel réel A, aussi

grand soit-il, & partir d’une certaine valeur du réel x, f(x) est plus grand que ce réel A.

m Exemple 1 : On représente ici la courbe d’une fonction f dans un repere.

Pour n’importe quel réel A, aussi grand que 1’on veut, on
peut trouver un xg a partir duquel la courbe est toujours au-
dessus de la droite d’équation y = A.
Ona lim f(x) = .

Jlim fx) = oo

Définition 2 : On suppose qu’il existe un réel a tel que | —0;a] C D.

1
1
1

N
7

X0

* On dit que f a pour limite +o0 en —oo si, pour tout réel A, il existe un réel xo € D tel que, pour tout

x € D, six < xp, alors f(x) > A. On notera l_i)m f(x) = +oo.
X—>—o0

* On dit que f a pour limite —oo en —oo si, pour tout réel A, il existe un réel xo € D tel que, pour tout

x € D, six < xp, alors f(x) <A. On notera l_i)m f(x) = —oo.
X—>—o0

= Exemple 2 : On représente ici une fonction f dans un repere.

Pour n’importe quel A, aussi grand que 1’on veut, on peut
trouver un xo en-dessous duquel la courbe est toujours au-
dessus de la droite d’équation y = A.
Ona lim f(x)=+oo.

X—y—o0

/TN

N

X0

Y
—

11 s’agit de la principale différence avec les suites : pour les suites, I’indice n ne pouvait que tendre vers +co.
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2 1. Cours : Limites de fonction

Dans le cas des fonctions, le réel x peut aller vers +oo mais aussi —oo et d’autres valeurs réelles entre les deux,
comme nous le verrons plus tard dans ce chapitre...

1.2 Limite finie en I’infini

Définition 3 : On suppose qu’il existe un réel a tel que [a; +oo[C D. Soit / € R.

* On dit que f a pour limite £ en +oo (ou que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers +oo) si, pour tout
€ > 0, il existe un réel x tel que, si x > xo, alors f(x) €]¢ —&;(+ €.
Si une telle limite existe, elle est unique. On note alors xl_i)r}rlw flx)==¢.

* On dit que f a pour limite ¢ en —oo (ou que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers —oo) si, pour tout
€ > 0, il existe un réel x tel que, si x < xo, alors f(x) €]¢ — ;4 + €.
Si une telle limite existe, elle est unique. On note alors xl_i}rzloo flx)=¢.

= Exemple 3 : Une fonction f est représentée ci-dessous. Pour n’importe quel € > 0, on peut trouver un réel
Xo & partir duquel on a toujours f(x) €]2—€;2+¢€[. Ona lil}rl flx)=2.
X—r+oo0

/\ b
N A AT

X0

Définition 4 : On se place dans un repere (0;7, ;) orthonormé.
* Si lirf f(x) = £, on dit que la droite d’équation y = / est asymptote a la courbe de f en +oo
X—>—+oo
* Si lim f(x) =/, on dit que la droite d’équation y = [ est asymptote a la courbe de f en —oo
X—>—o0

= Exemple 4 : Dans le cas précédent, la droite d’équation y = 2 est asymptote a la courbe de f en +co. =

Comme dans le cas des suites, il est parfois utile de préciser le comportement d’une fonction qui admet une
limite finie en +-oco.
Définition 5 : On suppose qu’il existe un réel a tel que [a;+oo[C D. Soit / € R.

* Ondit que f(x) tend vers ¢ par valeurs supérieures lorsque x tend vers o si, pour tout € > 0, il existe
un réel xg tel que, si x > xo, alors f(x) €]¢;£+ €[. Autrement dit, la limite de f en +oo vaut £ et f(x)
reste supérieur a ¢ a partir d’un certain réel. On note alors lirE flx)=12¢".

xX—+oo

* On dit que f(x) tend vers ¢ par valeurs inférieures lorsque x tend vers oo si, pour tout € > 0, il existe
un réel xg tel que, si x > xo, alors f(x) €]¢ — €;¢[. Autrement dit, la limite de f en +oo vaut £ et f(x)
reste inférieur a ¢ a partir d’un certain réel. On note alors liT flx)=1¢".

X——-o00

. N . o 5 , . o+ . -
Attention, ce n’est pas parce que XLHEOO f(x) = £ qu’on a forcément xgrfw fx)=¢" ou xgrfw f(x)=1¢". Les

valeurs de f(x) peuvent osciller autour de /, lui étant parfois supérieures, parfois inférieures.
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1 Limite en l'infini 3

Les mémes définitions s’étendent naturellement pour les limites en —oo.

= Exemple 5 : On a représenté la courbe d’une fonction f dans un repere.
. . o - . o _ +
Il semblerait que xl_l}g{l{)o flx)=2"et XEIPW fx)=(-1)

La droite d’équation y = 2 est asymptote a la courbe de f en +-oo. u

La droite d’équation y = —1 est asymptote a la courbe de f en —co. ___/ ‘—'

1.3 Limites usuelles

Propriété 1 : Soit n un entier naturel non nul.

1

lim x" = 4o lim — =0
X—>+o0 X—>—+o0 .Xn
Si n est pair,
lim x" = 40 lim — =0"
X—>—o0 x—r—oo xt
Si n est impair,
. n . 1 _
lim X" = —o0 lim — =0
X—>—o0 x——oo xt
Enfin,
lim /x = 4o lim e = 4oo lim " =0
X—r+o0 X—>—+o0 X—>—00

Il est important de visualiser les courbes représentatives de ces fonctions. Celles-ci vous permettront de bien
garder ces limites usuelles en téte.

x = x", n pair X x%,npair x—e*

e

. . 1 . .
x — x", n impair X — 1, 1 impair X /x
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4 1. Cours : Limites de fonction

Limite en un point

Limite finie en un point

Définition 6 : Soita € D et/ un réel.

On dit que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers a si, pour tout € > 0, il existe un réel & > 0 tel que, si
x €la—8;a+ 0, alors f(x) €|l —e: L+g].

Autrement dit, tout intervalle ouvert centré en ¢ contient toutes les valeurs de x lorsque x est suffisamment

proche de a.

Si elle existe, une telle limite est unique. On note alors lim f(x) = ¢
Xx—a

Certaines fonctions admettent une limite finie différente si 1’on se rapproche de a par valeurs supérieurs ou par
valeurs inférieures. Nous aurons 1’occasion d’en discuter plus amplement dans le chapitre suivant.

Limite infinie en un point
Définition 7 : Soit a € D ou sur un bord de D.

* On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers a si, pour tout réel A, il existe un réel 6 > 0 tel que,
six €la—d;a+ 8[ND, alors f(x) > A. Autrement dit, I’intervalle |A; +oo[ contient toutes les valeurs
de f(x) lorsque x est suffisamment proche de a. On note alors lim f(x) = +-ce.

xX—a

* On dit que f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers a si, pour tout réel A, il existe un réel 6 > 0 tel que,
six €la—8;a+ 6[ND, alors f(x) < A. On note alors lim f(x) = —oo.

X—a

= Exemple 6 : On a tracé ci-dessous la représentation graphique d’une fonction f.

Qres e s e e me .- - ----

>075 a+o

Pour n’importe quelle valeur du réel A, on peut trouver un intervalle centré sur a tel que toute valeur de f(x)

est supérieur a A pour n’importe quel x pris dans cet intervalle. Ce raisonnement vaut peu importe la valeur

duréel A : ona lim f(x) = +oo. .
xX—a

Tout comme précédemment, le comportement de la fonction f peut varier selon si 1’on approche du réel a par
valeurs inférieures ou supérieures. Il nous faut donc distinguer ces deux cas.
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3 Opérations sur les limites 5

Définition 8 : Soit a € D ou sur un bord de D.

* On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers a par valeurs inférieures si, pour tout réel A, il existe
un réel § > 0 tel que, si x €Ja — d;a[ND, alors f(x) > A. Autrement dit, I’intervalle |A;+oo[ contient
toutes les valeurs de f(x) lorsque x est suffisamment proche de a tout en lui étant inférieur. On note
alors lim f(x) = +oo.

x—a-

* On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers a par valeurs supérieures si, pour tout réel A, il existe
un réel 6 > 0 tel que, si x €]a;a+ 3[ND, alors f(x) > A. Autrement dit, I’intervalle |A; 4o contient
toutes les valeurs de f(x) lorsque x est suffisamment proche de a tout en lui étant supérieur. On note
alors lim f(x) = +oo.

x—at

La encore, ces définitions peuvent s’étendre pour une limite valant —co.

1
= Exemple 7 : On considere la fonction f: x — 7 définie sur R\ {1}, dont on a tracé ci-dessous la
x —_—

courbe dans un repere.

Il semblerait que, lorsque 1’on s’ approche de 1 par valeurs supérieures,
la limite soit +ee, ce que I'on notera lim f (x) = oo
x—1

. . u
En revanche, lorsque 1’on s’approche de 1 par valeurs inférieures, la

1
\: limite semble étre —eo, ce que I’on note lim f(x) = —eo.
' x—1-
1
L

Définition 9 : Lorsque la limite d’une fonction f est infinie en un point a, on dit que la droite d’équation
X = a est une asymptote verticale a la courbe représentative de f.

m Exemple 8 : Dans I’exemple précédent, la droite d’équation x = 1 est asymptote a la courbe de f. u

3 Opérations sur les limites

Les opérations sur les limites sont similaires a celles connues sur les suites. Dans cette partie, f et g sont deux
fonctions définies au voisinages de a, a pouvant €tre un réel, +oo0 ou —oo. [ et [ sont deux réels.

3.1 Limite de la somme
Propriété 2 — Limite de la somme : On a:

llmf(x) l] l] l] ~+oco —o0 +o0
X—a

limg(x) b o0 —oo +o0 —oo —oo
X—a

lim (f(x) +g(x)) | i+ Foo —oo +oo —oo FI
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6 1. Cours : Limites de fonction

3.2 Limite du produit
Propriété 3 — Limite du produit : .

lim £(x) h L#0 o0 0
11_r>ng(x) lz o oS] (=)
llir},(f(x) gx) | il oo (I.8.) oo (I.8) FI

s. : Regle des signes

2

1

= Exemple 9 : On considere la fonction f définie pour tout réel x non nul par f(x) =x~—x+ —.
x

1
D’une part, lim x* = oo, hm (—x) +ooet lim — = 0. Ainsi, par somme, hm flx)=

X——o00 X——o0 X —oo

Toutefois, si I’on étudie la llmlte en +oo, nous aboutissons a une forme 1ndeterm1nee « 00 —

oo,

o ». Il est alors

possible d’utiliser les techniques de calcul déja employées lors du chapitre sur I’étude des limites de suite, en

particulier la factorisation par le terme de plus haut degré.

1 1
Ainsi, pour tout réel non nul x, f(x) = x> x (1 ——+ —3>.
X x

1 1
Or, lim x* = +oet lim (1 —— 4 —3> = 1. Ainsi, par produits, lim f(x) = +oo.
X X—>+o0

X—>+o0 X—r+oo X

3.3 Limite du quotient
Propriété 4 — Limite du quotient : Dans cette partie, on suppose /; # 0.

1i_1>n f(x) I I I #0 oo oo
lign g(x) I oo 0" ou 0~ L, 0" ou0~ oo
lim <f(x)> l—l 0 oo (T.8.) oo (T.8.) FI FI
x—a \ g(x) I

s. : Regle des signes

1—2x4
= Exemple 10 : Pour tout réel x, on pose f(x) = Ir ); . L’étude des limites en 4o et —oo de f aboutit a
X
une forme indéterminée. Or, pour tout réel non nul x,
w2, m?
f) =5 x4— T
x5+ +1 ol 1
1
Or, lim x*> =40, lim (— = 2> =—2et lim (— ) 1. Ainsi, en appliquant les regles de calcul sur
X—>o0 X—+o0 x4 X—>+o0

les produits et quotients de limite, on aboutit a hm f (x)=—

3x+1
= Exemple 11 : On considere la fonction f définie pour tout réel x # 2 par f(x) = a

2x—4°
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3 Opérations sur les limites 7

Pour tout réel x # 2 et x # 0, on a alors f(x) = = X

1 4
Or, lim (> =0et lim <> =0.
X—+oo \ X X—+oo \ X

T 3 . .\ . _
Ainsi, XETm (x) = X De la méme maniére, on montre que XE@m flx) = 3
1
= Exemple 12 : On considere la fonction f: x — /x+ T définie sur [0; 1[U]1; +oo].
—x

Pour calculer la limite en 17 :

e lim Vx=V1=1.

x—1+
* lim(l —x) =1—1=0. Par ailleurs, si x > 1, alors | —x <0 etdonc lim (1 —x)=0".
x—1 x—1+
1
Ainsi, par quotient de limites, lim = —oo,
x—1t 1 —Xx
* Par somme de limites, lim f(x) = —oo.
x—1t
Pour calculer la limite en 1~ :
e lim Vx=V1=1.
x—1-

e lim(x—1) =1—1=0. Par ailleurs, si x < 1, alors | —x > 0 et donc lim (1 —x)=0%.
x—1 x—1-
Ainsi, par quotient de limites, lim = o0,

=1t 1—x
e Par somme de limites, lim f(x) = oo
x—1-
Pour calculer la limite en +c :
e lim /x = +oo.
X—>—+oo
. XETW(l — X) = —oo, ainsi, par quotient de limites, XLHEW == 0.

* Par somme de limites, lim f(x) = +oo.
X—>—+foo

Représenter la courbe de la fonction f dans un graphique (par exemple, dans un logiciel de géométrie ou sur
une calculatrice) permet de confirmer ou d’infirmer les calculs.

3.4 Composition de limites
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8 1. Cours : Limites de fonction

Propriété 5 : Soit a, b et ¢ des réels ou Fo. Soit f et g des fonctions définies sur R. On suppose que
lim f(x) = b et )l(irr})g(X) =c. Alors lim(go f)(x) =c.
= xX—a

xX—a

o 7 o _942_2,_
= Exemple 13 : On considére la fonction f : x — e =2 373,

On sait que lim (—2x*> —3x—5) = —co. Par ailleurs, lim e* = 0.
X—>o0 X——eo

—22-3x-5 _

Ainsi, par composition de limites, lim e
X—>+o0

Comparaison de limites

Théoreme 1 — Théoréeme de comparaison : Soit a un réel ou +oo. Soit f et g deux fonctions définies sur
un intervalle 7 dont a est un élément ou un bord.

* Si, pour tout x € I, f(x) > g(x) et lim g(x) = oo, alors lim f(x) = +-co.
xX—a xX—a

* Si, pour tout x € 1, f(x) < g(x) et lim g(x) = —oo, alors lim f(x) = —oo.
Xx—a Xx—a

= Exemple 14 : Pour tout réel x, on pose f(x) = (2+cos(x))e".

Pour tout réel x, cos(x) > —1, ce qui implique que 2+ cos(x) > 1 d’ot f(x) > e*. Or, liT e’ = oo,
X—>—o0

Ainsi, par comparaison, lim f(x) = +oo. .
X—>+00

= Exemple 15 : On souhaite montrer que, justement, lirf e = Hoo.
X—>—+o0

Pour tout réel x, on pose f(x) =e*—x. f est dérivable sur R et, pour tout réel x, f'(x) =e*— 1. Ainsi,
f(x) <0< x < 0. On construit alors le tableau de signes de f et le tableau de variations de f.

x| —eo 0 +oo

On s’apergoit alors que, pour tout réel x, f(x) > 1, et donc que e* > 1 +x. Or, liIE (1 4x) = +oo. D’apres
X——+o0

le théoréme de comparaison, on a donc que lim e* = +-co. "
X—>+too
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Théoreme 2 — Théoréme d’encadrement : Soit a un réel. Soit f, g et A trois fonctions définies sur un
intervalle 7 dont a est un élément ou un bord.

Si, pour tout x € I, f(x) < g(x) < etsi f et h admettent une méme limite finie / en a, alors g admet également
une limite finieen a et lim g(x) =1.

X—r+oo
., cos(x) 1 1
m Exemple 16 : Pour tout réel non nul x, on pose f(x) = ———=. On a alors, pour tout x >0, —— < f(x) < —.
X X X
1 1
Or, lim () = lim <> =0.
X—+eo \ X X—++-00 X
Ainsi, d’apres le théoréme d’encadrement, lirJrrl flx)=0. .
X—r+oo
p A
= Exemple 17 : Pour tout réel non nul x, on pose g(x) =xsin| — |.
X
1
Pour tout réel x > 0, —1 < sin <7> < letdonc —x < f(x) <x. Or, lim (—x) = lim x=0.
X x—0t x—0F
Ainsi, d’apres le théoréme d’encadrement, lir(r)l+ f(x)=0. .
X—
5 Croissances comparees
Propriété 6 — Croissances comparées — fonction exponentielle : Soit # un entier naturel.
X
lim — = +o lim x"e*=0
X—roo Xt X—r—o0
Exemple 18 : P cel _ T G S
= Exemple 18 : Pour tout réel x, on pose f(x) = —or - Onaalors flx)= prinbeial Rt
Or, pui lim ex—+ naalors lim - = 0. Ainsi, lim (x)=1
,pulsquex$+wx— , 0 aaosx$+wex— . 151,)H1+mfx— . n

. . o . . e*
Cette proposition peut étre vue comme la limite de nouvelles fonctions, les fonctions x — — et x — x"e*. 1
X

est alors possible d’utiliser tous les résultats précédents, en particuliers ceux sur la composition. Par exemple,
. - : . et
si I’on consideére une fonction u telle que lim u(x) = o0, alors on aura lim —— = +-co.
x—a x—a u(x)

Il est important de bien avoir la méme expression dans I’exponentielle et au dénominateur !
—2x+4
= Exemple 19 : On considere la fonction f : x — 35 définie sur R*. On souhaite déterminer lim f(x).
X X——o0

Pour cela, il semble naturel de faire intervenir une croissance comparée. Seulement, les expressions dans
I’exponentielle et au dénominateur sont différentes, il faut donc transformer 1égerement cette écriture pour se
ramener aux fonctions mentionnées dans la propriété.
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10 1. Cours : Limites de fonction

Pour tout réel non nul x,

e—2x+4 e—2x X e4 e4 e—2x e4 (_2)3 X e—2x —864 e—Zx
= = — X —— = — X = X o
3x3 3xx3 37 X3 37 (-2)3xx3 3 (—2x)3
X
Or, lim (2x) = +-oo, et, par croissances comparées, lim — = +co.
X—y—o0 X—+oo XN
e—2x
Ainsi, par composition, lim 5 = too. Enfin, par produit, lim = —eo. "
x——oo (—2x)7 X —o00

Approfondissement : Asymptotes obliques
Définition 10 : Soit a un réel et f une fonction définie sur |a;+-oo[. Soit m et p des réels.

On dit que la droite d’équation y = mx + p est asymptote a la courbe représentative de f en oo si

lim (f(x) — (mx -+ p)) =0.

X—>+-o00

2 +3x-3
= Exemple 20 : On consideére la fonction f : x — %,déﬁnie sur R\ {1}. Pour tout x # 1,
x_
(1 2) (2x—2)
0 (1 +2> R43x—3 )T eia 3 2 uixia
xX)— | =X = - = = :
2 2x—2 2x—2 2x—2 2x—2

Ainsi, xgrfm (f(x) - (%x+2>> = Oetxl_iglm (f(x) — (%x—l—Z)) =0.

. L 1 R . .
La droite d’équation y = 2% + 2 est asymptote a la courbe représentative de f en +oo et en —oo.

1
Il est également possible, en étudiant le signe de f(x) — (2x+ 2) , de déterminer la position relative de la

courbe de f par rapport a son asymptote. Ainsi,

1
f(x)—<fx+2><0<:> <0&2x-2<0&x< 1.

2 2x—2

La courbe de f est en-dessous de son asymptote en —oo et est au-dessus en +co.
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2. Exercices

Notion de limite

» Exercice 1 — Voir le corrigé

On a représenté ci-dessous la courbe représentative ¢y d’une fonction f dans un repere orthonormé.

L A Taide de cette représentation graphique, déter-
é é S iner li , 1 , 1 , i ,
o - miner lim f(x), lim f(x) H(lgnz)+f(x) H(lgnz)_f(x)

xlirp flx)et xl_i,rflw f(x).

iiiiii 1

» Exercice 2 - Voir le corrigé

: : Quelles sont les asymptotes verticales ou horizontales
i ; T a la courbe représentative de la fonction f ?

On consideére une fonction f dont la courbe représentative ¢ est donnée ci-dessous.

Déterminer graphiquement les valeurs de 1_i>m f(x),
X —00

li , i , li , i t

im fG). tim fG), lim £, lim f(x) e

lim f(x).

X—>-o00

Quelles sont les asymptotes horizontales et verticales
ala courbe € ?

» Exercice 3 — Voir le corrigé

On considere une fonction f dont le tableau de variations est donnée ci-dessous. On note ¢’ la courbe représen-
tative de f dans un repere orthonormé.

x —oco —4 2 5 7 +oo

ol T ~ ~.

oo -3 -3

1. Déterminer lim f(x), lim x), lim x), lim f(x), lim f(x)et lim f(x
Jim f). Jm ()., lim 7). Hm £, lim /09 et lim (2
2. Quelles sont les asymptotes horizontales et verticales a 6 ?
3. Dans un repere orthonormé, tracer une courbe d’une fonction compatible avec ce tableau de variations.
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Opérations sur les limites

» Exercice 4 — Voir le corrigé

Déterminer les limites suivantes.

a. lim (x* +x—3) b. lim (x> 4+x—3) c. lim (x* +x*—3)
X—>+oo X—>—00 X—>+oo
1 1 1
d. lim ( ) e. lim ( ) f. lim < )
x40 \ 1 e x——oo \ | 47 x—feo \e¥ e
. 1 . , 2x
& xl—lg-lw ()? +4\/;C) h. xlir(l)!r <73 +4\/;C) ! xlirfh < 1 —x)
2 2 2
j. lim ( al > k. lim x) L lim ( al )
x—1- 1—x X—>+oo —X x——oo \ ] —x
. _ x . 2 ; 2 _
m. xgrfw((l 2x)e") n. lim, (x*=3x+1) o. lim_ (x* =3x+1)
4 4
: —x24+7x-3 : 1—x : l—x
p- xl—lgloo(e ) q xl—lﬂw (eXp<2—|—x+x3)> r xl—lgloo eXp<2+x+x3>)
» Exercice 5 — Voir le corrigé
2 4x—12
On considere la fonction f : x — ﬁ
1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction f.
3t 3-
Déterminer les limites de f en —oo, =5 75 17, 1T et +oo.

Justifier que f est dérivable sur D et exprimer f’(x) pour tout réel x de D.
En déduire le tableau de variations de la fonction f sur D.
Tracer I’allure de la courbe de f dans un repere orthonormé.

kv

» Exercice 6 — Voir le corrigé

Vx2—3x+2
x+1
1. Donner le domaine de définition de f.
2. Déterminer les limites éventuelles de f en —oo, 400, —1 7 et —17.

On considere la fonction f : x +—>

» Exercice 7 — Voir le corrigé
Une autre forme indéterminée...

1. Trouver trois réels a, b et c tels que, pour tout réel x, 2x> +6x> —9x+ 1 = (x — 1) (ax® +bx +c) .
23 +6x2 —9x+ 1
3x—x—2

2. En déduire lim
x—1

» Exercice 8 — Voir le corrigé

admet une limite finie

fx+h) = f(x)
h

On rappelle qu’une fonction f est dérivable en x si le taux de variation

lorsque 4 tend vers 0.

1. Ecrire le taux de variations de la fonction f : x — e* entre 0 et A.
X

2. Que vaut f'(0) ? En déduire la valeur de lim °-
x—=0 X
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Comparaison de limites

» Exercice 9 — Voir le corrigé

Déterminer les limites suivantes.

3
a. lim (e*+sin(x)) b. lim (x*+ 7> c. lim vx?2+1
X—+oo X—r+oo X X—roo
: . . 3sin(x) 4+ 2cos(x)
_ 3 B 3
d. XEIPM ((cos(4x) —3)x") e. xl_l}r}_lm ((cos(4x) —3)x) f. xl_lglw 3
o lim ( 14+ sin(x) > h lim (F + 2sin(x) > i lim <x + 2sin(x) )
X—rFo0 f X—>—+oo X X—>—o0 X
jo lim x+cos(x) k. lim y/x+sin(x)+3 1. lim 2x* —3x+ sin(4x)
X——foo X 4 s1n( ) X—s~-o0 X—sFoo
» Exercice 10 — Voir le corrigé
Déterminer les limites suivantes.
e4x
a. lim xe™* b. lim x’e™* c. lim —
X—+o0 X—r—00 X—too X
.oet—1 e —1 . 3xet44e* 4 3x
d. lim e. lim f. im —————
x—too ¥+ x x——o0 ¥ 4 X xotoo @2 tef ]
5 3xe* +4e* +3x h i e>x O e
. lim ————— . lim . lim —
L L P x-3teo 28 3o 28
X —X
jo lim (& =322 +5x—1) k. lim (¢'—3x%+5x—1) L fim ¢
X— oo x—r—o0 Xortee X
.etfe™ . et te” . et te”
m. lim n. lim o. lim
X—r—oo X x—0t X x—0~ X
2 * 2 *
p. lim M g. lim M r. lim (xZe ¥ _x)
X—> oo X X——0o0 X X—>—fo00

» Exercice 11 - Voir le corrigé

La fonction tangente hyperbolique est la fonction notée ¢4 et définie pour tout réel x par
ef—e™

eft+e ¥

th(x) =

1. Déterminer lim rh(x)et lim rh(x).
X—»—o0 X—pH-o0
2. Justifier que th est dérivable sur R et que pour tout réel x,

4

th' (x) = et

3. En déduire le tableau de variations de th.
4. Déterminer I’équation de la tangente & la courbe de la fonction t4 a 1’abscisse 0.
5. Dans un repere orthonormé, tracer 1’allure de la courbe ¢4 ainsi que sa tangente a 1’abscisse . 0.

» Exercice 12 — Voir le corrigé
ex
On considere la fonction f:x +— ——-.
x= 41
limites). Esquisser sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

Etudier la fonction f (domaine de définition, variation, signe et
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Approfondissement et synthese

» Exercice 13 — Voir le corrigé
On considere la fonction f définie pour tout réel x # —1 par
2
x“+3x—4
S0 =
1. Etudier la fonction f 1 variations, signe, limites.
1
2. Pour tout réel x # —1, on pose g(x) = f(x) — <§x—|— 1>.
6
2x+2°

1
(b) En déduire lirf g(x) et lim g(x). On dit que la droite d’équation y = Ex—l— 1 est une asymptote
X—>—+oo X—>—o0

(a) Montrer que, pour tout réel x # 2, g(x) =

oblique a la courbe de f.
. . 1 . .
3. Dans un méme repere orthonormé, tracer la droite d’équation y = §x+ 1 et la courbe représentative de

la fonction f.

» Exercice 14 - Voir le corrigé

On considere la fonction f définie pour tout réel x # 1 par f(x) = a
X—

1. Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout réel x # 1,

c
f(x) —ax—l—b+x_1.

2. En déduire que la courbe de f admet une asymptote oblique en +oo et en —oo dont on déterminera
I’équation.
» Exercice 15 - Voir le corrigé
On considere la fonction f : x — vxZ —3x+2.

1. Donner le domaine de définition D de f.
Déterminer lim f(x) et lim f(x).
X—r-o0 X—r—oo

Etudier les variations de f sur D.
Ecrire le polyndme x> — 3x + 2 sous forme canonique.

A

En déduire que la droite d’équation y = x — 3 est asymptote a la courbe de f en 4oo et que la droite

) 3
d’équation y = — — x est asymptote a la courbe de f en —co.

6. Tracer I’allure de la courbe de f dans un repere orthonormé.
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» Exercice 16 (Antilles - Guyane 2019) — Voir le corrigé
Soit a et b deux réels. On considere une fonction f définie pour tout réel x sur [0; +oo[ par

a

f(x):m-

La courbe C représentant la fonction f dans un repere orthogonal est donnée ci-dessous. Cette courbe passe
par le point A(0; 0,5). La tangente a la courbe C; au point A passe par le point B(10; 1).

| B
0.8
0.6
0.4 A
0.2
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

1. Déterminer graphiquement f(0) et f'(0).

2. Justifier que a = 1.

3. On admet que la fonction f est dérivable sur [0; +oo[ et on note f sa fonction dérivée. Vérifier que pour
tout réel x > 0

be—bx

f(x) = (e

4. En utilisant les données de 1’énoncé, déterminer b.

Partie B

La proportion d’individus qui possedent un certain type d’équipement dans une population est modélisée par la
fonction p définie sur [0; 4-oo[ par

B 1
C 14e 02

p(x)

Le réel x représente le temps écoulé, en années, depuis le ler janvier 2020.

Le nombre p(x) modélise la proportion d’individus équipés apres x années.

Ainsi, pour ce modele, p(0) est la proportion d’individus équipés au ler janvier 2020, p(3,5) est la proportion
d’individus équipés au milieu de I’année 2023.

1. Quelle est, pour ce modele, la proportion d’individus équipés au ler janvier. 2030 ? On en donnera une
valeur arrondie au centi¢me.
2. (a) Déterminer le sens de variations de la fonction p sur [0; 4-oo].
(b) Montrer que pour tout réel x > 0, p(x) < 1. En revenant au contexte étudié, ce résultat vous semble-
t-il cohérent ?
(c) Déterminer xl_i)rJIrloo p(x) Interpréter ce résultat dans le contexte de 1’exercice.
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» Exercice 17 (Amérique du Sud 2018) — Voir le corrigé
Lorsque la queue d’un 1é€zard des murailles casse, elle repousse toute seule en une soixantaine de jours.

Lors de la repousse, on modélise la longueur en centimeétres de la queue du 1ézard en fonction du nombre de
jours. Cette longueur est modélisée par la fonction f définie sur [0; 4o par :

f(x) = 10e"™

ot u est la fonction définie sur [0; +-oof par :
X

— _exp(2- 7>
u(x) exp ( 10

ou exp désigne la fonction exponentielle.

On admet que les fonctions u et f sont dérivables sur [0; +oo[ et on note u’ et f leurs fonctions dérivées
respectives.

1. (a) Vérifier que pour tout réel x positif, on a

1

u'(x) = ~To (x).

(b) En déduire que pour tout réel positif x, on a

(%) = —u(x)e .
(c) Quel est le sens de variations de la fonction f sur [0; +oo[ ?

2. (a) Calculer f(20). En déduire une estimation, arrondie au millimetre, de la longueur de la queue du
1ézard apres vingt jours de repousse.

(b) Déterminer lim u(x) et en déduire lim f(x).
xX— X—r—+00

—+oo

(c) Selon cette modélisation, la queue du lézard peut-elle mesurer 11 cm ?

3. On souhaite déterminer au bout de combien de jours la vitesse de croissance est maximale. On admet
que la vitesse de croissance au bout de x jours est donnée par f’(x). On admet que la fonction dérivée f’
est dérivable sur [0; 4o, on note f” la fonction dérivée de f’ et on admet que, pour tout réel x positif :

f1(0) = 154®) e (14 u(x)).

(a) Déterminer les variations de f” sur [0; +oo|.

(b) En déduire au bout de combien de jours la vitesse de croissance de la longueur de la queue du 1ézard
est maximale.
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Notion de limite

» Correction 1 — Voir I’énoncé

D’apres cette représentation graphique, lim f(x) = 4o, lim f(x) = —eo, lim f(x) = —eco,
x—1+ x—1- x—(=2)*
li = —oo, i =2, i =3.
(i f() Jim flx) =2, lim f(x)
De plus,

* La droite d’équation x = 1 est asymptote verticale a la courbe de f.

* La droite d’équation x = —2 est asymptote verticale a la courbe de f.

* La droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale & la courbe de f en +-co.
* La droite d’équation y = 3 est asymptote horizontale a la courbe de f en —oo.

» Correction 2 — Voir I’énoncé
lim f(x) = —oco, lim f(x)=—oo, lim f(x)= oo, lim f(x) = —oo, lim f(x) = +oo, lim f(x)=2.
x—(=2)~ x—(=2)*

X——00 — x—2~ x—2t X—bo0
Par ailleurs,

 La droite d’équation x = 2 est une asymptote verticale a la courbe de f.
* La droite d’équation x = —2 est asymptote verticale a la courbe de f.
* La droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale & la courbe de f en +-co.

» Correction 3 — Voir I’énoncé
lim f(x)=2, lim f(x)= —co,
x—(—4)~

X—>—00

i
x—(
Les droites d’équation x = —4 et x = 5 sont asymptotes verticales a la courbe de f. La droite d’équation y =2
en est une asymptote horizontale en —oo et la droite d’équation y = 1 I’est en +oo.

1_1411)+f(x) = +oo, lirg f(x) = +oo, 1ir§1+f(x) = +oo, lim f(x)=1.

X—r—+Foo
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Opérations sur les limites

» Correction 4 — Voir I’énoncé

a. Puisque lim x’ = +ooet lim x= 4o, 0na lim (x*+x—3) =

X—>—+o0 X—>—+oo X—r+Foo
b. Puisque lim ¥ =_—ccet lim x= —oco,0na lim (x3 +x-3)=-—
X——oo X—r—00 X—>—0o0

c. Puisque lim x’ = +ooet lim x* = +o0, onaalors lim (x° +x* —3) = oo,

X—rH-o0 X—r—o0 X—rH-o0
d.Ona lim e *=0. Ainsi, lim ( ) =1
X—r—+o0 x—r+oo \ 1 +e ¥
1
e.Onaque lim e * = +oo. Ainsi, lim ( ) =0
X——oo x—+oo \ | J =%

1
= tooet lim ( >=0

f.Onaque lim e *=0et lim e' = +co. Ainsi, lim < )
e*+e* x—feo \ ¥ 7%

X——+o0 X—+oo X—r+o0

1 1
g. lim — = fooet hm Vvx = 0. Ainsi, hm <3 +4\/;c> =
x—0+ X X

1 1
h. lim — =0et lim /x = 4oo. Ainsi, hm <3 +4\/}) =
x

x—+oo x3 x—>+o0

2
i. lim (1—x)=0". Ainsi, lim (1 * ):—oo.

x—1+ x—1* —X
2
j- lim f(x) =0". Ainsi, lim ( al ) = oo,
x—1- x—=1-\1—x
2
k. Pour tout réel x # 1 et x # 0, f(x) = ——. Ainsi, lim < >
1 _1 X—>+oo
x

)--

3 1
n. Pour tout réel x # 0, f(x) = x* (1 — =+ 2) . Ainsi, hm (x —3x+1) =
X X xX—

X—r—o00

l. Le méme raisonnement permet d’établir que lim <

—Xx
m. x1_1>rJrr1m(1—2x) —oo0 etxgr}rlwe = +o0. Ainsi, hm f( )=

0.0na lim x* = +oet lim (—3x) = +oo. Par somme, lim (x* —3x+1) = 4oo
X——o0 X——o0 X——o0

p.Ona lim (—x>+7x—3) = —eet lim e =0. Ainsi, lim (e‘x2+7x_3) =0.
X—y—o00

X——o0 X—>—0o0

q. Pour tout réel non nul x,

-t (1) i
> 3T 302 1 =XX 1
+x+x B(E+5+1) S+a+1
o 1—x*
Ainsi, lim x = —oo et donc, en appliquant la regle des signes, hm % = +oo.
X——oo ——o0 2+ x + x3
1—
Or, lim eX = +oo. Finalement, lim exp| —m—~ = H-o0.

_ 4

r. lim x = +ooetdonc, en appliquant la regle des signes, lim

3 —too Or, lim eX =0. Finalement,
X—r-o0 x—=+eo 2 x4 X X——o0
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I 1o 0
im | ex =0.
ot \ TP 23

» Correction 5 — Voir I’énoncé

3 3
1. Les racines du polyndme 2x24+x—3 sont 1 et —5; Ainsi, f est définie sur R\ {—5; 1}.

4 12 4 12
R 3 2 l=1-7 1=-1-2
2. Pour tout réel x différent de 0, 1 ou —5»ona flx) == x 5 = 5
g T2 i g
| | X X X X
Onadonc lim f(x)= - et lim f(x)= . Parailleurs, le tableau de signes de 2x> +x — 3 est le suivant
X—r+oo 2 x——o 2
X —o0 -3/2 1 +oo0
2x> +x—3 + 0 - 0 +

15
Ainsi, lim (2°4+x—3)=0"et lim (x> —4x—12)= 7 Ainsi, lim  f(x) = —oo.

w—=(=3) =(=3) =(=3)

15
Puis lim (2x°4+x—3)=0et lim (x2—4x—12):—I. Ainsi, Lim _f(x) = +oo.

o (-3)" (1)’ (-3)
Par ailleurs, lim (2x* +x—3)=0"et lim (x> —4x—12) = —15. Ainsi, lim f(x) = +oo.
x—(1)" x—(1)" x—(1)"
Enfin, lim (2x*4+x—3)=0"et lim (x> —4x—12) = —15. Ainsi, lim f(x) = —oo.
x— ()" x—(1)7" x—()7F

3. f est le quotient de deux fonctions dérivables sur chaque intervalle de D, et dont le dénominateur ne
s’annule pas sur D. f est donc dérivable sur chaque intervalle de D. Pour tout réel x € D, on a alors

(2x—4)(2x% +x—3) — (¥ —dx— 12)(4x+1)  9x* +42x+24

/ —
fix) = (2x2 +x—3)? (2x2+x—3)%°
4. Pour tout x € D, (2x* +x—3)%? > 0. f'(x) est donc du signe de 9x> + 42x + 24. 1l s’agit d’un polyndme

du second degré dont les racines sont —4 et —3 On peut alors construire le tableau de signes de f” et en

déduire les variations de f.

x Y —4 —3/2 —2/3 1 o0
f(x) + 0 - - 0 + +
: - - }
f . / \ \ 6 / /'
2 —00 35 —o0
T
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» Correction 6 — Voir I’'énoncé

Vx2 —3x +2 existe si et seulement si x> —3x+2 > 0. Or, x> — 3x+ 2 est un polynéme du second degré dont
les racines sont 1 et 2.

x —oo 1 2 +oo

X2 —3x+2 + 0 — 0 +

Ainsi, Vx> —3x+2 existe pour x €] —oo; 1] U[2;+40o[. Par ailleurs, —1 est une valeur interdite puisqu’elle
annule le dénominateur de f. Ainsi, le domaine de définition de f est (] — oo; 1] U [2;4-o0) \{ 1}.

Pour tout réel x > 2, Vx2 =x et donc vVx2 —3x+2 =Vx ><\/1—7+— xy/1 7+—2
X
3 2 3
o g e
x X2 x  x2

Ainsi, pour tout x > 2, f(x) = —

1 1
x{1+- 1+ -
X X
Par ailleurs, pour tout réel x < —1, vx2 = —x ! Il faut bien faire attention au signe ici.

(ST

Puis, lim (x> —3x+2)=+v6>0. De plus, si x < —1, alors 1 +x < 0. Ainsi, lim (14+x) =0 et
x—(=1)~ x—=(=1)~

li = —oo,
x%(lznl)’f(X)

Enfin, 1(11111) (x2 — 3x—|—2) = \f6 > 0. De plus, si x > —1, alors 1 +x > 0.
x—(—
Onen déduit que lim (1+x)=07". Ainsi, lim f(x) = +oo.
x—=(—=1)*

x—=(=1)*t

Il en vient que 1_1>rJ1£10o flx)=1.

Ainsi, pour tout réel x < —1, f(x

Il en vient que lim f(x)=—1.

X—r+oo

» Correction 7 — Voir I’énoncé

On développe I’expression de droite. Pour tout réel x,
(x—1)(ax* +bx+c) = ax’ + (b — a)x* + (c — b)x —c.

On identifie alors les coefficients de 2x* + 6x% — 9x+ 1 et ax® + (b — a)x* + (¢ — b)x — c. 1l suffit de trouver a,
betctelquea=2,b—a=6,c—b=-9et—c=1.0Onadonca=2,c=—1puisb—a=6etc—b=-9.

Enprenanta =2,b=8etc= —1,onaalors (x—1)(2x* +8x—1)(x — 1) = 2x> +6x*> — 9x+ 1.
2 2
Les racines du polyndme 3x> —x — 2 sont 1 et ~3 Ainsi, pour tout réel x, 3x> —x—2=3(x— 1) <x+ 3).

2 20 4+6x7 —9x+1  (x—1)(2x%+8x—1) 2x*+8x—1

_ N
3x2—x—2 3(x—1)<x+§) 3x+2

Alors, pour tout réel x différent de 1 et —

L 283462 —9x+1 2x1248x1—1 9
Ainsi, lim = =—.
sl 3x2—x—2 3x1+42 5
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» Correction 8 — Voir I’énoncé
Ce't teh*eo 'teh*1
€ taux vau SO1
h—0 h

e —1
X

£/(0) = = 1. Ainsi, par définition de la dérivée, lin(l)
x—

Théoréme de comparaison

» Correction 9 — Voir I’énoncé
a. Pour tout réel x, e* +sin(x) > e¢* — 1. Or, lirf (" —1) = oo
X—r+oo

Ainsi, par comparaison, lim (e*+sin(x)) = +oo.
X—>—+oo

3 ) .. .
b. Pour tout réel x > 0, x>+ = > x2 Or, lim X% = oo Ainsi, par comparaison, m
X x—

X—>—too

évidemment possible de faire une simple somme de limites.

=1.

3
<x2 + 7> = +oo. Il est
X

c. Pour tout réel x > 0, x> + 1 > x2, d’ot Va2 + 1 > Va2, ¢’est-a-dire f(x) > x Or, 1_1)111 X = +oo. Ainsi, par
X oo

comparaison, lim \/x2+1 = oo,
X—>+oo

d. Pour tout réel x, —1 < cos(4x) < 1. Ainsi, —4 < cos(4x) —3 <

X—rA-o0

e. Par ailleurs, pour x < 0, on a ((cos(4x) —3)x’) = —4x. Or, lim (— —4x’) =

X—>—o00

Ainsi, lim ((cos(4x 3)x) =

f. Pour tout réel x > 0,

3sin(x) <3 et —2 < 2cos(x) < 2.
3 <5 5

<
<

-3
Ainsi, pour tout réel x, —5 < 3sin(x) +2cos(x) et donc —

3sin(x) + 2cos(x) .

Or, lim () = lim (53> = 0. Par encadrement, lim (

X—>+o0 X—+o0 \ X X—r oo

g. Pour tout réel x > 0, —1 < sin(x) < 1 et donc — sin(x)

+200s( )) _

1
GSTR SR

—2. En particulier, pour x > 0, f(x) < —2x°.
Or, lim (—2x%) = —co. Ainsi, par comparaison, lim ((cos(4x) —3)x°)

3

1 1 i
Or, lim (—> = lim <> = 0. Ainsi, d’apres le théoréme d’encadrement, sin(x) ) — (0 et donc
xoteo \ /X x—rtoo \ /X x VX
. sin(x))
1 1 =1.
x—1>I-|I-1°° ( + \/)z
2 .
h. Pour tout réel x # 0, )H—isln(x) =1+ 2s1n(x). Or, pour tout x > 0, —— <
X
1 1 i
Or, lim <—> = lim — =0. D’apres le théoréme d’encadrement, lim (x =0 et donc
X—roo X X—roo X
lim <x+251n( )) _1
X—>—oo X
2 .
i. Pour tout réel x # 0, x—{—ism(x) =1+ ZM.
X X
. 1 _ sin(x) _ 1 L L
Or, pour tout x < 0, —1 < sin(x) < 1 et donc —— > > — (x est négatif, attention a bien changer le sens
X X X

1 1
de I'inégalité !). Or, lim <—> = lim - =0.

X——oo X X——oo X
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. I
D’apres le théoreme d’encadrement, lim sin(x) =0etdonc lim <x—|—sm(x)> =1.
X—— X X—r—00 X
cos(x) cos(x)
. B x—+cos(x) x I+ X 1 X
j- Pour tout réel x > 0, T sin(o) =-X Sin(x) = Sin(x)
X+ sin(x X 14 1+
X X
1 1 1 1
Or, pour tout réel x > 0, —— < COS( ) et —— < sm(x) < —. Or, lim (—7> = lim (7> = 0. Ainsi,
X x x—foeo \ X x—too \ X

1
X
d’apres le théoréeme d’encadrement, gm (
X——+oo
x—+cos(x) ) B
x+sin(x) /)

k.Pour tout réel x > 0, x+sin(x) + 3 > x + 2. Par croissance de la fonction racine carrée sur [0;4-oo[, il en vient
que \/x+sin(x) +3 > v/x+2. Or, lirJIrl Vx+2=
X—>—+o0

Ainsi, lim <

X—>+o0

Par comparaison, lim y/x+sin(x)+3 = +oco.
X—

—+oo
1. Pour tout réel x > 0, 2x? — 3x +sin(4x) > 2x*> — 3x — 1.
31
Or, pour tout réel x > 0, 2x? —3x — 1 = x? (2 -=— 2). Ainsi, lim (2x> —3x—1) = 4oo
X X X—r o0
Par comparaison, lirf (2x% — 3x+sin(4x)) = +oo.
X—r—o0

» Correction 10 — Voir I’énoncé

a. Par croissances comparées, lim x’e ™ = 0.
xX—

~+oo
b.Ona lim x> = —ooet lim e * = +oo. Par produit, lim e ¥ = —co,
X—r—00 X—y—00 X—r—00
e4x e4x
c. Pourtoutréel x >0, — =16 x ——
x? (4x)2"
eX e4)c
Or, lim 4x = oo et, par croissances comparées, lim —s = +oo. Ainsi, lim — = oo,
X—>oo X o0 X2 X—rfoo X
1 1
(1o —
) e —1 e(l ex> 1*5
d. Pour tout réel x, — = = =
Y e(1+3) 145
X e)C
by e —1
Or, lim — = 0 et, par croissances comparées, hm — =0. Ainsi lim =
X—boo ¥ Foo ¥ xteo el b x
X
e.Ona lim (¢*—1)=—1let lim (e'+x) = —oo. Ainsi, lim © =0
X—y—o0 X—>—o0 x——oco X 4 x
f. Pour tout réel non nul x,
4 4 3
X a7
3xe* +4e* +3x e <3+x+ex> X 3+;+§
P+l T 1y e . 1 _ 1°
3+ 2 + )
¥ er 3xe* +4e*+3
lim — X € — 3 par croissances comparées, hrn oo Ainsi, lim e rae Ao
X l+i Foo ¥ xoteo e e 41
X

g. Par ailleurs, lim (e®+e*+1)=1et lim (3xe"+4e*+3x) = —

X—>—00 X—>—00
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... 3xe"+4e*+3x
Ainsi, lIim ————— = —oo,
xr—e e ter 41
3x 3 e3x eSx
h. Pour tout réel x > 0, — = — x —. Or, par croissances comparées, lim — = +oo .
: 28 28 3x 0P P, e 3x
X
Ainsi, lim —— = +oo.
x—ro0 28x +
3x
i.Ona lim e =0et lim 28x = —o. Ainsi, lim — = 0.
X—$—00 X—s—o0 x——o00 28x

2 1 3x? 1
j- Pour tout réel x, ex—3x2+5x—1:ex(1—3x+5x— Or, lim 1—i+5£—— =1 par
er er e

X—roo e* er ef

croissances comparées. Ainsi, lim (e* — 3x% +5x — 1) = +oo.
X—>—+o0

K. Par ailleurs, en faisant simplement la régle de somme de limites, on obtient, lim (e —3x? +5x—1) = —oo.
X—»—o00
( . e o ee e ) )
1. Pour tout réel x > 0, e* > 0. Ainsi, e*+e* >e* et ——— > —. Or, par croissances comparées,
X X

et . et te

lim — = 40 et donc, par comparaison, lim ——— = H-oo.
X—rFoo X X—>+o0 X

m. Pour tout réel x < 0, e* > 0. Ainsi, e*+e* > e *. En divisant par —x qui est positif, on a alors

X —X —X X —X
e“+e e . . ) . € . . .. €
———— > —.0r, lim (—x) = oo et par croissances comparées, lim — = 4oo. Ainsi, lim —— = H-oo.
X —X X—p—c0 X+ X X——o0 —X
: . et e . et e
Par comparaison, on a donc, lim | ——— | = 4oet lim | ——— | = —oo.
X—r—00 X X—>—oo X
X —X
. . _ . e +e
n. Puisque lim(e* +e ) =e’ +e” =2, 0na lim ——— = oo,
x—0 x—0F X
. . _ . e 4e™*
0. Puisque lim(e* +e ™) =e’+¢e’=2,0na lim ——— = —oo,
x—0 x—0~ X

p. Pour tout réel x, e* < (2+cos(x))e* < 3e*.

) e’ (2+cos(x))e* _ . e
Pour tout réel x > 0, on a donc — < % Or, par croissances comparées, lim — = 4-oco,
X X x—+oo X
: . 2+4cos(x))e*
Par comparaison, on a donc lim % = +-oo.
X—r+oo X
) . e’ 2+4cos(x))e* _ 3e* . 3ef .ef
q. Par ailleurs, pour tout réel x < 0,ona — > % >—.0r, lim — = lim — =0.
X X X x—=—e X = Xx——oo X
. 2+4-cos(x))e* .
Par encadrement, lim % existe et vaut 0.
X—y—oo X
x? x?
r. Remarquons que pour tout réel x, x’e ™ —x = — —x. Or, par croissances comparées, lirE — =0 etdonc
(& X—r+0o0 €
e
lim ( —x) = —o0
x—4o0 \ ¥
» Correction 11 — Voir I’énoncé
X 1— 672x 1— ef2x
1. Pour tout réel x > 0, th(x) = — X =

et l+e 1+4e 2
Or, lim e 2 =0. Ainsi, lim th(x) = 1.
X—o00 X—rFo0
—X 2x 1 2x 1
Par ailleurs, pour tout réel x < 0, th(x) = °x¢ =
e
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Or, lim e* =0 Ainsi, lim rA(x) = —1.
X—>—00 X—> o0
2. th est un quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas. Cette fonction est

donc dérivable sur R et pour tout réel x,

(ex + e—x) (ex + e—x) _ (ex _ e—x)(ex _ e—x) - er 124 e—2x _ (62x _2_ e—2x 4

th(x) = (e¥+e7)2 (¥ +e*)2 (X +e )%

3. th est donc strictement croissante sur R.
4. L’équation de la tangente 2 la courbe de la fonction 74 en 0 est y = th'(0)(x — 0) +¢h(0).

4 0_ .0
Or, th'(0) = @ =letth(0) = ¢ eO = 0. Ainsi, I’équation de cette tangente est y = x.

Uy
A

» Correction 12 — Voir I’énonceé

o . e* . e . T
On considere la fonction f : x — 21 La fonction f est définie sur R, son dénominateur n’étant jamais nul.
X

De plus, on a, pour tout réel x, f(x) > 0. f est de plus dérivable et pour tout réel x,

g X (Pl —etx2x  (x—1)%e"
S = (Z+1)2 N

= 0.

La fonction f est donc strictement croissante sur R puisque sa dérivée est positive et ne s’annule qu’en un

nombre fini de valeurs. La courbe de f a une tangente horizontale en 1 puisque f’(1) = 0. Par ailleurs, pour
X X X

; e 1 ) ) . € . €
tout réel x # 0, f(x) = — x ———. Or, par croissance comparées, lim — = +ooet lim — =0. f adonc
x2 1 X—r+o0 x2 X—r—00 x2
1+
X
les mémes limites.

La courbe de la fonction f est la suivante. La tangente horizontale en 1 est également tracée.

Approfondissement et synthese

» Correction 13 — Voir I’énoncé

f est définie pour tout réel x £ —1.
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Etude du signe de f

2x+2 s’annule en x = —1. x>+ 3x —4 est un polyndme du second degré dont les racines sont 1 et —4. On
construit alors le tableau de signe de f.

X —oo —4 —1 1 o0
2x+2 — — 0 + +
X2 +3x—4 + 0 - — 0
f(x) - 0 + - 0

Etude des limites

Pour tout réel x différent de O et —1

4 4
2 14+3-— i
X X 2 X 2
f) == x5 =xx ——5
4
o i 32 1 i — oo Alnsi. T e Deméme. _
r, lim 72—§ex_1>r£mx—+oo. 1n51,x_1>r£mf(x)—+w. ememe,x_l)rzlwf(x)——oo.

X—bfoo DL s
De plus, lim (2x+2)=0Tet lim (x*+3x—4)=(—1)>+3x(—1)—4= —6. En appliquant la régle
x—(=1)* x—(=1)*

des signes, on a alors lim f(x) = —oo. De la méme maniere, lim f(x) = H-oo.
x—=(—1)* x—=(—1)~

Etude des variations
Pour tout réel x, on pose u(x) = x>+ 3x — 4 et v(x) = 2x+2. u et v sont dérivables sur | —oo; —1[ et | — 1; 4o
et v ne s’annule pas sur ces intervalles. f est donc dérivable sur ces intervalles et pour tout réel x # —1, on a
(2x+3)(2x+2) — (K +3x—4) x2  x*4+2x+7

(2x+2)? o (2x+2)2

flx) =

Puisque pour tout réel x # —1, (2x+2)? > 0, f'(x) est du signe de x> +2x+ 7. C’est un polyndme du second
degré dont le discriminant vaut A = 2> —4 x 7 x 1 = —24 > 0. Ainsi, pour tout réel x # 2, f'(x) > 0.

Résumé dans un tableau

On met toutes ces informations dans un tableau et on en profite pour vérifier si le tout est cohérent.

X |—oo —4 1 | oo
f'(x) + +

+oo +oo
fx) — 0 + — 0 +
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Pour tout réel x # —1,

1
x4 3x—4— <§x+l> (2x+2)

x> +3x—4 (1 +1>
- —X —
2x+2 2 2x+2
Ainsi,
X43x—4—x2—x—2x—-2 6
g(x) = =—
2x+2 2x+2
2 2
T x-+3x—4 <1 > . X43x—4 (1 )
A 1 - | =x+1 = 1 T  Zx+1 =0.
1n31,x$grlw< 712 2x+ ) Oetx_lglw< ) Zx—i- 0

—

» Correction 14 — Voir I’énonceé

Pour tout réel x,

ax’*+(b—a)x+c—b

x—1

On cherche donca,betctelsquea=1,b—a=0etc—b=0:ontrouvea=>b=1.

artbr S ax(x—1)+b(x—1)+c
x—1 x—1
x* 1
Ainsi, pour tout réel x, o =x+1+ T
[e— x_

On a alors xl_l}rfw(f(x) —(x+1)) = xl_lglmx_

asymptote a la courbe de f en —oo et +-oo.

» Correction 15 — Voir I’énoncé

1. f(x) existe si et seulement si x> —3x+2 >

=0, et de méme en —oo. La droite d’équation y = x+ 1 est

0. Or, x*> — 3x +2 est un polyndme du second degré dont les

racines sont 1 et 2. Ainsi, f est définie sur | —oo; 1] U [2;4-o0].
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3 2
2. Par somme, lim x> —3x+2 = +oo. Par ailleurs, pour tout x > 2, X2 —3x+2=2x? (1 ———+ 2) et donc
X X

X——o0

lim x% —3x+2 = +o0. Or, lim VX = +oo.
X—rtoo

X—r o0
Ainsi, xgglw flx)= xgryw f(x) = oo

2x—-3
2v/x2—3x+2

3. festdérivable sur | —oo; 1] et |2; +oo[. Pour tout réel x dans I’un de ces intervalles, f'(x) =

qui est du signe de 2x — 3.

X —o0 1 3/2 2 +oo

2 2 2
1
4. Pour tout réel x, x> —3x+2 = <x3> — <3> +2 = (x3> i

5. Pour tout réel x > 2,

3 3\2 3
Or, six > 2, alors x — 5 > 0 et donc (x— 5) =x—z Ainsi, pour tout x > 2,

3 3
On adonc lim < flx)— (x — 5)) = 0. La droite d’équation y = x — 5 est asymptote a la courbe de f

xX—+
en oo,
. 3 3\? .
Par ailleurs, pour tout x < 1, x — 5 < 0 et donc xX— 2 = 7 — x. Ainsi, pour tout x < 1,
3
- (3-3)-

3 3
On adonc lim < flx)— <f —x)) = (. La droite d’équation y = 5% est asymptote a la courbe de f

X——00 2
€n —oo,
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’ N
6 s N
. . P2 N

» Correction 16 — Voir I’énoncé

Partie A

1. Puisque la courbe de f passe par le point de coordonnées (0;0,5), on a donc f(0) = 0,5. Par ailleurs,
17(0) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe de f en 0. Cette tangente est la droite (AB),
dont le coefficient directeur vaut

YB—YA 1_075 o 075
XB — XA N 10-0 a 10
On a donc f/(0) = 0,05.
2. D’apres la lecture graphique, f(0) = 0,5. Or, d’aprés ’expression de f(x), on a

=0,05.

a a a

a
0 = = = = —.
0) 14ebx0 14e0 141 2

Ainsi, g —0,5,etdonca=2x0,5=1.

) 1
3. Pour tout réel x, on pose u(x) = 1 +e~?*. u est dérivable et pour tout réel x, u’(x) = —be?*. Or, f = —.
u
/
ooy u )
Ainsi, [/ = 0 et donc, pour tout réel x,
_befbx befbx
/
fx)=— =

(1 +e—bx)2 (1 +e—bx)2

Attention, aux deux signes "-" !.
4. D’apres la lecture graphique, f'(0) = 0,05. Or, d’apres I’expression de f,
bebx0 be® b b

f1(0)= (1 +e-0x0)2 = (1+e0)2 - (1+1)2 4

Ainsi, g = 0,05 et donc b =0,05 x4 =0,2.
Partie B

1. p(10) = T4 e 02510 ~ (),88. La proportion d’individus équipés au ler janvier 2030 est d’environ 0,88

(soit 88% de la population totale).
0,2e 0:2x
2. (a) D’apres la partie A, p est dérivable sur [0;+oo[ et pour tout réel x > 0, p/(x) = (14"702)6)2' Or,
e Y
une exponentielle étant toujours strictement positive, on a, pour tout réel x, p’(x) > 0. La fonction
p est donc strictement croissante.
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(b) Pour tout réel x > 0, e"%> > 0 et donc 14 e~%* > 1. En appliquant la fonction inverse qui est

1 .
—5; < 1. Ce résultat est cohérent : une proportion

décroissante sur ]0; +oo[, on obtient alors T
e

ne peut dépasser 1.

(c) Puisque lirf e 0 =, lirf p(x) = 1. A terme, tous les individus possederont I’équipement
X——o0 X—>4o0

étudié ici.

» Correction 17 — Voir I’énonceé

1. (a) Onau=exp(v)ouv:x—2— % Pour tout réel x positif, on a

oA _ ! __ 1
' (x) = v'(x) X exp(v(x)) = =15 exp(v(x)) = —aulx).
(b) Pour tout réel positif x, on a
1
£(x) = 10d/ (x)e"™ = 10 x (—Eu(x)e”(x)> = —u(x)e"™).

(c) Pour tout réel x, ™ > 0 et —u(x) = exp <2 — 1)6—0) > 0. f est donc strictement croissante sur
[0; +oo].
2. (a) f(20) = — ~3.7. Apres 20 jours de repousse, la queue du 1ézard mesure environ 3.7 cm.
e

(b) Ona lim (2— i) — —wet lim ¥ =0 .Ainsi, lim u(x) =0etdonc lim f(x) = 10e° = 10
x—>o0 10 X——oco x—Fo0 X—>oo
(c) La fonction f est croissante et sa limite en +oo vaut 10. Elle ne peut donc atteindre 11. La queue

du lézard ne peut pas atteindre 11cm selon cette modélisation.
1
3. (a) Pour tout réel x, e“®) > 0 et Eu(x) < 0. f" est donc du signe opposé a celui de (1 + u(x)). Or
X x
1+ u(x) <O<:>1—exp<2—ﬁ) <0&1 gexp<2—1—0>

et donc

14 u(x) §0<:>0<2—110 20> x.
Ainsi, f”(x) est positive sur [0;20] et négative sur [20;4oo[. f’ est donc croissante sur [0;20] et
décroissante sur [20; +-co].
(b) La vitesse de croissance de la longueur de la queue du lézard est maximale au bout de 20 jours.
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