Chapitre IV : Dérivation

& m agm » =
Derivabilité sur un intervalle
Définition 1.1 Soit 7 un intervalle et f une fonction définie sur I. On dit que f est dérivable sur
I si f est dérivable en tout a € 1. On appelle alors fonction dérivée de f sur / la fonction

J2 I — R
Txo— f(x)

= Exemple 1.1 Soit f : x — x?, définie sur R. Soit x € R ; nous allons montrer que f est dérivable

en x, et donc que f est dérivable sur R. Soit donc # € R*

f+h)—f(x)  (x+h)?—x*  x*+2xh+h*—x? _ 2xh+ h?

h h h h o
Lorsque # se rapproche de 0, cette quantité se rapproche de 2x.
Ainsi, pour tout x € R, f est dérivable en x et f'(x) = 2x "
Dérivées usuelles
flx) = Définie sur Dérivable sur f(x)=
keR R R 0
mx+ p, met p réels R R m
x? R R 2x
X" pour n € N* R R nx"!
! ] —o0;0[ et ]0; +oo] | —o0;0[ et ]0; 40| !
x b 9 2 2 x2
1 . n
= pourn € N | —o0;0[ et |0; +oof ] —0;0[ et |0; +-o0] s
1
0' o] 0' [o'e} R
Vi 0o 105 +ec] N

® Ce tableau est bien entendu & connaitre par coeur, ainsi que les démonstrations qui vont avec !
Remarquez par ailleurs que dans les lignes 5 et 6, les domaines de définition et de dérivation ne
sont pas notés R* ou R\ {0} : ces deux ensembles ne sont pas des intervalles !

1
Démonstration 2.1 On considere la fonction f définie pour tout x € R* par f(x) = —. Soit x € Rx
x
etheR*

x+h) x(x+h) “h

R X+hx X+ hx

fx+h)—fx) x+n x 1 X x+h 1 —h 1
n (x( )
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1
Lorsque A tend vers 0, cette quantité tend vers ——. f est donc dérivable sur R*, de dérivée
X
1
flixe ——. O
X
Démonstration 2.2 On considere la fonction f définie pour tout x € [0; 4o par f(x) = 1/x. Soit
x €]0;4oo[ et h € R.

flx4+h)—f(x) Vx+h—yx (Vx+h—yx)(Vx+h+yx)  x+h—x 1
h h h(Vx+h+ /) h(Vx+h++/x) Vx+h+x
1
Lorsque 4 tend vers 0, cette quantité tend vers ﬁ f est donc dérivable sur |0; 4o, de dérivée
X
1
/.
fix— NG o

p) Lafonction Racine carrée est définie en O mais n’est pas dérivable en 0 !

Opérations sur les dérivées

Dans toute la partie suivante, I désigne un intervalle.

Produit par un réel
Propriété 3.1 Soit u une fonction définie et dérivable sur I et A € R. Alors la fonction Au :
x +— Au(x) est définie sur 7, de dérivée Au' : x — Au'(x)

Démonstration 3.1 SoitxeletheRtelquex+h el

Au(x+h) — Au(x) u(x+h) —u(x)

=2
h h
h) —
Or, f est dérivable sur /, donc w tend vers u'(x) lorsque & tend vers 0. Ainsi,
h) —
A ulxth) —ulx) tend vers Au/(x) lorsque A tend vers 0. D

h
= Exemple 3.1 La fonction f : x — 4x? est définie et dérivable sur R, de dérivée f': x+ 8x =

Somme de fonctions dérivables

Propriété 3.2 Soit u et v deux fonctions définies dérivables sur I.
La fonction u + v : x — u(x) + v(x) est définie et dérivable sur /, de dérivée

(u+v) x> u (x)+V'(x)

Démonstration 3.2 SoitxeletheRtelquex+h e l.

(utv)Ceth) = (utv)x) _ubeth) —u@)+vieth)—vix) ubet+h)—ul)  veth) —v)

h h h
Cette quantité tend, lorsque A tend vers 0, vers u/(x) +V/'(x). D

= Exemple 3.2 La fonction f : x — x> 4 3x+ 5 est définie et dérivable sur R, de dérivée
flix—2x+3 .



3 Opérations sur les dérivées 3

3.3 Produit de fonctions dérivables

Propriété 3.3 Soit u et v deux fonctions définies dérivables sur I.
La fonction uv : x — u(x) X v(x) est définie et dérivable sur /, de dérivée

(uv): x = u' (x) x v(x) +u(x) x V' (x)

Démonstration 3.3 SoitxeletheRtelquex+hel.

(uv)(x+h) — (uv)(x) _ u(x+h)v(x+h) —u(x)v(x)
h
_ u(x+h)yv(x+h) —u(x)v(x+h) +u(x)v(x+h) —u(x)v(x)
h
_ v(x+h)u(x+h2l—u(x) +u(x)v(x+h2l—v(x)

h)— h)—
u et v étant dérivables sur /, les quantités ulx+h) —ux) et vix+h) —v(x)

tendent respectivement

vers u'(x) et V/(x) lorsque A tend vers 0. De plus, v(x+ &) tend vers v(x) lorsque 4 tend vers 0.
Ce taux de variation tend donc, lorsque 4 tend vers 0, vers /' (x)v(x) + u(x)v'(x). D

p) Le fait que v(x+h) tende vers v(x) lorsque / tend vers O n’est en fait pas si évident. Vous aurez
plus de précisions I’an prochain, en étudiant la continuité des fonctions. Pour cette année, nous
estimerons ce point acquis.

= Exemple 3.3 On considére la fonction f : x — x>/, définie sur [0; 4-oo|.
e La fonction u : x — x2 est dérivable sur R, de dérivée /' : x — 2x.

e La fonction v : x — /x est dérivable sur ]0; 40|, de dérivée v : x — 7
x
La fonction f est donc dérivable sur |0; +oo[, comme produit de deux fonctions dérivables sur cet
intervalle. De plus, pour tout x €]0; 40|,

x2

1
NG =2x\/x+ Ex\/;c: %x\/;c

F1(x) = (x)v(x) +u(x)V (x) = 2x/x+

3.4 Quotient de fonctions dérivables

Propriété 3.4 Soit u et v deux fonctions définies dérivables sur I telle que v ne s’annule pas sur

1.
. u o u(x) o L i
La fonction — —> ﬂ est définie et dérivable sur I, de dérivée
% v(x

(z)’ - u' (x) x v(x) —u(x) x v (x)

v v2(x)



3 Opérations sur les dérivées 4

Démonstration 3.4 SoitxeletheRtelquex+hel.

%(Hh)—%(x) 1 (ulx+h)v(x) u(x)v(x+h)
h R (v(x—i—h)v(x v+ v ))
)

h
1 y u(x+h)v(x) —u(x)v(x) + u(x)v(x) —u(x)v(x+h)
h X

v(x+h)v(x)
B 1 u(x+h)pv(x) —ux)v(x)  vix+h)u(x) —v(x)u(x)
 v(x+h)v(x) . < h a h )
B 1 u(x+h) —u(x) v(ix+h) —v(x)
 ov(x+h)v(x) % <v(x) h —ulx) h )

u(x+h) —u(x) ot v(x+h) —v(x)

u et v étant dérivables sur /, les quantités tendent respectivement

vers u'(x) et V/(x) lorsque A tend vers 0. De plus, v(x + &) tend vers v(x) lorsque % tend vers 0.
M()()*M()()

x

Ce taux de variation tend donc, lorsque 4 tend vers 0, vers

X% 2x+2
3x—7
7
e Cette fonction est définie pour tout x tel que 3x — 7 # 0, ¢’est-a-dire sur R\ {g} .

m Exemple 3.4 On consideére la fonction f : x —

e La fonction u : x — x% + 2x + 2 est définie est dérivable sur R, de dérivée i/ : x — 2x+2
e La fonction v : x — 3x — 7 est définie et dérivable sur R, de dérivée v'x — 3. De plus, cette

slet ]
—oco— | et | =;Foo]|.
3 3

7
La fonction f est donc dérivable sur chacun des intervalles } _°°§ { et }

fonction ne s’annule pas sur les intervalles

7
5; 00 { De plus, pour tout

x dans dans 1’un de ces intervalles :

) = u' (x)v(x) — u(x)V'(x) _ (2x+2)(3x—7) = 3(x* +-2x+2)
v2(x) (3x—7)2
6x? — 14x+6x— 14 —3x> —6x — 6
- (Bx—17)?
32— 14x-20
B (3x—17)2

3.5 Composition d’'une fonction affine par une fonction dérivable

Propriété 3.5 Soit I un intervalle. Soit m et p deux réels, avec m # 0 et u une fonction définie
et dérivable sur /. Alors la fonction g : x — u(mx + p) est dérivable sur I’ensemble des x tels
que mx+ p € I, de dérivée

u i x s mxu (mx+p)

Démonstration 3.5 Admise... pour le moment ! o

= Exemple 3.5 On considere la fonction f : x — (5 — 3x)2. On note  la fonction x +— x?, dérivable
sur R, de dérivée ' : x — 2x. Alors pour tout réel x, on a f(x) = u(5 — 3x). Ainsi, f est dérivable
sur R, et pour tout réel x,

F(x)==3xu/(5-3x) = =3 x2(5—3x) = 18x — 30
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. On note u la

1
m Exemple 3.6 On considere la fonction f : x — +/4x+ 1, définie sur {—1;4—00
1
fonction x — /x, définie sur [0; +oo[, dérivable sur ]0; 40|, de dérivée u’ : x — ——

2%

1
o Soitx € R. 4x+1 €]0;4o0[<>4x+1> 04> x > ~7

1
e Pour tout réel x € } —Z;—Foo {, ona f(x) =u(4x+1).

e Ainsi, f est dérivable sur

1 .
— Z; o0 [, et pour tout x dans cet intervalle,

4 2
2VAx+1  Ax+1

f(x)=4dxu(4x+1)=
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