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Suites arithmétiques

Définition récursive
Définition 1.1 Soit (u,) une suite. On dit que la suite (u,) est arithmétique s’il existe un réel r
tel que pour tout n € N, u,,11 = u, + r. Le réel r est appelé la "raison" de la suite.

= Exemple 1.1 La suite (u,) définie par

{ up =5
Pour tout n € N, 1 = u, +4

est arithmétique, de raison 4
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» Exemple 1.2 La suite (v,) définie pour tout n € N par v, = —2n+ 7 est arithmétique de raison

-2. En effet, soitn € N. uy) —up = —2(n+1)+7—(=2n+7) = —2. Ainsi, uy1 = u, — 2.

Terme général

Propriété 1.1 Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme u et de raison r. Alors, pour
toutn € N:

U, = Uy +nr

Démonstration 1.1 On a :
e ug=up+0xr
® U =uUuyg+r
e wy=u +r=uy+r+r=uy+2r
o ..
o

Up=tty_1+r=up+(n—1)r+r=up+nr

® En Terminale, vous découvrirez une démonstration plus rigoureuse que celle-ci : la démonstration
par récurrence.

» Exemple 1.3 Soit (u,) la suite arithmétique de terme initial uy = 5 et de raison r = —3. Alors

pour tout n € N, u, =5+ (—3) x n =5 —3n. En particulier, ujgp = 5 —3 x 100 = —295

Variations et limite

Propriété 1.2 Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.
e Sir >0, alors la suite (u,) est strictement croissante et sa limite vaut -oo.
e Sir <0, alors la suite (u,) est strictement décroissante et sa limite vaut —eo

Démonstration 1.2 11 suffit de remarquer que, pour toutn € N, w1 —u, =r
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Somme de termes
Propriété 1.3 Soitn € N, alors

n(n+1)
2

14+24+3+...+n=

n(n+1)
2

p) Cette propriété se note },;' ;i =

Démonstration 1.3 Notons S=142+3+...+n.
En réordonnant les termes, on a également S =n+...+3+2+41.
En additionnant alors les deux égalités, on a

S+S=1+n+Q2+n—-1)+0B+n—-2)+...4(n—-2+4+3)+(n—14+2)+n+1=n(n+1)

dou S = ”(”;1) .

Propriété 1.4 Soit (u,) une suite arithmétique de raison r. Soit n € N. Alors

uyg+u Premier terme + Dernier terme
uo—l—ul—l—...—l—un:(n—l—l)%:Nombredetermes X 5

Démonstration 1.4 On rappelle que pour une suite (u,) arithmétique, de raison r, pour tout n € N,
Uy, =Uug+rn

Ainsi,
uo+uy+...+u, =uo+ (up+r)+ (uo+2r)+...+ (uo+rn)

D’ou
up+uy+...+uy, =+ Dug+r+2r+3r+---+m=n+Dug+r(1+2+...4+n)

En utilisant le résultat précédent, on a donc

) 2(n+1 1
u0+u1+...+un:(n+1)u0+r”(”2+ ) _ 2nt )uo;m(’H )

On trouve alors

(n+1)(uo +up + rn) _ (n+1)(uo+up)
2 2

up+ur+...+up =

uo+u,

p) Cette propriété se note Y\ qu; = (n+1) 7

Suites géomeétriques
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Définition 2.1 Soit (u,) une suite. On dit que la suite (u,) est géométrique s’il existe un réel ¢
tel que pour tout n € N, u, 1| = qu,. Le réel g est appelé la "raison" de la suite.

» Exemple 2.1 La suite (u,,) définie par

{ uy=>5
Pour tout n € N, u,,.1 = 2u,

est géométrique, de raison 2. "

2.1 Terme général

Proprieté 2.1 Soit (u,) une suite géométrique de premier terme ug et de raison g # 0. Alors,
pour toutn € N :

Uy, = q" X ug

Démonstration 2.1 On a:

u():uQXqO
M1=6]><M0=611><M0
uzquulquqxuozqzxuo
— — n—1 _ N
Up =g XUp—1 =gXxXqg ~XUp=¢g XUy

2.2 Variations et limite

Propriété 2.2 Soit (u,) une suite géométrique de raison g. On suppose uy # 0.

e Sig <0, alors la suite (u,) n’est pas monotone.
e Si0<g<1,lasuite (u,)est:

— strictement décroissante si ug > 0

— strictement croissante si ug < 0
e Sig > 1, lasuite (u,) est:

— strictement croissante si uy > 0

— strictement décroissante si uy < 0

Démonstration 2.2 Cas 1: g <0 : dans ce cas, les termes de la suite (u,) changent de signe a
chaque rang. La suite ne peut donc étre monotone.
Cas2:0<g<1: pourtoutn € N,

Upy1 —Up = Moq"“ - Moqn = Moqn(q - 1)

Or, ¢ — 1 < 0, donc upq" (g — 1) est du signe opposé a ugy, d’ott la conclusion.
Cas3: g>1: On procede de la méme maniere mais cette fois, g— 1 > 0. o

Propriété 2.3 Soit (u,) une suite géométrique de raison q.

e Si—1 < g<1,alors u, tend vers 0 lorsque n tend vers +;nfty.
e Sig < —1, la suite (u,) n’admet aucune limite, finie ou infinie.
e Sig > 1, alors (uy) tend vers +oo si ug >, vers —oo si uy < 0
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2.3 Somme de termes d’une suite géométrique
Propriété 2.4 Soit n € N et ¢ un réel différent de 1. Alors,

1_qn+l
14+g+@+...+q'=—"—
l—¢q
Démonstration 2.3 Notons S = 1 +¢q+¢*+...+¢". Ainsi,
@S=q+@+¢+...+q""!
D’ol
S—aS=(1-q)S=14+q+¢+...+¢"— g+ +¢ +...+q") =1-¢""
Puisque g # 1, on a donc

1— n—+1
s=—1
l—gq

1— qn+1

l—gq

p) Cette propriété s’écrit également } . q =

Propriété 2.5 Soit (u,) une suite géométrique de raison ¢ différente de 1. Soit n € N

n+1 Nombre de termes

1—¢ ) 1 —raison
uo+uy +...u, = up———— = Premier terme X -
1—gq 1 —raison

Démonstration 2.4 On rappelle que pour une suite (u,) géométrique, de raison g, pour tout n € N,
Up = ”an

Ainsi,

1— qn-i-l

u0+u1+...+u,,:uo+uoq+uoq2+...+uoq":u0(1+q+q2+...+q"):uo g
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