Matrices

1 Notion de matrices

Définition 1 : Une matrice de dimension n X p est la données de np nombres (réels, complexes, entiers...)
présentés sous la forme d’un tableau composé de n lignes et p colonnes.

= Exemple 1 : (; g —16) est une matrice d’entiers relatifs de dimension 2 x 3.

(1 ; o3 z_ Z) est une matrice complexe de dimension 2 x 2.

Définition 2 : Quelques matrices particuliéres...

e Une matrice composée d’une seule ligne est appelée matrice ligne.
e Une matrice composée d’une seule colonne est appelée matrice colonne.
e Une matrice composée d’autant de ligne que de colonnes est appelée matrice carrée.

7

= Exemple 2 : 1,2 | est une matrice colonne de dimension 3 x 1.
-3,8

<\/§ T 1 %) est une matrice ligne de dimension 1 x 4.

1 0 2

—1 7 5 | estune matrice carrée de dimension 3 x 3 (ou simplement matrice carrée de taille 3).
2 0 -7

Définition 3 : Soit A une matrice de dimension 7 X p, ¢ un entier compris entre 1 et n et j un entier compris
entre 1 et p.

On appelle coefficient (i,7) de la matrice A le nombre situé a I’intersection de la ligne ¢ et de la colonne j.

Lorsque la matrice est désigné par une lettre majuscule, ses coefficients sont en général désignés par la lettre
minuscule associée.

On écrira alors A = (a; ;) 1<i<n, 1<j<p-

a].,]. al ,2 .. ... al,p
a/2’1 a2’2 “ o o o« o . a/27p
A= -
a’n, 1 an72 .. PR an’p
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7T 3
1 -2 9
ayl = 7, a1 = let a3 = 9. u

m Exemple 3 : Dans la matrice A = ( ), pour laquelle le coefficient (i,j) est noté a; j, on a

= Exemple 4 : On considere la matrice A de dimension 2 x 3 dont le coefficient (i,5) vaut a; ; = ij. On a
alors

ea1=1x12=1
e ajp=1x22=4
e ...
o a2,3:2><32:18
) ) 1 4 9
Finalement, on obtient A = (2 3 1 8> n

Définition 4 : Soit A = (a; ;)1<i<n, 1<j<p € B = (bi j)1<i<n, 1<j<p deux matrices de méme dimension.

Les matrices A et B sont égales si et seulement si, pour tout entier ¢ entre 1 et n et tout entier j entre 1 et p,
@i j = bij.

Autrement dit, deux matrices sont égales si leurs coefficients sont égaux...

Définition 5 : Quelques matrices particulieres...

e On appelle matrice nulle de dimension n X p la matrice notée 0,,, dont tous les coefficients valent 0.
e On appelle matrice identité de dimension n la matrice carrée notée I,, dont tous les coefficients
diagonaux valent 1 et tous les autres valent 0.

m Exemple 5: 0y3 = (8 8 8) I3 =

S O =

O = O

= o O
| ]

2 Opérations sur les matrices

2.1 Produit d’une matrice par un réel

Définition 6 : Soit A = (a; j)1<i<n, 1<j<p UNe matrice et A un complexe. La matrice A A est la matrice de
taille n X p dont les coefficients sont égaux aux coefficients de A multipliés par A. Autrement dit,

)\al,l )\61,2 Aal,p
)\a271 )\02’2 Aazp
A = (M aij)i<isn, 1<<p = ‘ : :
/\an,l >\an,2 )\an,p
. 1 5 -9 9 45 —18
m Exemple6: Si A = <3 8 9 > alors 9A = (27 —-72 81 ) .
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2.2 Somme de matrices
Définition 7 : Soit A = (a; j)1<i<n, 1<j<p € B = (bi j)1<i<n, 1<j<p deux matrices de méme dimension.

La matrice A + B est la matrice de dimension n x p dont le coefficient (4,5) vaut a; ; + b; ;.

a1 +big - arp+biy
A+ B = (ai; + bij)ici<n,1<j<p = : :
an1+bp1 - pp + bmp
1 3 3 —2 4 1
mExemple7: SoitA=(4 -3 |etB=|7 8 |.AlosA+B=|11 5 |. ]
2 7 2 5 4 12

Propriété 1 : Soit A, B et C' deux matrices de dimension n X p, A et i deux complexes.

A+ B = B + A : I’addition de matrice est commutative.
A+0,,=4

(A+ B)+ C = A+ (B + C) : I’addition de matrices est associative.
AMA+ B)=\XA+ AB.

A+ p)A= XA+ pA.

Pour le moment, tout se passe pour le mieux.

2.3 Produit de matrices

Produit d’'une matrice ligne par une matrice colonne

b1
bo
Définition 8 : Soit A = (a1 as - ap) une matrice ligne de dimension 1 X pet B = . une
by
matrice colonne de dimension p x 1.
Le produit AB est la matrice de dimension 1 x 1 qui vaut
p
AB = (a1b1 + agby + -+ - + (Ipbp) = (Z albz>
i=1
8
mExemple8: Soit A=(1 3 —5)etB=| -2 |. AB=(1x8+3x(-2)+(-5)x3)=(-13) =
3
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Produit de deux matrices
Définition 9 : Soit A une matrice de dimension n X p et B une matrice de dimension p X q.

Le produit AB est la matrice de dimension 7 x g dont le coefficient (7,7) est égal au coefficient du produit
de la i-ieme ligne de A par la j-iéme colonne de B.

a1,1bi1 +arobo1 + - Farpbp1 ... a11big+a12bag a1 pbpg
AB . . .

an71b171 + an72b2»1 + U + anvpbp»l Tt an»1b17q + an72b27q + T _I_ an7pbp7q

B

— Important
:I; Il n’est pas possible de multiplier n’importe quels matrices entre elles.

Deux matrices peuvent étre multipliées si et seulement si le nombre de
colonnes de la premiere est égal au nombre de lignes de la seconde.

lllustration

Pour ne pas se perdre dans le calcul du produit de deux matrices, il peut
tre utile de se les représenter sous cette forme. La premiere matrice est
a gauche et la deuxieme matrice est au-dessus de la matrice produit a
— obtenir.

A retenir : (Matrice N x P) x (Matrice P x () ) = Matrice N x Q)

’ B : plignes q colonnes ‘

biq

bag

=
bS]
<

C12 N Clq
a1 @ NN a2p Co1 C929 e CQq
QAnl An2 . Anp Cnl Cn2 e Cnq
A : nlignes p colonnes ‘ ’ C = A x B : nlignes ¢ colonnes

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

2 Opérations sur les matrices 5

1 2 5 LS
m Exemple 9 : On considere les matrices A = < > etB=|7 0

A est de dimension 2 x 3 et B est de dimension 3 x 4. Il est donc possible de calculer le produit AB : ce
produit sera de dimension 2 x 4.

e Le coefficient (1,1) de AB est égal au coeff du produit de la ligne 1 de A et de la colonne 1 de B.
1
1 2 5 7] =01x142x7+5x2)=(25).
2

Le coefficient (1,1) de AB vaut donc 25.
e Le coefficient (2,1)de ABvaut3 x 1 +1x7+2x2=14
O coo

e Le coefficient (2,3) de ABvaut3 x6+1x1+2x0=19

En faisant ainsi tous les calculs, on obtient

AB:<25 10 8 —1)

14 17 19 0

R ) Attention ! La multiplication des matrices n’est pas commutative, méme lorsque les matrices sont de méme
taille.

m Exemple 10 : Soit A = <(1) 2) et B = ( 21 g) Alors,

1 2 I1x24+2x(-1) 1x0+2x3 0 6
.AB: =
01 O0x24+1x(—1) 0x0+1x3 -1 3

.BA_<2 )( ) (2><1+0><0 2><1+0><1>_(2 4>
- 1 3 1x14+3x2 —-1x2+3x1/ \-1 1

Ainsi, AB # BA. On dit que les matrices A et B ne commutent pas.

Propriétés de calcul

Propriété 2 : Soit A une matrice de dimension n X p.

O U % A = O @it AL U = U
o I, xA=AxI,=A

La seule difficulté ici se trouve dans les dimensions des matrices.

Attention : ce n’est pas parce que I’on a deux matrices A et B qui vérifient AB = 0 que I’on a forcément
A=0ouB=0!

0 0 0 0 0 0
m Exemple 11 : Prenons A = <1 O) et B = <0 1). Alors AB = (0 0) m
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Propriété 3 : Soit A et B deux matrices de dimension n X p, C et D deux matrices de taille p x g, A et i
deux complexes.

o (M + uB)C = MAC + uBC
o ANC + uD) = NAC + pAD

m Exemple 12 :

G366 ) -

Attention, on rappelle que la multiplication de matrices n’est pas commutative ! II faut, lorsque I’on factorise,
que la matrice soit a chaque fois « du bon co6té ».

P ) factori (1 3)d r . <1 3)(7 2)+<3 2)(1 3)
ar exemple, on ne factorisera par par | , | ) dans I'expression |, | J{ | VAT

Propriété 4 : Soit A une matrice de dimension m x n, B une matrice de dimension n x p et C' une matrice
de dimension p x ¢. Alors

(AB)C = A(BC)

2.4 Puissance d’une matrice carrée

Définition 10 : Soit A une matrice carrée de dimension p et n un entier naturel.
On définit par A™ la matrice égalea A X A x --- X A ou la matrice A apparait n fois.

Par ailleurs, A° = I,,.

1 3
9 _1>. Alors

.AQ_AXA_(1 3)(1 3)_(1><1+3><2 1x3+3x -1 )_(7 0)_
- 2 —1/\2 -1/ \2x1+4+(-1)x2 2x3+(=1)x(=1)/  \0 7/
1 3 1 3 7T 21
3 _ A2 _ — —
c A=A XA_”QX(Q —1)_7<2 —1>_(14 —7)

On pourrait d’ailleurs montrer que pour tout entier naturel n, A?" = 7%y et A2"+1 = 7" A .. n

m Exemple 13 : Soit A = (
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3 Matrices inversibles

3.1 Inverse d’'une matrice
Définition 11 : Soit A une matrice carré de dimension n. On dit que A est inversible s’il existe une matrice
carrée B de dimension n telle que AB = BA = I[,,.

Si une telle matrice existe, elle est unique et est appelée inverse de A. On la note alors A=,

Démonstration 3.1 : Supposons qu’il existe deux matrices B et B’ telles que AB = BA = I, et
AB' = B'A=1,.

Alors B = I,B = (BA)B' = B(AB') = BI,, = B. Onadonc B’ = B. O
I Propriété 5 : Soit A et B deux matrices carrées de dimension n. Alors AB = I, & BA = I,.

Dans les faits, pour montrer qu’une matrice B est I’inverse d’une matrice A, il suffit seulement de vérifier que
AB = I,.

m Exemple 14 : L’inverse de la matrice (2 4) est la matrice (2’5 _2>. En effet,

2 5 -1 1

<2 4) (2,5 —2)_<2><2,5+4><(—1) 2><(—2)+4><1>_(1 0)—1
2 5/\-1 1) \2x25+5x(=1) 2x(=2)+5x1/ \o 1/~ 2

m Exemple 15 : On considére la matrice A = ( ) On souhaite déterminer si la matrice A est inversible

3 4

. . ) a b
et, si c’est le cas, calculer son inverse. Soit B = (c d)

1 0\ (a b a b
AB_<3 4) (c d>_(3a+4c 3b—|—4d)
Ainsi,
a = 1
@ =1 b = 0
_ a b (1 0 b = 0 2
AB_I?©(3a+4c 3b+4d>_<0 1)‘:’ 3atdc = 0 ) ¢ = —3
3b+4d = 1 g k
4
Ainsi, I’inverse de (1 0) est( 13 (1]) L]
3 4 11
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3.2 Matrice de dimension 2 x 2

une matrice de dimension 2 x 2. Alors A est inversible si et seulement si

o 9 a
Propriété 6 : Soit A = <C d

ac — bc # 0. Dans ce cas,
A= ad 1— be (—dc _ab)
Démonstration 3.2: Ona
(Z Z) 8 (—dc _ab) - (chll:z?dc :Zgigg) - (ado_bc ado—bc> = (ad = be)ly

1 _
e Siad— bc # 0, alors <a b) X — ( d b) = I, et on obtient le résultat voulu
c d ad —bc \—c a

e Siad — bc = 0, supposons que A est inversible. Notons A~! son inverse et B la matrice (_dc _ab)

B=0LB=(A"A)B=A"YAB)= A" x (ad — bc)[y = A™' x 035 = 032

Ainsi, B = 022 et tous ses coefficients sont nuls. On a alors a = b = ¢ = d = 0. C’est absurde, car on a
supposé la matrice A inversible. La matrice A n’est donc pas inversible.

1 /-4 —
m Exemple 16 : Soit A = (; _34> A est inversible et son inverse est A~ = — — < 4 3). m

3.3 Application : systemes linéaires

Propriété 7 : Soit A une matrice carrée de dimension n, X et B deux matrices colonnes de dimension
n x 1.

Si A est inversible, alors AX = B si et seulement si X = A~ B.

20 +3y—2 =1
m Exemple 17 : On considere le systeme suivant : 3r —y+z 3
dr —2y+2 = b
2 3 -1 x 1
Ce systeme peut se traduire par I’écriture matricielle [ 3 —1 1 xlyl]l=13
4 -2 1 z )
2 3 -1 1 1 -1 2
Or,lamatrice [ 3 -1 1 est inversible, d’inverse, - X 1 6 -5 .
4 -2 1 -2 16 -—11
2 3 1 x 1 x 1 1 -1 2 1 6
Ainsi,3—11><y:3<:>y:?><16—5><3:5
4 -2 1 z 5 z -2 16 -11 5 3
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