Devoir Surveillé 3

» Exercice 1
On considere un cube ABCDEFGH d’aréte de longueur 4. On considere les vecteurs 4, j et k tels

quei = Zﬁ, j= Zﬁ etk = ZE L’espace est alors muni du repere (A4;7; j; k).

Dans ce repere, on a par exemple les coordonnées suivantes

A(0;0;0) B(4;0;0) C(4;4;0) D(0;4;0) H(0;4;4)

of SR
Lo &
A 4;‘.\|‘\/

On considere par ailleurs les points [ et .J, milieux respectifs des segments [AB] et [BF], ainsi que le
point K de coordonnées (0;4;1).

1. Ona G(4,4,4), J(4,0,2) et 1(2,0,0).

2. On a placé sur la figure le point M de coordonnées (3;4;4).

—4
—
3. Ladroite (JK) est dirigée par le vecteur JK | 4 |. Ladroite (/M) est dirigée par le vecteur
-1
H 1
IM | 4 ]. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Les droites (JK') et (I M) ne sont donc
4
pas paralleles.
/1 2\ . /-2
4. onalM (4 ), TJ(0)ecTni| 4
4 2 1
H
Soit A et p tels que IM = )\ﬁ + pul K. On a alors
1=2)\—2u
4=0\+4p
4=2\+pu
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La deuxieme ligne donne directement que ;» = 1. En remplagant x4 par 1 dans I’'une des deux

— 3 —
autres lignes, on obtient que A = —. Réciproquement, on vérifie qu’on a bien /M = §ﬁ +IK.

Ainsi, les vecteurs ﬁ , I?( et I M sont coplanaires. Il en est de méme pour les points /, J, K
et M et donc pour les droites (I M) et (K .J). Ces droites n’étant pas paralleles, elles sont donc
sécantes. Que peut-on en déduire sur les droites (JK) et (/M) ?

5. On considere la droite (d) de représentation paramétrique

r=4—4t
(d) y =4t ,teR
z=2—1

(a) En prenant ¢t = 0, on obtient le point de coordonnées (4,0,2), soit le point .J. En prenant
t = 1, on obtient le point (0,4,1), soit le point K. Il s’agit de la droite (JK).
(b) La droite (/M) admet pour représentation paramétrique

r=2+1
(d) y =4t teR
z =4t

(c) Déterminer les coordonnées du point d’intersection des droites (JK) et (/M) revient a
trouver deux réels ¢ et ¢’ tels que

4 -4t =2+t
4t = 4¢
2 —t =4t

La deuxieme ligne donne immédiatement ¢ = ¢’. En remplagant ¢ par ¢’ dans la premiere

2
ligne, on obtient 4 — 4t = 2 4+t et donc t = E = 0.4. Réciproquement, en remplagant

t ou t' par 0.4 dans les équations correspondantes, on trouve le point de coordonnées
(2.4;1.6;1.6) comme point d’intersection des droites (/M) et (JK).
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» Exercice 2 )

On considere la fonction f : & — ——F—
1— 631‘7$2

1. f est définie si et seulement si 1 —e?*~%" =£ 0, ¢’est-a-dire 3z — z2 # 0. Or, 3z — 2% = 2(3—2),
ce qui vaut O si et seulement si z = 0 ou = 3. Ainsi, f est définie sur R \ {0;3}.

2. Etude des limites

3x—x?

(@) Ona lim (3z — 2?) = —inftyet lim e = 0. Ainsi, lim e = 0 et donc
T——00 X——o00 T——00
1
li =——=1.
Jm f(@) =1
3
Par ailleurs, pour tout réel z > 0, 3z — 22 = 22 (— — 1). Or, hrf 2 = +infty,
X T—400
3
lim (— — 1) = —1ldonc lim (3z — 2®) = —infty. En faisant les mémes opérations
r—+oco0 \ I Tr—r—400
que précédemment, on trouve que lir+n flz)=1.
T—r+00
(b) On donne ci-dessous le tableau de signes de 1 — 3z
T —00 0 3 +00
1 — e’ + 0 - 0 +
D’apres ce tableau, on voit que lim (1 — 63“"’”2) =0". Ainsi, lim (1 — 635”’962) = 400.
z—0~ =0~
De méme, ona lim (1— %) = —o0, lim (1— ¥ %) = —ooet lim (1—* %) =
z—0* r—3~ r—3+

+00.
(c) Les droites d’équation x = 0 et x = 3 sont des asymptotes verticales a la courbe de f. La
droite d’équation y = 1 est asymptote en +0co et en —oo a la courbe de f.

3. Etude des variations
(a) f est I'inverse d’une fonction dérivable qui ne s’annule pas, elle est donc dérivable. La
dérivée de z — € est x — (3 — 2x)e3 %", Par ailleurs, si u est dérivable et ne

IR o
s’annule pas, alors <—> = ——. Il en vient que, pour tout réel x € I
u u

_ _ 3z—a? _ 3x—x?
) = — (3 —2x)e :(3 2x)e

(1 _ 63:7:—12>2 (1 _ 63:1:—z2>2

(b) Pour tout réel = € D, f'(x) est du signe de 3 — 2z.

T —00 0 % 3 +00
f'(x) + + 0 - -
+00 ~ —0.12 +00
1 —00 —00 1
4. Pour tout réel x de D,
1 1 1
fB-a)= 1 _ 362322 ] _ 9-32-(96a—a?) | _ gdv—a® f(z)
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. P 3 _
La courbe de f admet la droite d’équation = = 3 comme axe de symétrie (On a en effet,

$+(3—:ﬂ)_3)
2 2

5. Tracer I’allure de la courbe de f dans le repere orthonormé suivant.

Y
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