Devoir Surveillé 5

» Exercice 1

Dans I’espace, on considere le cube ABCDEFGH de cotés de longueur 1 représenté ci-dessous. On

note I et J les milieux respectifs des segments [EH]| et [F'B].

=1x0—-2x14+2x1=0

»J

L’espace est alors muni du repere orthonormé (A ; B , E , ﬁ)

1 1
1. Le point I a pour coordonnées (O; 5 1) . Le point J a pour coordonnées (1; 0; 5)

2. (a) Le vecteur B@ a pour coordonnées | 1 |. Le vecteur E? a pour coordonnées | 1/2

e ii-Bl=1x(-1)—2x1/242x1=0

est donc normal au plan (BGI).

. 1
c’est-a-dire (

Le vecteur 77 est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (BGI). Le vecteur

Le point B(1,0,0) appartient au plan (BGI), qui admet le vecteur 7

vecteur normal. Une équation cartésienne de ce plan est donc (x—1)—2(y—0)+2(z—0) =
Osoitz —2y+22—1=0

On note K le milieu du segment [H J]. Ce point a pour coordonnées (

1 3
.Or, - —2x -+4+2x - —1=0. Les coordonnées du point K

4

vérifient I’équation de (BGI). Le point K appartient donc au plan (BGT).
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3. Le but de cette question est de calculer I’aire du triangle BG.
(a) Le triangle F'IG est isocele en I. Notons M le milieu de [F'G]. La hauteur issue de [

dans le triangle F'I/G est donc la droite (/M). 1l en vient que I’aire de ce triangle vaut

FGxIM | 1x1
so1t
2 2

F M G

Dans le tétracdre F'1G B, la hauteur relative au triangle F'/G est BF'. Ainsi, le volume de

s Tx1 1
ce tétraedre vaut 3 = -

6
(b) La droite A passant par F'(1,0,1) et orthogonale au plan (BG1I). Elle est donc dirigée par
le vecteur 72. Une représentation paramétrique de cette droite est donc

r=1+1
y=-—2t ,telR
z=1+2t

(c) Ladroite A coupe le plan (BGI) en F”. On résout

r=1+1 r=1+t1 = —2/92 = 1—2/9
y=—2 o) y="2 & =4/9

z=1+42t z=1+2t 5:5/9
r—2y+22—1=0 14+t—2t4+2(1+2t)—1=0 N

7 4 5
L int F’ donné <—' — —)
e poin a pour coordonnées 599
(d) Ona

7 2 4 2 5 2 4 16 16 36 4 2
S (R R GRS B SRERR R
\/9 9 9 s1 st st Vsi = Vo~3

Or, en utilisant le triangle BG'I comme base, la hauteur du tétracdre F'G BI relative a cette

base n’est autre que (F'F”). Si on note Apgy I"aire du triangle (BGI), il en vient que le

Apgr x FF' . 2A :
volume du tétraddre vaut —2or soit 5(}] . Or, d’apres les questions précédentes,

1 ..
ce volume vaut g Ainsi, Agqr =
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» Exercice 2
On considere la fonction f : x — 42® — 1222 + 92 — 3.

1. On admet que f est dérivable sur R. Pour tout réel z, f'(z) = 122% — 24x + 9.

2. f'(x) est un polyndme du second degré dont les racines sont > et R

Par ailleurs, les opérations sur les limites donnent lim f(z) = —oc. De plus, pour tout réel =
T—r—00
non nul,
12 9 3 >
3
= 4242 _ =
fla) == < x * x? ol

etdonc lim f(z) =+o0

T—+00

1 3
Par ailleurs, f <§> =—letf (§> = —3. On en déduit le tableau suivant.

r -0 1/2 3/2 +o0
f'(x) + 0 - 0 +
-1 400

3 .
3. Pour tout réel z < 2 ona f(z) < —1 eten particulier, f(x) # 0.

: . 3 . 3 :
Par ailleurs, f est continue sur [—; +00 { On a également f (—> =-3<0et lim f(x)=
2 2 T—r+00
+o00. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation f(z) = 0 posséde donc une
. 3 . . . :
solution sur {5, 400 { De plus, la fonction f étant strictement monotone sur cet intervalle,

cette solution est unique.
Finalement, I’équation f(z) = 0 posséde une unique solution sur R.

4. Onaa«a ~ 2.10.

On considere désormais la fonction g définie pour tout réel x par

1222 — 81+ 3

9(z) 1+ 422

ainsi que la suite (u,,) définie par

{ Uy = 0,5
Pour tout entier naturel n, u,, 11 = g(uy,)

. . . 1
On admet que la fonction g est strictement croissante sur [5, +00 [

5. Pour tout réel non nul z,
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8 3 8 3

0 12—-+= 12--42

_ x  x? x 22

g<I> xQ X 1 - 1
ﬁ +4 ﬁ +4
. . 12
Ilenvientque lim g(x)=— =3
Tr—+00 4
1
6. Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « = < U, < Upy1 < 3»

1 1 1
e Onaug = §etU1 :g<§) =1. Onabien§ Sug<u <3
1
e Soit n € N tel que P(n) est vraie. On a donc = < wu, < u,41 < 3 La fonction g
1 1
étant croissante sur b; +o0 [, il en vient que g (5) < g(un) < g(ups1) < g(3) Or,
1 1 87 ) 1
g 5) = 1> éetg(?)) = 37 < 3. Ilenv1entque§ S Upy1 < Upio < 3. P(n+ 1) est
vraie.

e Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
7. La suite (u,,) est croissante et majorée, elle est donc convergente.

8. Pour tout réel x,

(2) 1202 — 8x + 3 1202 — 8z +3  z(1+ 42?)
r)—r=———— —1= -
g 1+ 422 1+ 422 1+ 422
Ainsi,

(2) 1202 =8 + 3 —x —42® —423 +122% — 92 + 3 f(z)

Tr) —xr = = = —

g 1+ 422 1+ 422 1+ 422
g(x) —x = __f@) ou f est la fonction définie plus tot.
1+ 422

9. Notons [ la limite de la suite (u, ). Puisque pour tout entier naturel n, u, 1 = g(u,) et que la
fonction ¢ est continue sur R, il en vient que g(I) = [, ou encore que g(I) — [ = 0. D’apres

l
la question précédente, cela signifie que — ] J:r(ip = 0 et donc que f(I) = 0. Or, I"'unique
solution de cette équation est ov. Par conséquent, lirf Up = Q.

n—-+0oo
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