Nombres réels

Calcul numérique

» Exercice 1: Calcul de fractions - Voir le corrigé

Calculer les expressions suivantes. On donnera le résultat sous la forme d’une fraction irréductible.

4 5 5 3 14 63
A=—+= B=3-" =& D= _— X .
372 374 =3 2749
1 1 2_ 1
g-3*! F=sxt2 G=3-F H=— 1
1 1 2, 1
2-3 I+3 5t10 1+—11
1 —
+2
» Exercice 2 : Calcul de puissances - Voir le corrigé
Soit x un réel non nul. Simplifier les expressions suivantes.
9 )
A=xxx B=xxx"? sz_3 D:x_5
X X
3y T 4 2 xx! 3. 2\4 12)6)3
E=x"xx"xx F:m G:(X XX) H:( ))
I_xSxx_2 J_(x2)4><x3 K_(xzxx3)4 I ¥ xx ?
X Cox I xat - x S\ 2 x ()
2
5x)* (2x)3 x 3x? x? x (3x)?
M = (2x)3 x (3x)? Y 0= 2 X% po (XXX
(26)" < (3%) 50:3 (Bx)2 x XX (2%) 2

» Exercice 3 : Avec des racines carrées - Voir le corrigé

Calculer les expressions suivantes et donner le résultat sous la forme a + by/c avec a, b et ¢ des entiers et ol ¢
est le plus petit possible.

A =+/54—-3196—5V24 B =220 v45+ /125
C = (3V10 — 5v/3)(3v/10+5v/3) D = (3v/5+2V6)?

» Exercice 4 : Quantité conjuguée - Voir le corrigé

En utilisant la quantité conjuguée, exprimer les nombres suivants sans racine carrée au dénominateur.

A:L B:i C:L D— 3
1+v2 2-3V5 V2 V3—-1

» Exercice 5 : Racine avec une racine - Voir le corrigé
Donner une expression de la forme a + bv3,a €N, b e N dunombre /7 +4/3.
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Développement, factorisation

» Exercice 6 : Développer - Voir le corrigé

Soit x un réel. Développer et réduire les expressions littérales suivantes.

A= (2x+3)(4x+1) B=(5x+2)(3x—1) C= (éx—i—ll()) <§x+130>
D=42x+1)(3x+2)+2x—3 E=(7x—5)? F = (8—4x)(4x+38)

2
G= <§x+é) H=(x+3)2—(x+1)? I=(x+2)(x—2)— (2x+4)?

» Exercice 7 : Factoriser - Voir le corrigé

Soit x € R. Factoriser les expressions suivantes.

A=2x+3)B3x—1)+ (2x+3)(4x+1)
C=2y—-1 +2y-1)(ry+2)
E=4-81x%

G = (2x+3)*— (3x+2)?

(5x+2)(3x—1)— (4x+1)(5x+2)
(3x+2)(7x—5) — (3x+2)?

4x? +dx+1
(2x+T7)(x+2)+2x+7

B
D
F
H

» Exercice 8 : Etablir un résultat - Voir le corrigé

1. En développant et réduisant cette expression, montrer que :
1 2 2
Va,b € R, Z((a+b) —(a—0b)*)=ab

2. Retrouver ce résultat a 1’aide d’une factorisation.

Equations et inéquations

» Exercice 9 : Résolution d’équations - Voir le corrigé

Résoudre les équations suivantes sur R. On prendra bien soin, si nécessaire, de déterminer le domaine de
définition pour chaque équation.

2 1
Ix—5=2x+8 b.52x+1)=(2x+1 2 . = .
a. 7x X+ (2x+1)=(2x+1)(x+2) s R
x 1 x?—2 x+2  2x-3
do = - . = 4 f. =
x+2 x ¢ x+1 e 2x—3 x+2
» Exercice 10 : Résolutions d’inéquations - Voir le corrigé
Résoudre les inéquations suivantes sur R.
(x—3
a dvt1<Tx—8 b. (3x+2)(5x—1) >0 GHDx=3)
2x+5

2x+3 < x—1

. < f.3—x<22-2
“ -2 Sxta TS

d. 2x? —4x+7<0

» Exercice 11 : Nombre de solutions - Voir le corrigé
Soit m un réel.

9
Déterminer, selon la valeur de m, le nombre de solutions de 1’équation mx? + (m+2)x+ 1 = 0, d’inconnue

réelle x.
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Valeur absolue et partie entiére

» Exercice 12 : Equations avec des valeurs absolues - Voir le corrigé
Résoudre les équations suivantes sur R
I5x+7| =3 2x+4|—|x+1|=4 |1 —3x| = —x>+2x+5
» Exercice 13 : Inéquations avec des valeurs absolues - Voir le corrigé
Résoudre les inéquations suivantes sur R
Bx+1] <2 lx+1] < [2x— 3| Ix+3|+]x+5] < 1
» Exercice 14 : Montrer une inégalité - Voir le corrigé

Montrer la proposition suivante :

VxeR, [x—1| <x*—x+1.

» Exercice 15 : Maximum et minimum - Voir le corrigé

X six>y

Pour tout réel x et y, on note max(x,y) = { :
y sinon.

1. Montrer, en raisonnant par disjonction de cas, la proposition :

1
vxvy € Ra max(x,y) = E(x—l_y—i_ |x—y|)

2. Donner une expression analogue pour min(x,y) de la démontrer.

» Exercice 16 : Démontrer I'inégalité triangulaire - Voir le corrigé

L’ objectif de cet exercice est de démontrer 1’inégalité triangulaire :
Vx,y €R, |x+y| < x| +y|

On rappelle pour cet exercice que si a et b sont deux réels positifs tels que a < b, alors \/a < Vb (c’est la
croissance de la fonction Racine carrée sur R ). Soit donc x et y deux réels.

1. Développer et réduire 1’expression |x +y|* — (|x| + |y])%.
2. Justifier que pour tout réel @, on a a < |a|.
3. Conclure.

» Exercice 17 : Une inégalité - Voir le corrigé

Montrer que pour tous réels x, y et z, ona [x —z| < |x —y|+ |y —z].
» Exercice 18 : Un peu de partie entiére - Voir le corrigé
Résoudre les équations et inéquations suivantes sur R.

a. |x] =3 b. |2x+3] =9 c [5x+1] <

» Exercice 19 : Partie entiére et opposé - Voir le corrigé

Soit x un réel. Que vaut [x|+ | —x]| ?
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Corrections

» Correction 1 - Voir 'énoncé

_ 4x2 | 5x3 __ 8+15 _ 23, _ 12 5_ 7 _ 9.1 _ 3x3_ 3.
A=335+53="6 =% B=%—-1=% C=gX3=535=5§>
l_|_§ 4 Z+l 3
_2xTx9x7 _ 2. _ 373 _3_4.3_4. _ 273 2 _ 3.4 _3.
D=350577=5; E=—=5=3%X5=5; F—5X§+1—5X§—5X2X5—8’
373 3 77T% 1
4 1 3
4 41 5 675 2 ’ 1 1 2 3 2 5 5
10 10 10 1_|_2 i 1_|_? 1_|_§ §_|_§ §
3712 2
» Correction 2 - Voir 'énoncé
9
X
A= x> =1 =48 ; B=x0xx 2 =x0t(2) =4 ; C=—3:x9_3=x6;
X
2
D=—5=x‘2‘5=x‘7 : E =3 xxl x x4 = 347+(=4) — 6 : F = x2H(-)=4-3 _ ;6.
X
G = (x32)4 = ()4 = x4 = 5 . H— ((x2)6)3 — x2X6x3 — 436 . [ =527 — 4.

J = 2X443(=5)—4 _ 12 K — x(2+3)x4—(=5) _ ,25 [ — xBH1-(-2)-3x(-1))x2 _ 6

B

5% 25x25 ,, 25

’

M=2xxx32xx2=8x9xx>T2 =724 : N

T5xod  2x25 T 2%
0— 23 ><x3 X 3x2 . §x3+2_2_4 o §x_1 o i 3
T32x2xx* 3 I I T
2 2
pP= R E N e A (36x°)? = 362425 = 1296x°
x X2 2x2 515 '

» Correction 3 - Voir 'énoncé

Ona

A=+6x9-3V6x16-5v6x4=19v6—3v16V/6—5V4v/6 =36 -3 x4v/6 — 5 x 2/6 = —191/9.
B=2V4x5—-/9x5+/25x5=2V4/5—9V/5+ 255 =2 x2v/5-3V54+5V5 =6V5.

Pour C, on utilise une identité remarquable,

C=(3v10)2 - (5v/3)? = 32V10° — 52v/3 =9 x 10— 25 x 3 = 25.

Pour D, on utilise également une identité remarquable,
D=(3v5)2+2x3v5x2v/6+ (2v/6)2 = 32v/5 + 12¢/5 x 6+ 22v/6 =9 x 5+ 12/30+4 x 6 = 69+ 121/30.

» Correction 4 - Voir 'énoncé
On a

_31=v2) 3-3V2 3-3v2 3-3vV2 o
UV elyE | 12 e
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2-3v3)(2+3V5)  22-(3V5)2  4_32,/5 4-9x5 41
c V2 V2

V2xv2 o 2
3(V3+1)  3V3+3  3v3+43  3v3+43

V3i-D)(GE+)  yFop 31 2

» Correction 5 - Voir 'énoncé

Soit a et b deux entiers naturels. On a

(a+bV3)? = a® +2abV3 4 (bV/3)? = a* +3b* +2abV/3.

V5(2+3V5)  2V543V5V5  2V543x5  1542v5 15425

Supposons que (a + b\@)z — 7 +4v/3. On a alors a? + 3b% +2ab\/3 = 7+ 43 et donc a*> +3b> —7 =

(4 —2ab) /3.

Puisque /3 est irrationnel, on a nécessairement 4 — 2ab = 0 (sinon on peut écrire v/3 =

a’>+3b*—7
4 —2ab

).

On adonc 4 —2ab = 0, c’ets-a-dire 2ab = 4 et ab = 2. Puisque a et b sont des entiers naturels, on adonc a = 1

etb=2oua=2etb=1.

Réciproquement, on a

o (14232 =1+4+2x1x2V34+(2v3)? =1+4V/3+4x3=13+4/3.
¢ (2+V3)2=242x2xV3+(V3)?=4+4/3+3=T+4/3.

Conclusion : Finalement, on a \/7 +4v/3 =2+ /3.

On aurait pu aussi remarquer que 7 +4v/3 =44+2x2x /343 = (2+/3)2

» Correction 6 - Voir I'énoncé

On a

A=2x-4x+2x-14+3-4x+3-1 B=5x-3x+5x-(—1)+2-3x+2-(—1)
= 8x> +2x+12x+3 = 15x> —5x+6x—2
=82+ 14x+3 =152 4+x-2

D=42x+1)(3x+2)+2x—3
= 4(6x> +7x+2) +2x—3
= 24x> +28x+8+42x—3

—1,.2 1.3, 1.2 1 3
C=sx-5x+3x 5+ 755X 1510

_ 2,2, 3 1 3

= 735% t5pX 355+ 150

_ 2.2 1., 3
= 25X+ 15X T 100

= 24x* +30x+5
F =(8—4x)(8+4x
E=(Tx)* =2 xTxx5+5 éz (4)52 )
=38 — (4x
= 49x> — 70x +25 )
= —16x" + 64

G=(2x+ 1) H=(x+3)* = (x+1)?
3¥T5 _ 2 2
) 5 =x"+6x+9—(x*+2x+1)
(5% 350 =x*+6x+9—x*—2x—1
=g+ x4+ &
=9 5% 1 25 —4x+8
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= (x+2)(x—2) — (2x+4)?

= (x> —4) — (4x* + 16x+ 16)

=x—4—4x>—16x—16
= —3x> —16x—20

» Correction 7 - Voir 'énoncé

On a

I s A ORI
zgi)(cz—i)—cj_)g()3x—l)+(4x+l)) =(5x4+2)3x—1—-4x—1)

=(5x+2)(—x—2)

C=(2y—1)? (2y—1)(y+2) D= (3x+2)(7x—5) — (3x+2)?
=2y-D(2y-D+(r+2)) = (3x+2)((7x—5) — (3x+2))
=2y—1)By+1) =3x+2)(4x—17)

E =4—81x* F=4x"+4x+1

=22 — (9x)? = (2x)?+2-2x-1+17
=(2—9x)(2+9x) = (2x+1)?

G=(2x+3)*—(3x+2)* H=2x+7)(x+2)+2x+7
= ((2x+3) — (3x+2)) ((2x+3) + (3x+2)) = (2x+7)(x+241)
= (—x+1)(5x+5) =(2x+7)(x+3)

» Correction 8 - Voir I'énoncé

Soit a et b deux réels. On a

1 1 1 1
Z((a+b)2—(a—b)2) = Z(a2+2ab+b2—(a2—2ab+b2)) = Z(a2+2ab+b2—a2+2ab—b2) = x4ab=ab.

On peut également factoriser

N @+b?—(@-b?) =

1 1
y f(a—i—b—l—a—b)(a—i—b—(a—b)):Zx2a><2b:ab.

4

» Correction 9 - Voir I'énoncé

a. Soit x un réel. On a
13
Tx—5=2x+8Tx—2x=8+55x=13x= 5
b. Soit x un réel. On a
526+1) = (2x+1)(x+2) & 52x+1)— (2x+1)(x+2) =04 (2x+1)(5— (x+2)) =0
Ainsi,

52x+1)=2x+ 1) (x+2) = 2x+1)3—x) =0 x= —% ou x=3.
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c. Soit x un réel différent de 3 etde —1. On a

d. Soit x un réel différent de O et de —2. On a

1
xizzgﬁx‘x:l-(x—i-Z) (Domaine : x # 0,x # —2)
Ainsi,
X 1 2 2
=—&x =x+2&x"—x—-2=0
x+2 x

Il s’agit d’une équation du second degré dont les solutions sont —1 et 2.

e. Soit x un réel différent de 1. On a

=2

x+1

Ainsi,

2

x+1

f. Soit x un réel différent de —2 et % On a

x+2 _2x73
2x—3 x+2
Ainsi,
x+2  2x—3
2x—3  x+2
et donc
x+2 2x—3 1
= —x+5)3x—-1)=0 =5 =
3 x+2<:>(x+ )(3x—1) S ou x=y

» Correction 10 - Voir 'énoncé

a. Soit x un réel. On a

x+1<Tx—8=4x—Tx<-8—-1 -3x<-9<x>3.

= xj_ & 2(x+1)=1(x—3) (Domaine: x# 3,x# —1)

1
= 1 S+ 2=x-32x—x=-3-2x=-5

=x+4ex—2=(x+1)(x+4) (Domaine: x # —1).

6
:x+4(:>x2—2:x2+5x+4<:>x2—x2—5x:4+2(:>x:—5

& (x+2)*=(2x—3)> (Domaine : x # —2,x # %)

e (x—2)?—(2x—3)=04& (x+2—(2x—3))(x+2+(2x—3)) =0 (identité remarquable )

On n’oublie pas d’inverser le sens de la derniere inégalité car on a multiplié par —1 qui est négatif.

Solution : § = [3,+oo[‘

b. Soit x un réel. Résolvons (3x+2)(5x—1) >0:

Ona:3x+2:0<:>x:—%, 5x—1=0<:)x:%
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Construisons alors le tableau de signes de (3x+2)(5x—1).

* = _% % —+o0
Sx—1 - _ 0 n
(Bx+2)(5x—1) 4+ 0 - 0 4
Solution : x € | —co, —2[U] £, +oo]
D(x—
c. Résolvons w >
2x+5
Soitxunréel.Onax—|—1zoﬁx:_1,x_3:0®x:3’2x+5:0@x:_%
(x—3
Construisons le tableau de signe de M
2x+35
x+1 — _ 0 n N
x—3 — _ B o N
Dix—
G Di—3) - —
2x+5
. 5
Solution : x € —57_1 U3, +oo]

d. Résolvons 2x? —4x+7 <0 :
Le discriminant du polyndme 2x> —4x+7 vaut : (—4)?> —4-2.7 =16 —56 = —40 < 0.

Le coefficient dominant de ce polynome vaut 2 > 0. Ainsi, pour tout réel x, on a 2x> —4x+7 > 0. L’inéquation
2x? —4x+7 < 0 n’a **aucune solution**,

Solution : S = @‘

2x+3 < x—1

x—2 ~x+4

Soit x un réel avec x # 2 et x # —4. On a

e. Résolvons

20+3  x—1  (2x4+3)(x+4)— (x—1)(x—2) (27 +11x+12)— (x> —3x+2) x>+ 14x+10

x—2 x+4 (x—2)(x+4) (x—2)(x+4) T (x=2)(x+4)

En utilisant le discriminant, on trouve que les solutions de 1’équation x> + 14x + 10 = 0 sont —7 — /39 et
—7 ++/39. Puisque le coefficient dominant, & savoir 1, est positif, le signe de x*> 4 14x + 10 est positif a
I’extérieur de ces racines et négatif a I’intérieur.

X2 4+14x+10

On peut en déduire le tableau de signes de =2)(cr4)

, apres avoir pris soin de mettre les valeurs ou les facteurs
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s’annulent dans le bon ordre.

x —oo —7-+/39 —4 ~74++/39 2 +o0
x% 4+ 14x + 10 + 0 - - 0 + +
x+4 — - 0 + + +
x—2 - - - - 0+
B R L
Solution : § = [—7 —/39, —4[U [—7~|— \/@,2[

f. Soit x un réel. On a

Fox<2F2ex(P -2 D ex(—1)-2(x*-1)<0e (x—1)(x+1)(x-2)<0

On construit alors le tableau de signe de (x —1)(x+1)(x—2).

X —oo -1 1 2 o0
x—1 - - 0 + +
x+1 = 0 + + +
x—2 - - - 0 +
(x—1)(x+1)(x—2) — 0 + 0 — 0 +

‘Solution 1S =]—oe0;—1]U[1;2] ‘

» Correction 11 - Voir I'énoncé

. . P . 9 . . 9
Dans un premier temps, si m = 0, I’équation devient 2x + 1= 0, dont I'unique solution est 3

9
Supposons désormais que m # 0. L’équation mx? + (m+2)x + i 0 est une équation du second degré dont le

discriminant, que 1’on note A, vaut

9
A= (m—|—2)2—4><m><Z=m2+4m—|—4—9m:m2—5m—|—4.

9
Le nombre de solutions de I’équation mx? + (m +2)x + 1= 0 dépend alors du signe de ce discriminant, qui est
Iui méme un polyndme du second degré.
Son discriminant vaut (—5)?+4 x 1 x 1 = 9. L’équation m? — 5m + 4 = 0 admet donc deux solutions qui sont
—(=5)—v9 —(=5 3
) A S o) L A
2x1 2x1

On peut alors construire le tableau de signes de m?> — 5m + 4 selon les valeurs de m.

my = 4,
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m* —5m+4 + 0 - 0 +

Conclusion : Ainsi,
. . 9 .
* Si m €] — 0;0[U]0; 1{U]4; +oo|, alors I’équation mx? + (m + 2)x + 1= 0 est une équation du second
degré dont le discriminant est strictement positif, elle admet donc deux solutions ;

s Sim =1 oum =4, alors I’équation mx?> + (m+2)x + i 0 est une équation du second degré dont le

9
discriminant est nul, elle admet donc une solution ; Si m €]1;4[, alors 1’équation mx? + (m+2)x + 1= 0

est une équation du second degré dont le discriminant est strictement négatif, elle n’admet donc aucune
solution ;

9
s Sim =0, I'équation mx* + (m+2)x+ - admet une seule solution.

» Correction 12 - Voir 'énoncé
a. Soitx€R. Ona
|5x+7|=3<5x+7=30ubx+7=-3<x=—-4/5oux=-2.

Solution : § = {—%;2}

b. Soit x un réel.

2x+4 si2x+42>0

2x+4 six>—2
—(2x+4) sinon ’

c’est-a-dire [2x+4| = { rv— 4 sinon

Ona [2x+4| = {
x+1 six+1>0

x+1 six > —1
—(x+1) sinon '

c’est-a-dire [x+ 1| = { v—1 sinon

Par ailleurs, |x+ 1| = {

Rassemblons ces différentes valeurs dans un tableau.

x —oo -2 —1 Foo
12x + 4| —2x—4 2x+4 2x+4
Ix + 1] —x—1 —x—1 x+1
|2x 44| — |x + 3| —x—3 3x+5 x+3

Nous pouvons alors résoudre 1’équation de départ sur chaque intervalle donné par ce tableau. Il faut alors
vérifier que la solution trouvée appartient bien a I’intervalle d’étude !
* Six<—-2,ona: |2x+4|—|x+1|=4 —x-3=4c x=T<x=-7.
Puisque 'on a —7 < —2, le réel —7 est bien solution de notre équation.

1
e Si-2<x<-l,ona: |2x+4|—]x+3|:4@3x+5:4<:>3x:—1<:>x:—§.

1 . . . Lo
Or, — 3 n’appartient pas a ’intervalle [—2; —1], ce n’est donc pas une solution de notre équation.

e Six>—1l,ona: |2x+4|—|x+3|=4<x+3=4cx=1.
Puisque 'ona 1 > —1, le réel 1 est bien solution de notre équation.
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‘ Conclusion : Les solutions de 1’équation |2x+4| — [x+ 3| =4 sont 1 et —7.

c. Soit x un réel.
1—3x sil—3x>0

1—3x six<1/3
—(1—=3x) sinon ’

Ona|1—3x|={ 3x—1 sinon.

c’est-a-dire |1 —3x| = {
Supposons que x < % On a alors

1-3x|=—x*+2+5c1-3x=—x>+2+5x"—5x—4=0

5—v41  5+4++v41 54+v41 5 1
Il s’agit d’un polyndme du second degré dont les racines sont 5 et +2 . Or, + > = 2 > 3’
. , . . . 5—+v4l1 1 .
cette racine n’est donc pas dans le domaine qui nous intéresse. En revanche, on a — <0< 3’ ce qui

fournit une premiere solution a notre équation.

Supposons que x > % On a alors
1-3x|= -+ +53x—1=—xX+2+5x%+x—6=0

. . 1 .
Il s’agit d’un polynéme du second degré dont les racines sont —3 et 2. Or, —3 < 3’ cette racine n’est donc

pas dans le domaine qui nous intéresse. En revanche, on a 2 < 3 ce qui fournit une deuxie¢me solution a notre

équation.

Va1

5—
Conclusion : Les solutions de 1’équation |1 — 3x| = —x? 4 2x+5 sont 2 et —

» Correction 13 - Voir I'énoncé

a. Soit x un réel. On a

Bx+1]<2e -2<3x+1<2e -3<3x<le-1<x<

W =

Conclusion : L’ensemble des solutions de 1’inéquation |3x+ 1| < 2 est [—1;%].

b. Soit x un réel.

x+1 six+1>0
—(x+1) sinon
2x—3 si2x—32>0
—(2x—3) sinon

x+1 six>—1

—x—1 sinon.

2x—3 six>3/2
3 —2x sinon. ’

Onalx+1| = { c’est-a-dire [x+ 1| = {

Par aﬂleurs’ |2x— 3| = { c’est-a-dire |2x—|—4| = {

On procede alors par disjonction de cas.

e Six<—l,ona: [x+1|<|2x—3]| < —x—1<3-2x=x<4.
Puisque 1’on a supposé que x < —1, on a donc forcément x < 4. Ainsi, tout réel x < —1 est solution de
I’inéquation.

* Si—1<x<3/2,ona: |x+1|<|[2x—3|<x+1 <372x<:>3x<2<:>x<%.
Ainsi, les réels x vérifiant —1 <x < % sont solutions de 1’équation.

e Six>=3/2,ona: [x+1|<|2x—-3|<x+1<2x—3 <4<
Ainsi, les réels x vérifiant x > % sont solutions de I’équation.

Conclusion : L’ensemble des solutions de cette inéquation est ] —oo; %] U [4; 4-oo].
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¢. Soit x un réel.

x+3 six+3>0

x+3 six>—3
—(x+3) sinon '

c’est-a-dire |x+ 3| = { -3 sinon

On a |x+ 3| :{

x+5 six+32>0
—(x+5) sinon

x+5 six> -5

c’est-a-dire [x+5| = { “v—5 sinon

Par ailleurs, |x+ 5| = {

On procede alors par disjonction de cas.

e Six< —5,ona: |x+3|+x+35|<le&—x-3-—x-5<1e-2<9&x>-9/2.
Puisque 1’on a supposé que x < —5, on ne peut pas avoir x > —9/2. L’inéquation n’admet donc pas de
solution sur | — oo; —5].

e Si—5<x<-3,ona: [x+3[+x+5/<le —x-3+x+5<1e2<1.
Ceci est impossible. L’ inéquation n’admet donc pas de solution sur [—5;—3].

* Six>-3,ona: [x+3|+x+5|<lex+3+x+5<l < -Tox<-7/2.
Puisque 1’on a supposé que x > —3, on ne peut pas avoir x > —7/2. L’inéquation n’admet donc pas de
solution sur [ — 3; 4-co].

Conclusion : L’inéquation |x+ 3|+ |x+ 5| < 1 n’admet aucune solution sur R.

» Correction 14 - Voir I'énoncé

Soit x un réel.
x—1 six—1>0

x—1 six>1
—(x—1) sinon '

Ona]x—l]:{ .
1—x sinon.

c’est-a-dire [x— 1| = {

On raisonne alors par disjonction de cas.

e Six<lLalors [x—1|— (x> —x+1)=1—-x—x>+x—1=—x*><0.
Ainsi, pour tout réel x < —1,ona|x— 1| <x*> —x+1.
eSix>1l,onalx—1|-(x*—x+1)=x—1—-x>+x—1=—x>+2x—2. Il sagit d’'un polynéme du
second degré dont le discriminant vaut 2> —4 x (—1) x (—2) = —4 < 0. Ainsi, pour tout réel x > 1, on a
—x*>+2x—2<0etdonc |x— 1| — (x* —x+1) < 0 soit [x — 1] <x*> —x+1.

Conclusion : On a montré : Vx € R, |x— 1| <x*> —x+ 1.

» Correction 15 - Voir 'énoncé
Soit x et y deux réels.
* Supposons que x < y. On a alors max(x,y) = y. Par ailleurs, x—y <O etdonc |[x —y| = —(x—y) =y —x.

Ainsi,

1 1 1
E(x—i—y—i— lx—y|) = E(x—i—y—i—y—x) =5 x 2y =y = max(x,y).

* Supposons que x > y. On a alors max(x,y) = x. Par ailleurs, x —y > 0 et donc |x — y| = x —y. Ainsi,

1 1
Sty +x—yl) =

1
3 E(X—I—y—i—x—y):§><2x:x:max(x,y).

1
Conclusion : On a montré par disjonction de cas que : Vx,y € R, max(x,y) = 3 (x+y+|x—y|)

Pour min(x,y), il est possible d’intuiter la formule... Ou de remarquer que pour tous réels x et y, ona x+y =
max(x,y) +min(x,y).
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En effet, si x < y, alors max(x,y) + min(x,y) = y+x = x-+y et si x >y, alors max(x,y) + min(x,y) = x+y.

Ainsi, pour tous réels x et y,

. 1 11 1 1
min(x,y) =x+y—max(x,y) =x+y— §(x+y+ x—y|) = SXt Ey—ilx—y! = 5(X+y— x—yl).

1
Conclusion : On a montré que : Vx,y € R, max(x,y) = E(x—l—y —x—y|)

» Correction 16 - Voir 'énoncé

Soit x et y deux réels. Remarquons que |x+y|* = [(x+y)?| = (x+y)? puisque (x+y)? > 0. Ainsi,
ety = (3] =+ 51)? = (e+9)? = (x4 [y1)? = @+ 2ab + b7 — (|x]* + 2] - [y] + [y[?).
Or, |x|* = |x?| = x%. De méme, |y|> = y?. Enfin, |x| - [y| = |xy|. Ainsi,

ey |2 = (Jx] =+ [9])? = 2%+ 2xy + 5% — 22 = 2|xy| — y* = 2(xy — |y]).

Conclusion : Pour tous réels x et y, on a |x +y|> — (|x| + |y])? = 2(xy — |xy|).

Soit a un réel.

* Sia >0, alors |a| =aetdonc a < |a].
* Sia<0,alorsa <0< |a| etdonca < |al.

‘ Conclusion : On a montré par disjonction de cas que, pour tout réel a, on a a < |a|.

D’apres la premiere question, on a, pour tous réels x et y,
ey = ([ )? = 20 — o).

Or, la question précédente permet d’affirmer que, pour tous réels x et y, xy < |xy| et donc 2(xy — |xy|) < 0.
Ainsi, pour tous réels x et y, on a |x+y|> — (|x| + [y|)? < 0 et donc |x+y|* < (]x| + [y|)%.

On conclut alors en appliquant la fonction racine carrée, qui est croissante sur R .

Conclusion : On a montré : Vx,y € R, [x+y| < |x]| + |y|.

» Correction 17 - Voir I'énoncé

Soit x, y et z des réels. On a alors x —z =x —y+y—z. Ainsi, d’apres 1’inégalité triangulaire,
=zl =lx—y+y—x <|x—y[+]y—2|.
» Correction 18 - Voir I'énoncé

a. U’ensemble des solutions de ’équation |x| = 3 est I’intervalle [3;4].

b. Soit x un réel. On a

12x+3]=99< 2x+3<106<2x <73 <x<

N

Conclusion : L’ensemble des solutions de I’équation |2x+ 3| =9 est I’intervalle [3; % [
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c. Soit x un réel. On a

10 1
|5x+1] <7<:>L5x+lj <leSx+l<2ex<lex< .

5

10
Conclusion : L’ensemble des solutions de I’inéquation [Sx+ 1] < - est 'intervalle |

—09;
B

[

W |—

» Correction 19 - Voir I'énoncé

Si x est un entier, —x I’est aussi. On a alors |x] + | —x] =x—x=0.

Supposons désormais que x n’est pas entier. On a alors x — 1 < |[x] <xet —x— 1| —x| < —x.

En additionnant ces deux inégalité, on a donc —2 < |x| + |—x] < 0. Or, [x|+ [—x] est un entier. Ainsi,

|x] +|[—x] =—1.

Conclusion : Pour tout réel x, on a [x| + | —x]| = { (1 !

sixeZ
sinon.
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