DM2 : Récurrence, dérivation

» Exercice 1 — Nouvelle-Calédonie — 29 Ao(t 2023
On considere la suite (u,) telle que up = 0 et, pour tout entier naturel n,

—u, —4
Uy, +3

Un+1 =

On admet que u, est défini pour tout entier naturel 7.

—0-4 4 —(-3) -4 3-1
1. 0 = = ——etuy = 3 =3
nauj 0+3 36 uj _%_1_3 _%_

2. On complete la fonction terme ci-dessous écrite de ma

[\S}

_8 8

|

—_3__2
= =5 ="3

3
iere incomplete en langage Python

B wio

def terme (n)

1

2 u =0

3 for i in range (n)
4 u = (-u-4)/(u+3)
5 return u

3. Pour tout réel x > —3, on pose u(x) = —x—4 et v(x) = x+ 3. u et v sont dérivables sur | — 3; +oo|
et v ne s’annule pas sur cet intervalle. f est donc dérivable sur | — 3; 4-oo].

A
Par ailleurs, f = M Ainsi, pour tout réel x > —3, on a
%
—1(x4+3)—(—x—4)x1 —x—3+x+4 1
/
F) 13 G132 (r3)

f est donc strictement croissante sur | — 3; +oo].
4. Pour tout entier naturel n, on considere la proposition P(n) : —2 < u,+1 < uy.

4 . . .
e Onauy=0etu; =——. Ainsi, —2 < u; < up. P(0) est donc vraie.

e Soit n un entier naturel tel que P(n) est vraie. On a donc
—2 <y Sy

La fonction f étant strictement croissante sur | — 2; +oo|, on a alors

f(=2) < flunt1) < f(un)

—(-2)—4 =2
Or, f(-2) = % = 1 = =2, f(tny1) = tns2 et f(un) = 1.

Ainsi, on a bien —2 < uy 12 < upy1. P(n+ 1) est donc vraie.
e Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

1
5. Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel n par v, = 7
Up
1
O = —_— = —
(@) Onavo up+2 2

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr



http://mathoutils.fr

Terminale Spécialité Maths : DM 2

1

b) P tout enti turel n, = td = —.

(b) Pour tout entier naturel n, on a v, w12 et donc v,4 | e 12

Or, up 1 = _u"_i__ . On remplace donc u, | par cette valeur. Ainsi,

Un
B 1 - 1 B 1 B 1 I uy+3
Vntl = —Mn—4+2_ _un_4+2(un_|_3) - _Mn_4+2un+6) =y —44+2u,+6  uy+2 oy, 42
U, +3 u, +3 u,+3 u, +3 u,+3 u, +3 u, +3
Ainsi,
u, +3 1 U, +2
Vptl —Vy = = =1

n un+2_un—|—2 Cu,+2

Finalement, pour tout entier naturel n, v, = 1 +v,. La suite (v,) est arithmétique de
raison 1.

. ) 1
(c) Pour tout entier naturel n, on a donc v, = vg = n X 1 soit v,, = 5 +n.

1
(d) Pour tout entier naturel n, on a v, = .
Uy +2
Ainsi ! +2et ! 2 ! 2
17 — =Uu U, = — — = — 2.
Vi " "y, n+0.5

» Exercice 2
On considere la suite (u,) définie par uy = 3 et, pour tout entier naturel n, u, | = Su, —4n — 3.

1. Ona
up =5up—4x0-3=5x3-0-3=15-3=12
et
up =5u;1—4x1-3=5%x12-4-3=60—-7=153

2. Pour tout entier naturel n, on considere la proposition P(n) : u, > n+ 1.
e Pourn=0:o0onauy=3et0+1=1.0Onabienuy>0+1, P(0) est vraie.
e Soit n un entier naturel tel que P(n) est vraie. On a donc u, > n+ 1. En multipliant par
5, on a 5u, > 5(n+1) soit Su, > 5n+ 5. En ajoutant —4n — 3 des deux c6tés, on a alors
Sup, —4n—3 > Su,+5—4n—3 soit u,1 > n+2. P(n+ 1) est donc vraie.
e Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel .
3. Pour tout entier naturel n, on pose v, = u, —n— 1.
Onaalors v, =y — (n+1) — 1 soit vy = upr1 —n—2. Or, upy) = Su, —4n—3.
Ainsi, v, 1 =5u,—4n—3—n—2="5u,—5n—5 =5(u, —n— 1) = Sv,. La suite (v,) est donc
géométrique de raison 5 et de premier terme vo = ug —0—1 =3 — 1 = 2 Montrer que la suite
(vn) est géométrique. On précisera sa raison et son premier terme.
4. Ainsi, pour tout entier naturel n, v, = vg X 5" = 2 x 5", Par ailleurs, v, = u, —n —1 donc
Uy =Vvy+n+1=2x5"+n+1.
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