DSO01 : Récurrence, dérivation

» Exercice 1 |
Pour tout entier naturel , on considere la proposition P(n) : « u, = i’
n
e Initialisation : Onaug =1 et 75011~ 1. P(0) est donc vraie.
e Hérédité : Soit n un entier naturel tel que P(n) est vraie. On a donc u,, = PR Ainsi,
n
1 1
- Py _ Py _ 1 " 2n+1 _ 1 _ 1
T laxg s 20T, T 1 w43 43 2n+1)+1
2n+1 2n+1

P(n+ 1) est donc vraie.
e Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel .

» Exercice 2

On considere la fonction f définie pour tout réel x par

f(x):eg;ﬁ

1. Pour tout réel x, on pose u(x) = x et v(x)
u'v—u/

pas. f est donc dérivable sur R et /' =

— eO.Sx—l
/

. u et v sont dérivable sur R et v ne s’annule

T Pour tout réel x,
v

I x %1 —xx0.5¢%* 1 (1-0.5x)e®>*!1  1-0.5x

fllx) =

(eO.Sx—l )2

(eO.Sx—l)Z - e0-5x—1

2. Pour tout réel x, e*>*~1 > 0. f/(x) est donc du signe de 1 —0.5x.

x |- 2 oo
f'(x) + 0 -
2
¥ / \

On considere désormais la suite (u,) définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n, u, = f(uy)

3. Pour tout entier naturel n, on note P(n) la proposition « 0 < u, < ;41 < 2 ».

e Initialisation : Onaug=1et

205

~1.7. Onabien 0 < up < u; < 2. P(0) est donc vraie.

e Hérédité : Soit n un entier naturel tel que P(n) est vraie. On a donc 0 < u,, < upy1 < 2.
En appliquant la fonction f qui est croissante sur [0;2], on a f(0) < f(un) < f(up41) <

f(2).
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Or, f(0) =0, f(un) =upt1, f(Upt1) =upi2et f(2) =2. Ainsi,ona 0 < up 41 < Uy < 2.
P(n+ 1) est donc vraie.
e Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel .

4. D’apres la question précédente, pour tout entier naturel n, on a u, < u,,;. La suite (u,) est
donc croissante.

» Exercice 3
On considere la fonction g définie pour tout réel x par g(x) = v/ 1 +x2

1. Pour tout réel x, 1 +x% > 0. g est donc définie sur R. De plus, la fonction x — 1 +x2 est
2x X

S+ VI+R2

dérivable sur R, g I’est donc également et pour tout réel x, g’ (x)

On considere désormais la fonction f définie pour tout réel x par

) =&=3)VIi+x

2. Pour tout réel x,

¥ VIFZ x(x=3) 14242 -3x 22 -3x+1
VI+x2 V1422 V1442 V1+x? V1+4x?

3. Pour tout réel x, v/1 +x2 > 0. f'(x) est donc du signe de 2x> — 3x + 1. Il s’agit d’un polynéme
du second degré dont le discriminant vaut (—3)?> —4 x 2 x 1 =1 > 0. Ce polyndme admet donc

—(=3)-vV1 1 —(-3)+V1

deux racines, qui sont —2x3 2 et B Rr 1. On en déduit le tableau de signes

de f’ et le tableau de variations de f.

Fx)=1xvV1+x2+(x—3)x

X |- 0.5 1 oo

() + 0 — 0 +

P / —2.79 — /

—2.82

4. La tangente .7 a pour équation y = f(0)(x—0) + f(0) soity = x—3

5. On a f(3) =0 et, en remplacant x par 3 dans I’équation de la tangente .7, on trouve bien
3—3=0. La tangente .7 de la question précédente coupe ¢ au point de coordonnées (3;0).

6. Dans un repére orthonormé, on trace I’allure de la courbe ¢ ainsi que la tangente 7.
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