Sommes et produits

Notation X et sommes usuelles

» Exercice 1: Manipuler la notation - Voir le corrigé

Ecrire les sommes suivantes a 1’aide du symbole X.

1 1 1 1 1
A=l+o+3+5+5+¢ B=6>+7"+82+92+10+ 1124122
C=2x3+3x44+4x54+5x6+6x7 D=21+23+25+27+29+31+33+35+37

» Exercice 2 : Quelques sommes - Voir le corrigé

Donner la valeur des sommes suivantes.

7 6 29 n
Y (2i-5) Y (-1 Xf Y 2n(ouneN).
= =0 i=23 5 k=0

» Exercice 3 : Informatique ! - Voir le corrigé

2, . . . » . . n
1. Ecrire une fonction Python somme qui prend en entrée un entier # et renvoie la valeur de Y, %
k=1

Z, . . . . » , . . n
2. Ecrire une fonction Python seuil qui prend en entrée un réel a et renvoie le plus petit n tel que Y, % >a.
k=1

» Exercice 4 : Sommes usuelles - Voir le corrigé

Soit n un entier naturel. Calculer les sommes suivantes.

n 2k+3 n . n n (_ l)k
Z 3k+1 22 Z(4k+3) Z 22k+1
kﬁo kiZ kﬁo k;o
Y (2k+3) Y doung#letp<n Y 22 Y (k+2)(k+5)
k=2 k=p k=0 k=0

» Exercice 5 : Somme des cubes - Voir le corrigé
n?(n+1)?

n
Soit 7 un entier naturel. Montrer que Z K= )

k=0
» Exercice 6 : Une autre somme - Voir le corrigé
nn+1)(n+2)(n+3)

n
Soit 7 un entier naturel. Montrer que Z k(k+1)(k+2)= 2 .
k=0

» Exercice 7 : Somme usuelle dérivée - Voir le corrigé

n
On considere la fonction f: x+— ¥ x*
k=0
1. Que vaut f(1) ? Donner une expression de f(x) pour tout réel x différent de 1.

n
2. En utilisant la dérivée de f, déterminer une expression de Y kx* pour tout réel x # 1.
k=0
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» Exercice 8 : Encadrement de somme - Voir le corrigé

n

. . 1 1
Soit n un entier naturel non nul et S = Y}, 2 Montrer que p <S<L
k=1

» Exercice 9 : Factorisation remarquable - Voir le corrigé

Soit a et b deux réels et n un entier naturel non nul. Factoriser a”* — b".

Manipulations sur les sommes

» Exercice 10 : Télescopage - Voir le corrigé

Soit n un entier naturel. Calculer les sommes suivantes en faisant apparaitre une somme télescopique.

n l n ( 1) n
a)y — b. Y In(1+- c. ¥ kxk!
k;)\/kﬂm/l? k; k k;)

» Exercice 11 : La somme des entiers revient... - Voir le corrigé
n

On se propose de démontrer un résultat du cours d’une autre maniere. Soit # un entier naturel. On note S = Z .
k=0

1. Soit k un entier naturel. Que vaut (k+ 1)? — k> ?
n
2. En calculant Y ((k+ 1)> — k%) de deux maniéres différentes, montrer que (n+1)> =25+ (n+1).
k=0
3. Retrouver la valeur de la somme S.

» Exercice 12 : ... puis la somme des carrés - Voir le corrigé

n n 1 2 1
En calculant ¥ ((k+1)® — k%) de deux maniéres différentes, montrer que Z K> = n(nt )6( n+l) .
k=0 k=0
» Exercice 13 : Découpage d’'une somme - Voir le corrigé
Soit n un entier naturel.
3n
1. Onnote A, = Y (2n). Déterminer la valeur de A,.
k=2n+1
2n
2. Onnote B, = Y k. Déterminer la valeur de B,,.
k=
! 3n
3. En déduire la valeur de Y. min(k,2n).
k=n
Produits
» Exercice 14 : Notation produit - Voir le corrigé
Ecrire les produits suivants  1’aide du symbole IT.
A=1x2x4x8x16x32 B=9x11x13x15x17x19x21
C=-2x3x(—4)x5x(—6) D=25x22x19x16x13x10x7

» Exercice 15 : Produits simples - Voir le corrigé

Donner la valeur des produits suivants.
8 25

[12i-9 f[ 3k 12
k=0

i=3 i=17
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» Exercice 16 : Informatique ! - Voir le corrigé

, L 1
Ecrire une fonction Python produit qui prend en entrée un entier n et renvoie la valeur de H (1 — k3>
k=2

» Exercice 17 : Calcul de produits - Voir le corrigé
Soit 7 un entier naturel. Donner la valeur des produits suivants.
n 1 ) n %
1+ - 2 3—k
[0+ Il [Jo-s

» Exercice 18 : Somme de produits — Voir le corrigé

n j+1
Soit j un entier naturel. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a Z H(k +i) = ) H(n +i).
k=0i=0 J 200

Sommes doubles

» Exercice 19 : Sommes doubles - Voir le corrigé

Soit # un entier naturel non nul. Calculer les sommes suivantes.

Y 1 Y i Y (i+)) Y nt

1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n
» Exercice 20 : Un découpage - Voir le corrigé

Soit n € N. En découpant judicieusement cette somme, calculer Z min(i, j).
I<i,j<n

» Exercice 21 : Indices séparés - Voir le corrigé
Soit n et p deux entiers naturels. On considere des réels a; et b; pour i € [1;n] et j € [1;p].
n 14
Montrer que Z aib; = (Zai) ij .
1<i<n i=1 j=1
I<j<p
» Exercice 22 : Sommes doubles avec indices dépendants - Voir le corrigé

Soit # un entier naturel non nul. Calculer les sommes suivantes.

1 ), Y, (i+)) Y i

I<i<j<n I<i<j<n I<i<j<n I<i<j<n
» Exercice 23 : Informatique ! - Voir le corrigé

1. Ecrire une fonction Python somme_1 qui prend en entrée un entier n et renvoie la valeur de Y i/.
1<i,j<n

2. Ecrire une fonction Python somme_2 qui prend en entrée un entier n et renvoie la valeurde Y, /.
I<i<jsn

» Exercice 24 : Interversion - Voir le corrigé

n n
Soit 7 un entier naturel non nul. On pose S, = Y, % etu, = Y S;. Montrer que u, = (n+1)S, —n.
k=1 i=1

» Exercice 25 : Ou est la somme double ? - Voir le corrigé

n
Soit n un entier naturel non nul et x un réel différent de 1. En introduisant une somme, calculer Z k.
k=1
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Corrections

» Correction 1 - Voir 'énoncé

Les solutions données ici ne sont pas les seules possibles !

111
1LA=1 - -
+2+3+4+5+6 Z

2. B=6*+7*+82+924+102+1124+122 = ZkZ

3. c=2><3+3x4+4><5+5><6+6x7=):k(k+1)
k=2
18

4. D=214234254+27429+31+33+35+37= ) (2k+1)
k=10

» Correction 2 - Voir ’'énoncé

Ona

7

LY (2i-5)=(2%x3-5)+(2x4=5)+(2x5-5)+(2x6-5)+(2x7-5)=25;
i=3
6

2. Y (D)% =0-142-3+4-5+6=3;
k=0
29 4

3. Y - =(29-23+1) x
R

4. Z 2n=(n—0+1)x2n=2n(n+1). Attention ici : I’indice est k et n de dépend pas de cet indice.
k=0

b

YRS

%
5

» Correction 3 - Voir ’'énoncé

def somme(n):

total = 0
for i in range(l, n+1):
total = total + 1/i

return total

o
o
H

seuil (a):
total = 0
i=20
while total < a :
i=1i+1
total = total + 1 / i
return i

» Correction 4 - Voir 'énoncé

Le but est de décomposer le terme dans la somme pour se retrouver avec une somme géométrique. On a ainsi

n 2k+3 n 2k 23 g k 8 1_(%)”+1 (2)n+1
L= Lyx3 32( ) =3 =8(-(3

3
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Pour cette deuxieme somme, on peut, au choix, effectuer un changement d’indice pour avoir un début a I’indice
0, ou compléter la somme avec les premiers indices.

< k __ k 1_2n+1 +1 +1
2k = 2 1-2= —3= 3=l g

Pour la troisieme somme, on utilise la linéarité de la somme.

i(4k+3):4ik+i3:4”(”+1)

k=0 k=0 k=0

+3(n+1)=2nn+1)+3(n+1)=(n+1)(2n+3)

Pour la quatrieme somme, on va de nouveau faire apparaitre une somme géométrique.

LSRGl R ) e (- (D))

= k+1 2% %2 24 25\ 4 20 1-(-%) 5 4
Pour la cinquieme somme, on utilise d’abord la linéarité de la somme.

n n

Y 2k+3)=2) k+) 3

k=2 k=2 k=2
Or,

kgzk:k;)k oo Mt )—1_”+; et ];3 3(n—2+1)=3(n—1)
Ainsi

n 2 -2

Y (2k+3) =2x T2 43— 1) =2 +4n—5

k=2 2
Pour la sixieme somme, remarquons que

- = kLN

Yd=Yd+)d

k=0 k=0 k=p
Ainsi,

iqk_ iqk_pi’lqkzl qn+1 _1 qp 1+1 _ qp qn+1

k=p k=0 k=0 l—gq l—¢q 1—

Pour la septieme somme, on fait apparaitre une somme géométrique.

3k+2 _ 3k 2 k 1 -8t 4 n+1
Zz Zz X 2 428 =4x e =—(1-8"").

Pour la huitiéme somme, commencgons par développer, puis on utilise la linéarité de la somme.

Y (k+2)(k+5)=Y (K +7k+10)= Y K*+7) k+ Y 10.
k=0 k=0 k=0

k=0 k=0
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On reconnait alors des sommes usuelles.

zn:(k—i-Z)(k—i—S) _ n(n—i—l)éZn—i—l) +7n(n2+1) 10t 1)
k=0

n(n+1)2n+1)+21n(n+1)+60(n+1)
(n+1)(n(2n+1) —|—261n—|—60)
(n+1)(2n2+§2n+60)
(n+1)(nzflln+30)

Il est aussi possible de factoriser le poyndime du second degré en déterminant ses racines (—5 et —6) pour
obtenir

i _ (n4+1)(n+5)(n+6)
l;)(k+2)(k+5)_ . .

» Correction 5 - Voir I'énoncé
(n —|— 1)?

Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « Z =1
o SR 0*(0+1) :
* Initialisation : pour n =0, on a Z k> =0et — = 0. P(0) est donc vraie.
k=0
» Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie. On a alors
n+1
Yi© = Z K+ (n+1)°
k=0
1
= n(n:) +(n+ 1)3 par hypothése de récurrence
2 n
= (n+1)"x Z—I—(n—i—l)
dn+4
— (n —1—1)2>< n* +4n—|—

2
= ()4n) (identité remarquable)

P(n+1) est donc vraie.

] R o . . LN nZ(n + 1)2
* Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on a montré : Vn € N, Z k= —
k=0

» Correction 6 - Voir I'énoncé

u 1 2 3
Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « Y k(k+1)(k+2) = n(n+ )nt2)(n+3) »

k=0 4

0
0(0+1)(0+2)(0+3
+ Initialisation : pour n =0, ona Y k(k+1)(k+2)=0 et 0+ )(: )(0+3)

k=0

=0. P(0) est donc

vraie.
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 Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie. On a alors

n+1 n
Y k(k+1)(k+2) = Y k(k+1)(k+2)+ (n+1)(n+2)(n+3)
k=0 k=0
1 2
= nin+ )(n:— Jn+3) +(n+1)(n+2)(n+3) par hypothese de récurrence
= e+ D)+2)(n+3) (F+1)
_ (n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
R 4
P(n+1) est donc vraie.
! 1 2 3
* Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on a montré : Vn € N, Z k(k+1)(k+2)= nn+ )(n:— Jnt )
k=0

» Correction 7 - Voir 'énoncé
Onaf()=% =¥ 1=(n+1)x1=(n+1).
k=0 k=0

l_xn+1

Pour tout réel x # 1, on a f(x) =

1—n
La fonction f est dérivable sur | —oo; 1] et ] 1; 4o comme quotient de fonctions dérivables sur ces intervalles et
dont le dénominateur ne s’annule pas. Pour tout réel x 7 1, on a alors

710 = —(n+ 12" (1 —x) — (1 —x"") x (=1) _ 0 (e D1
(1—x)? (x—1)? )

k

Par ailleurs, les fonctions x — x* sont aussi dérivables sur ces intervalles. Ainsi, pour tout réel x # 1, on a

également
n
fx) =Y Jxk 1
k=0

Remarquons que I’on peut commencer la somme a 0 ou a 1 puisque le premier terme de cette somme vaut 0.
Ainsi, pour tout réel x # 1, on a

Xn:kxk_ Xn:kxkil XX_XXn:kafl =xX nx" — (n+ Da" +1 _ a2 — (n+ 1) 4 x
k=0 k=0 k=0 (x—1)2 (x—1)2

» Correction 8 - Voir 'énoncé
Soit n un entier naturel et k € [[1,n].
La fonction x — x? étant croissante sur R, on a 1 < k> < n?. De plus, la fonction inverse étant décroissante

1 1
sur |0;4oo[,ona 1 > 2 > —. Ainsi,

n
Yasrpsyt
k=1 k=1 k=1
et donc
n 1
<) 5 <n
n? k;l k2
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» Correction 9 - Voir 'énoncé
Sia=0oub=0,iln’y arien a faire... Par ailleurs, si a = b, alors a" — b" = 0.

Supposons désormais que a # 0, b # 0 et a # b. On a alors

e (i) (2))

Or, puisque a # b, on a % #%letona

= k1<z)n by Y (b
k_ZO<a> B b doncl—(a> _<1_a>k;)<a> '

b n—1 b k
a" =t (1‘>k20<>

n—1

Ainsi,

En remarquant que a" = a x @"~ "', on a alors

b) n—1 n—1
n n n—1 k _—k k n—1—k
a—b'=ax|1—-|xa b'a"=(a—->b b a .
(o) gty
» Correction 10 - Voir 'énoncé

a. On utilise la quantité conjuguée. Pour tout entier naturel k, on a

U VETVE VERTVE VERVE
VEHT+vE  (VEHT—VRWVEFT+VE) i —vE  kHl-k ‘

Ainsi,

n

1 n
IR, s BN B ]

b. Soit k un entier naturel non nul. On a

1n<1 +%> —In <%> = In(k+1) —In(k).

Ainsi,
Zln<1+ ) i In(k+1) —1In(k)) =In(n+1) —In(1) =In(n+1).

c. L’astuce consiste a écrire k = k+ 1 — 1. Ainsi,

n n

zn:kxk!: f(kﬂ—l) xk!=Y ((k+1)xk!—k) =Y ((k+1)!=k!) = (n+1)! =0l = (n+1)!
= k=0 k=0 k=0

» Correction 11 - Voir I'énoncé

On note S = Z k.
k=0
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1. Soit k un entier naturel. On a (k+1)> —k?> = k> +2k+ 1 — k> = 2k + 1.

2. D’une part, Z((k+ 2=k =m+1)>-0*=(n+1)>

k=0
n

D’autrepart,i((k+1)2—k2) Z (2k+1) 2Zk+21—22k—|—n+1

k= k=0

Ainsi, (n+1)? 2Zk+ (n+1).
k=0

Ilen Vientque22k: (n+1)*—(n+1)=m+1)(n+1-1)=n(n+1).
k=0

n
Finalement, Z k=
k=0

nn+1)
5

» Correction 12 - Voir I'énoncé

n
Soit n un entier naturel. D’une part, Z((k—{— 1P =) =m+1)P° -0 =m+1)>%.

k=0

Par ailleurs, pour tout entier naturel k, on a (k+ 1)3 —k* = k3 4+ 3k* + 3k + 1 — k* = 3k*> + 3k + 1.

n

Ainsi, i((k+1)3—k3) =Y (3K +3k+1) :3ik2+32k+ pIRE

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
n 1 n
Or, ) k= n(n; ) et Y 1= (n+1). Ainsi,ona
= k=0
d 3 1
(n+1)3:31;)k2+n(nzﬂ+(n+1)
Ainsi,
3n(n+1 2(n+1)}=3n(n+1)—2(n+1 +1)2(n+1)>—3n-2
3= (- 2O ) RSO ED 220D (oY
2 6 6
Or,

2(n+ 1) —3n—2=2n*+4n+2-3n-2=2n"+n=n(2n+1)

Ainsi,

n(n+1)2n+1)
Zk2 6

» Correction 13 - Voir I'énoncé

Attention : le terme dans la somme ne dépend pas de k. Ainsi
3n
Ag= Y. (2n)=2nx(3n—(2n+1)+1)=2nxn=2n".
k=2n+1

Par ailleurs,

2n
2n +1 n—1)n
B,=Y k= Zk Zk— e
k=n
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Ainsi,

nin—1)
2

—1 dn+2—(n—1 3 3 3
i )_,1X"+<">_nX nt = et )

Ay=n(2n+1)— 5 5

—n<2n+

On découpe alors la derniere somme. En effet, si k < 2n, alors min(k,2n) = k. Sinon, on a min(k,2n) = 2n.
Ainsi,

3n 3n
Zmin(k,Zn mek2n )+ Z min(k,2n) = Zk+ Z (2n).
k=n =n k=2n+1 =n k=2n+1
Ainsi,
3n
3 3 dn+ (3n+1 Tn+3
Zmin(k,Zn) =A,+B,=2n*+Zn(n+1) :n<2n—i—(n+1)> = n(én+ (3n+ 1)) = n(Tn+ )
= 2 2 2 2
» Correction 14 - Voir I'énoncé
Ona
5 6 6 6
A=TJ2¢ B= ] (2k+9) C= Tl (-1)"k D= [](25-3k)
k=0 k=0 k=2 k=0
» Correction 15 - Voir I'énoncé
Ona
8
- [ 2x3-9)x2x4-9)x(2x5-9)x(2x6—-9)x(2x7—9)x(2x8—-9)=—-3x
i=3

—1x1x3x5x%x7=315.
3

« J]3F=3"%3"%x3*x3%=3°=729.
k=0
25

« []2=2x2x2x2x2x2x2x2x2=2"=512.
i=17

» Correction 16 - Voir I'énoncé

def produit(n):
total = 1
for i in range(2, n+1):
total = total * (1 - 1/(k#*%*3))
return total

» Correction 17 - Voir 'énoncé

On fait apparaitre un produit télescopique.

L 1 nk+1 1
H<1+>: L
k=1 k7 e k 1

Pour la deuxieme somme, on utilise les regles de calcul sur les puissances.

n

n
sz = zkg f_
k=0

Pour le troisieme produit, remarquons que si n > 3, alors le terme (3 — 3) apparait dans le produit et celui-ci
vaut 0. Il reste donc a calculerlescasn=0,n=1¢etn = 2.
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0
e Sin=0,[[3—k) =1;
k=0

1
e Sin=1[(3-k=3-1=2;
k=0

.« Sin=2, f[(3—k):(3—1)(3—2):2;
k=0

n
* Sinon, [[(3—%k)=0;
k=0
» Correction 18 - Voir I'énoncé
Non, celle-1a, j’ai un peu la flemme dans I’immédiat.

» Correction 19 - Voir 'énoncé
Ona

N

Par linéarité,

Y G+pH=) i+ Y J

1<i,j<n 1<ij<n  1<ij<n
. . n*(n+1) . .
Les deux sommes sont identiques (symétrie i <+ j), chacune vaut — s (c’est en fait deux fois la somme
précédente). Ainsi,
2
. n“(n+1
Y (i+)) =2'(2) =n*(n+1).

1<i,j<n

Pour la derniére somme, on a
Y (L) =y (L) =Y (v Ew] = ey
i=1 \ j=1 i=1 \j=1 i=1 j=1 j=1 i=1

Ces deux sommes sont égales (rappelons que 1’indice est muet) et on reconnait la une somme géométrique. Si
n = 1, alors ces deux sommes valent 1 et donc Z 17 =1.

1<i,j<1
Sinon,
inj: anil_ 1_nn+1 - l_nn+1_(1_n) _ n_nn+1
- — 1—n 1—n 1—n
j=1 j=0
et donc

2
_ n+l

Yot ("") |
1<i%n I=n

» Correction 20 - Voir 'énoncé
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n
Z min(i, j) :Z Zmin(i,j) .
]<t,j§n i=1 \Jj=I
i sii<

. J . On utilise alors la relation de Chasles.
j  sinon.

Or, min(i, j) = {

i"lmin(i] Zmln i,j)+ Z min(i, j) Zi’ i i(i;1)+i(n—(i+l)+l).

Jj=i+1

Ainsi,
1 2 (2n+1
Zmln i, J) (;— )—I-( —1)i —% ( n—2|— )i
On a donc
1<;Z< mln(l’])_;(_2+2 ——E;l + 3 ;1.
L jn = = =
Finalement,
1 1)(2n+1 2n+1 1 D2n+1
Z min(i,j):—fxn(n%_ )(2n+ )+( n+1)n(n+ ):n(n+ )(2n+ )
1<ij<n 2 6 6 6

» Correction 21 - Voir I'énoncé

Ona
n
Y ab;, =) (Zm) [par définition]
1<isn i=1
1<j<p

n p
= Z <a,~ Z b j> [Factorisation dans la deuxi€éme somme]

=1
p n
= Z bjx Z a; [La seconde somme ne dépend pas de i, on factorise.]

On a

Par ailleurs,
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[par définition]

N
N
.
N
3
~.
i
[

™
I
(ngE
. '[\ﬂ\
—_ N—

[calcul de la somme intérieure]

|
= I
~
<{
+ -

=2
&, 1¢ e
= Y+ Y [linéarité de la somme]
2 = 2 =
1)(2 1 1
- I nt i( nt )+n(n4+ ) [calcul des sommes]
D(2n+1)+3
= nin+ )((1;+ )+3) [réduction au méme dénominateur]

n(n+1)(2n+4)
12
1 2
= W [simplification par 2]
Par linéarité de la somme, on a
Y G(+hH= Y i+ )Y J

I<i<j<n I<igj<n I<i<jsn

La premiere de ces sommes a été calculée précédemment. Par ailleurs,

n J
Z j= = Z (Z j> [par définition]
I<igj<n J=1 \i=1
n
= Z j2 [calcul de la somme intérieure] Ainsi,
j=1
1)(2n+1
n(n+ )6(n+ ) [somme usuelle]
.. onnED)(n+2) nr+DR2e+1) nn+1)Br+3)  nn+1)?
Y (i+i)= 5 + < = . ==
I<i<j<n

Pour la derniére somme, il suffit de remarquer que puisque i < j, alors i — j < 0 et donc |i — j| = j —i. Ainsi,
Y li-jl= )} G-d= )} Jj- ) i
I<i<j<n I<i<j<n I<igjsn I<igj<n
D’apres ce qui a été vu précédemment,
_nn+1)2n+1) n+1)(n+2)  nn+1)(n-1)

Y li—l 5 c =

I<i<jsn

» Correction 23 - Voir I'énoncé

> def somme_1(n):
S =0
4 for i in range(1l,n+1):
for j in range(l, n+1):
6 S =8 + i ** j
return S

9 def somme_2(n):
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S =0
for j in range(l,n+1):
for i in range(1l, j+1):
S =S + i *x j
return S

» Correction 24 - Voir 'énoncé
Soitn € N. Ona

n
u, = Y S
i=1
n i |
- £(t})
i=1 \k=1
= Y % [notation compacte]
1<k<i<n
n n 1 . .
= Yl X 7) [interversion]
k=1 \i=x k
n
= Y ”‘f*l [calcul de la somme intérieure]
kil 1 n k . .
= Y®-Y§ [linéarité]
k=1 k=1
n n
= (n+1) % %— Y 1 [factorisation et simplification]
k=1 k=1
= (mn+1)S,—n.

» Correction 25 - Voir I'énoncé

k
Remarquons que k = Z 1. Ainsi,
i=1

n
= y Xk [notation compacte]
1<i<k<n
7 n . .
= Yl X Xk [interversion des somme]
i=1 \k=i
n xi_xn+l . . 2
= Y- [voir exercice 4, somme numéro 6]
i=1
1 n . n 1 . .
= —=(Lx¥—-Yyat [linéarité]
i=1 i=1
1 [x—x""!
= oyt [calcul des sommes]
1—x 1—x
1 x— X" (1 = x)na ! . . .
= 1 X 1 [mise au méme dénominateur]
—X —X
x— (14 n)x" 1 4 nx 2

(1=
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