Systemes linéaires

Résolution de systémes

» Exercice 1 - Voir le corrigé

Résoudre les systemes linéaires suivants.

2x+3y=4 5x 1=2x—y+3 Ix—2y=1
(51) : {3xi_5§=1 (S2) - {7x::_—5§+ =x—|—yy—+1 (53) - {—3x+5§=5
» Exercice 2 - Voir le corrigé
Résoudre les systemes triangulaires suivants.
2x+3y—3z=1 2x+4y =1 xX+y+ z+ t=0
(1) : 3y—2z=2 (S2) : 3y =5 (S3) : y+2z— =0
4=3 Sx— y—z=1 32-2t=0
» Exercice 3 - Voir le corrigé
Résoudre les systemes linéaires suivants.
x+ y+2z=3 by +2z=1 y—z =1
(S1) : & x+2y+ z=1 (S2) : - y+ z=2 (S3) : S 2x+y+z =3
2x+ y+ z=0 x—2y = x 4z =1
2x— y+3z =1 2x—y+ z=3 2x— y— 7z =
(S4) :  —4x+2y+ z =3 (Ss) : ¢ x  +2z=-1 (Se) : { —4x— y+ z =3
10x—5y—6z =-10 xX—y— z=2 10x—5y—6z =-10
» Exercice 4 - Voir le corrigé
Résoudre les systemes linéaires suivants.
—3x+ y+ z+ t=0 x— y+ z+ t=0
x=3y+ z+ t=0 3x—3y+3z4+2t=0
SR T §—3z+ t=0 5259 i+ z =0
x+ y+ z=3t=0 5x—5y+5z+7t=0

» Exercice 5 - Voir le corrigé

Résoudre le systeme suivant, ol x, y et z sont des réels positifs.

N
(S) : ¢ M2 = 2
x2y2z5 = 3

Indication : penser au logarithme ...
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Systemes avec parametres
» Exercice 6 - Voir le corrigé
Soit a et b deux réels. Déterminer, selon les valeurs de a et b, ’ensemble des solutions du systéme suivant :

(s) : x+ay=>b
" ax+ y=b

» Exercice 7 - Voir le corrigé

Soit m un réel. Déterminer, selon les valeurs de m, le rang du systeme suivant

X + 2z = 4
(S) : 2x + my + 4z = 8—m
—x — my + (m*-3m—-2)z = 2m—4

» Exercice 8 - Voir le corrigé

Soit m un réel. Déterminer, selon la valeur de m, I’ensemble des solutions du systéme suivant :

x + y + Z = 1-m
S): < mx + (1-my + (1-mz = m?
mx + (1+m)y + (14m)z = m—m?

Quelques applications

» Exercice 9 - Voir le corrigé

Déterminer I’ensemble des fonctions polyndmes du second degré f : x — ax? + bx + ¢ qui vérifient f(1) = 3,

f2)=5etf(-1)=1
» Exercice 10 - Voir le corrigé

Déterminer I’ensemble des fonctions polyndmes du second degré f : x + ax? + bx + ¢ qui vérifient f(2) = 4,

f3)=8.
» Exercice 11 - Voir le corrigé

Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout réel x € R\ {—1,1,2}, on ait

1 _a . b . c
x+D)x—1)(x—2) x+1 x—1 x-2°

» Exercice 12 - Voir le corrigé

Déterminer trois réels a, b et c tels que, pour tout réel x € R\ {—3,1}, on ait

5x2—|—21x+22_ a n b . c
(x—D(x+3)2 x—1 x+3 (x+3)%
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Corrections

» Correction 1 - Voir 'énoncé
. . . 23 10
(S1) admet une unique solution qui est (—; —)
19719
3x+2y=2 (Ll)
(SZ) 4
6x+4y=—-1 (Lp)
3x+2y =2
-
0=-5 (Ly< Lry—2Ly)

Le systeme (S;) n’admet aucune solution.

1
(S3) admet une unique solution qui est (15—3, g) .

» Correction 2 - Voir 'énoncé
1 73
(S1) admet une unique solution qui est <—§ el 4_1)

Pour (), le mieux est de réécrire le systéme pour obtenir un systéme triangulaire.

—z+5x— y=1
($2) & 2x+4y=1.
3y=5
17 5 101
On trouver alors que (S2) admet une unique solution qui est (_F ; 3 : —?)
Pour (S3), on a
x+y+ z+t=0 Xty+2/341 = 0 X—t/342%/341 = 0
(83) = y+2z—t=0 &< y+2x2t/3—t = 0 o y = —t/3
7 =2/3 z = 2t/3 7 = 2t/3
et donc
x = —4t/3
($3)< vy = —t/3
z = 2t/3

Ainsi, I’ensemble des solutions de (S3) est {(—%; —%; %;t) NS R}.
» Correction 3 - Voir 'énoncé
Ona
x+ y+2z=3 x+y+2z=3 (L; pivot)
SH)eq x+2y+ z=1% y— z=-2 (Lo« L,—Ly)
2x+ y+ z=0 —y—3z=—-6 (L3« L3—2L)
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puis
x+y+2z=3 (Ly)
(81) & y— z=-2  (Ly pivot)
—4z7=-8 (Ls < L3+ Lp)
Ainsi,
x+y+2z=3 x+y+2z =3 x+y+2z=3
() < y— z=-2& y —2=-2& y =0
z=2 z =2 =2
et finalement,
+0+2x2=3 x=—1
(8) & =0&¢ y=0
=2 =2
Le systeme (S;) admet pour unique solution (—1;0;2).
On a
X +2z=1 X +2z=1 (L pivot)
(S2)eq — y+ z2=2< — y+ z=2  (Lp)
x—2y =1 —2y—2z=0 (L3« L3—L,)
Ainsi,
X +2z=1 (Ll)
($2)= < —y+ z2=2 (L, pivot)
—4Z =4 (L3 %L3 —2L2)

En résolvant ce systéme triangulaire, on trouve que le systtme (S,) admet pour unique solution le triplet

(—1;—151).

Ona
y—z =1 2x+y+z =3 2x+y+z =3 (L; pivot)
(S3)e(2x+y+z =3< y—z =1l& y—z2 1 (Lp)
x 4z = x 4z = —y+z =-1 (Lz3<+2L3—L)
Ainsi,
2x+y+z =3 L
( ) 2x+y+z =3
($3) < y—z =1 (L, pivot) = L
—7 =
0=0 (L3<—L3+L2) Y
Finalement,
(S3>®{2x+y+z = 3 @{Zx = 3—y—z @{Zx = 3—(1+2) @{x = 11—z
y = l+z y = 14z y = l+z y = 14z
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L’ensemble des solutions de (S3) est {(1 —z;14+2z;2),z € R}.

Ona
2x— y+3z=1 2x—y+ 3z=1 (L; pivot
(S4)<:> —4x+2y+ z=3 = 7z=15 (L2<—L2+2L1)
10X—5y—6Z:—10 —21z=-15 <L3%L3—5L1)
Ainsi,
1 5 y 4
2x — 3z = 1 = 7<1 -3 —) - 2 __
(54)@{)6”1_5/7@ ro= g Uhyeexg @{x 277
© 2 = 5/7 2 = 5/7
) y 4 5
L’ensemble des solutions de (S4) est AR JyeER,.
Ona
2x—y+ z=3 2x—y+ z=3 (L; pivot)
(S5)<:> X +27=—1 & y+322 -5 (L2 %2L2—L1)
x—y— z=2 —y—3z=1 (Ls < 2L3— L)
et donc
2x—y+ z =3 (Ly)
(Ss) & y+3z =-5 (L, pivot)
0=-4 (L3<—L2+L3)
Le systeme (S5) n’admet pas de solution.
Ona
2x— y—z =1 2x— y—z =1 (L; pivot)
(S¢) = —4x— y+ z =3 & —3y—z =5 (L < Ly +2Ly)
10x—5y—6z =-10 —z =-15 (Lz+L3—5L))

On a directement un systéme triangulaire que 1’on peut résoudre pour trouver comme unique solution au sys-

14 2
teme (Sg) le triplet <? : —?0; 15).

» Correction 4 - Voir I'énoncé

On a
—3x+ y+ z+ t=0 —3x+ y+ z+ t=0 (L pivot)
x=3y+ z+ t=0 —8y+4z+4t=0 (Lp<+3L,+L))
($) < & .
x+ y—3z+ t=0 4y —8z4+4t=0 (L3 <+ 3L3+Ly)
x+ y+ z—3t=0 4y+4z7—8t=0 (Ly<+3Ls+1Ly)
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Les trois derniéres lignes sont simplifiables par 4. On a alors.

—3x+ y+ z+ t=0 =3x+ y+ z+ =0 (L))
—2y+ z+ t=0 —2y+ z+ t=0 (L, pivot)
(Sl)<:> ~ :
y—2z+ t=0 —3z243t=0 (L3 +2L3+Ly)
y+ z—2t=0 3z—3t=0 (Ly<+2Ls+1Lp)
Ainsi,
(—3x+ y+z+t =0 (L)
—2y4z+t =0 (Lp)
(S4)<:> .
—z+t =0 (L3 pivot)
0=0 (Ls< L3+La)

On aboutit alors a un systeme triangulaire.

“Bxtytz+t = 0 Bx+y+i4+r = 0 Bx+1+t4+t = 0 x =
(S4) & —2y+z+t = 0 & —2y+t+t = 0 & y =t &<¢ y =
—z4+t =0 7z =t z =t z =

L’ensemble des solutions de (S;) est {(¢;7;¢;¢),1 € R}.

Ona
x— y+ z+ t=0 t+x—y+z=0 (L pivot)
3x—3y+3z+2t=0 —t =0 (Lz(—L2—3L1)
(82) & &
xX— y+ z =0 —t =0 (L3 <—L3—L1)
Sx—=5y+5z+7t=0 2t =0 (L4(*L4*5L1)
Ainsi,

(Sz)ﬁ{x—y—kz—i—; i 8 @{x—y—ki i 8 @{x = y—z

L’ensemble des solutions de (S2) est {(y —z;y;2;0),y,z € R}.
» Correction 5 - Voir 'énoncé
D’abord, notons qu’il n’est pas possible que I'un des réels x, y ou z soit nul.

Puisque x, y et z sont des réels strictement positifs, on pose a = In(x), b = In(y) et ¢ = In(z).

Onaalors x=¢% y= el et z = e°. Ainsi,

(ea)S(eb)Z(ec)G - 1 e3a+2b+6c - 1 3a+2b+6c = 0
(S) = (e9)*(e?)’(e)? = 2 & el — 2 = 4a+5h+12¢c = In(2)
e")2(e’)?(e) = 3 e2at2btse — 3 2a+2b+5¢ = In(3)

On retrouve donc un systeme linéaire classique, que 1’on s’empresse de résoudre.
3a+2b+ 6¢=0 (L; pivot)
(S) = 7b+12¢c = 311‘1(2) (L2 3L, — 4L1)
2b+ 3¢=3In(3) (L3z<+ 3L3—2L,)
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puis

3a+2b+ 6c=0 (L)
)< 7b+12¢ =31n(2) (L, pivot)
— 3c=21In(3)—6In(2) (L3« 7L —2L,)

On a alors un systeme triangulaire que 1’on résout, et on trouve alors

a=—2In(2) +6In(3) x=27336
(S) << b=-3In(2)+12In(3) & { y=233"12
c=2In2)—71In(3) 7=223"7

» Correction 6 - Voir 'énoncé
Ona

x—l—ay:b { x+ay = b (Ll)
S) & =
( {ax—i— y:b (l—az)y = b(l—a) (L2<—L2—aL1)

Sia# —1eta1,alors 1 —a® # 0 et on peut donc diviser par 1 —a?. Ainsi,

x+ay = b x+ay = b x+ay = b
)< b(l—a) < b(l—a) 2N b
y = 2 Y = O T y =
l—a (1—a)(1+4a) (1+a)
Finalement,
b b
X+ la = b x = 1
(S)<:) +a b PN +ba
YT U+a) YT U+a)
Ainsi, sia € R\ {—1;1}, 1 te dmet i luti iestl 1( b)
insi, si a —1;1}, le systetme admet une unique solution qui est le couple | ——; —— .
y 4 4 P 1+a 1+a

Sia =1, le systeme devient

x+y =b
<s><:>{ oo

L’ensemble des solutions de ce systeme est donc {(b—y,y),y € R}.

Sia = —1, le systeme devient
x+ =b
(5)e e
0=2b

Si alors b # 0, ce systtme n’admet pas de solution. Si en revanche, b = 0, I’ensemble des solutions de ce
systeme est {(y;y),y € R}.

» Correction 7 - Voir I'énoncé

Ona
X + 2z = 4 (L pivot)
(S) 4 my = —m (L2 —Ly— 2L1)
— my + (m*-3m)z = 2m (L3« L3+Ly)
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puis
X + 27 = 4 (Ll)
S) < my = —m (L, pivot)
m(m—3)z = m (L3 — L3 —I—L2)

Ainsi, si m # 0 et m # 3, ce systéme est triangulaire et ses pivots sont non nuls, celui-ci est donc de rang 3.
Sim =3, la derniere ligne devient 0 = 3, le systeme n’admet donc pas de solution.
Sim =0, les deux derniere lignes deviennent O = 0. Le systéme est donc équivalent a x + 2z = 4 et est donc de

rang 1.

» Correction 8 - Voir I'énoncé

Ona
x + y + b4 = 1—-m (L pivot)
(S) < (1-2m)y + (1-2m)z = 2m*—m (Ly < L —mL;)
y + Z = 0 (L3<—L3—mL1)

Inversons alors les deux derniéres lignes pour s’assurer d’un pivot non nul en deuxieme ligne. On a

x + y + z = 1-m
()< y + z = 0
(1-2m)y + (1-2m)z = 2m>—m
puis
x +y + z = 1-m (L)
($) = y + z = 0 (L, pivot)
0 = 2m*—m (L3« Ly—(1-2m)Ly)

Ainsi, si 2m —m? # 0, ¢’est-a-dire si m # 0 et m # %, le systeme (S) est incompatible.
Sim =0, on a alors,

(S>®{x+y+z=1®{x+y+z=l @{le
Dans ce cas, I’ensemble des solutions de (S) est {(1;—z;z),z € R}.

1
5, on a alors,

@e{*t s
+ z

Sim=

_ 1 _ 1
N { xtytz = 5 { x = 3
y = —Z =

(e} ST

1
Dans ce cas, I’ensemble des solutions de (S) est {(2; —z;z> ,Z € R}.
» Correction 9 - Voir 'énoncé

Soit f une telle fonction. On a alors f(1) =a+b+c, f(2) =4a+2b+cet f(—1) =a—b+c. On est donc
amené a résoudre le systeme.

a+ b+c=3
(S) : {4a+2b+c=5
a— b+c=1
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Or,

a+ b+ ¢c=3 (L pivot)
(S)<:> —2b—3c= -7 (Lz(—L2—4L1)
—2b =-2 (L3 %L3—L1)

La résolution de ce systeme donne alors b =1, ¢ = % eta

Wl W=

Réciproquement, on considere la fonction f : x — %x2 +x+ 3. On a alors

s f()=5H+143=3;
« f2Q)=fx4+2+3=5;
s f(-)=1ix1-1+3=1

L’unique solution au probléme est donc la fonction f : x — %xz +x+ %
» Correction 10 - Voir I'énoncé

Soit f une telle fonction. On a alors f(2) =4a+2b+c et f(3) =9a+3b+c. On est donc amené a résoudre
le systeme

4a+2b+c=4
() :

9a+3b+c=38
Or,
da+2b+c=4 (L) c=6a—4
)< =
S5a+ b =4 (L« L,—L)) b =4-5a

Réciproquement, soit a un réel. On considere la fonction f : x —+ ax? + (4 — 5a)x + 6a — 4; On a alors
* f(2)=4a+(4—5a)x2+6a—4=4a+8—10a+6a—4=4;
* f(3)=9a+(4—5a) x3+6a—4=9a+12—15a+6a—4 = 8.

L’ensemble des solutions au probléme est I’ensemble des fonctions {f : x +— ax® 4 (4 — 5a)x +6a — 4,a € R}.

» Correction 11 - Voir I'énoncé
Soient a, b et ¢ trois réels.Soitx € R\ {—1,1,2}. On a

a__ b L€ alx—1)(x=2)+bx+1)(x—2)+c(x+1)(x—1)
x+1 x—1 x-2 (x+1D)x—1)(x—2)
ax* —3ax+2a+bx* —bx—2b+cx* —c¢
x+1Dx—-1)(x—2)
(a+b+c)x*+ (=3a—b)x+ (2a—2b—c)
x4+ 1)(x—1)(x—2)

On cherche donc a, b et ¢ tels que, pour tout réel x, on ait
(a+b+c)x* +(=3a—b)x+ (2a—2b—c) =1

Pour cela, résolvons le systeme

a+ b+c=0
(S): < —3a— b =0
2a—2b—c=1
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Ona
a+ b+ c=0 (L pivot)
(S) 2b+3¢=0 (L« Ly+3L)
—4b-3c=1 (L3« Ly—2L))
puis
a+ b+ c=0 (L)
()< 2b+3c=0 (L, pivot)
3c=1 (L3« L3+2L)

1 1 1
1 = - = — = = .
On trouve alors ¢ 3’ b > eta 3

Réciproquement, on vérifie que pour tout réel x € R\ {—1,1,2}, on a bien
1 1 1

6+ 1) 2—1) 3(x-2)

» Correction 12 - Voir I'énoncé
Soit a, b et ¢ trois réels. Soitx € R\ {—3;1}. Ona

a b c ~a(x+3)2+b(x—1)(x+3)+c(x—1)
1 x43 g3 G-D)x13)
ax? 4 6ax +9a + bx> +2bx —3b+cx —c
- 1)+3)?
(a+b)x*+ (6a+2b+c)x+9a—3b—c
(x—1)(x+3)?

On cherche donc a, b et c tels que, pour tout réel x, on ait
(a+b)x* 4 (6a+2b+c)x+9a —3b — ¢ = 5x* +21x+22

Pour cela, résolvons le systeme

a+ b =5
(S) : K 6a+2b+c=21.
9a—3b—c=22
On a alors
at+ b =5 (L pivot)
e — 4b+c=-9 (Ly + L, —6Ly)
—12b—c=-23 (L3« L3—9L))
puis

a+ b =5 (Ly)
(S)e ¢ —4b+ c=-9 (L, pivot)
—4c=4 (Ls < L3 —9Ly)
On trouve alors ¢ = —1, b = 2 et a = 3. Réciproquement, on vérifie que, pour tout réel x € R\ {—3;1},

3.2 1 5 421x+22
x—1 x+3 (x+3)2 (x—1)(x+3)?
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