1.1

Calcul matriciel

Notion de matrice

Matrices

Définition 1: Soit n et p deux entiers naturels non nuls.

Une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients réels est la donnée de np nombres présentés sous la
forme d’un tableau composé de n lignes et p colonnes.

L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients réels est noté M,, ,(R).

= Exemple 1: SoitA = (7 3 —16) OnaA e My3(R).

2 5

Définition 2 : Soit A € M,, ,(R), i un entier compris entre 1 et n et j un entier compris entre 1 et p.
On appelle coefficient (i, j) de la matrice A le réel situé a I’intersection de la ligne i et de la colonne j.

Lorsque la matrice est désigné par une lettre majuscule, ses coefficients sont en général désignés par la lettre
minuscule associée.

On écrira alors A = (a; j) 1<i<n -

1<j<p
al,l a172 “ . e al,p
a2,l a272 e e az?p
A= :
an,l an’2 . e an’p

= Exemple 2: Soit A = (7 g g) On a ay = 7, a1 = 1et a3 = 9.

1 -2

» Exemple 3 : On considére la matrice A de taille 2 x 3 dont le coefficient (i, j) vaut a; ; = ij°.
On a alors

O 611’1=1X12=1
ca,=1x22=4

o a2,3=2><32=18

. ) 1 4 9
Finalement, on obtient A = (2 8 18)
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Définition 3 : Soit A = (4, ) 1<i<n €t B = (b; j) 1<i<n deux matrices de méme taille.
1<j<p CIgLp

Les matrices A et B sont égales si et seulement si, pour tout entier i entre 1 et et tout entier j entre 1 et p,
onaa;; = bw‘.

Autrement dit, deux matrices sont égales si et seulement si tous leurs coefficients sont égaux deux a deux.

1.2 Matrices particuliéres

Définition 4 : Quelques matrices particuliéres...

» Une matrice composée d’une seule ligne est appelée matrice ligne.

Pour p un entier naturel non nul, I’ensemble des matrices lignes ayant p colonnes est donc M ,(R).
* Une matrice composée d’une seule colonne est appelée matrice colonne.

Pour 7 un entier naturel non nul, I’ensemble des matrices colonnes ayant n lignes est donc M,, 1 (R).

7
= Exemple 4 : 1,2 | estune matrice colonne de taille 3 x 1.
-3.8

<\/§ T 1 ;) est une matrice ligne de taille 1 x 4.

Définition 5 : Soit n et p deux entiers naturels non nul, i € [1;n] et j € [1;p].

J
00 -+ 0 0
On note E; ; la matrice de M, , dont tous les coefficients sont 00 0 0
nuls, sauf celui situé a I’intersection de la ligne i et de la colonne o | 2 g
J» qui vaut 1. 1o o0 --- 1 --- 0]
00 --- 0 0

Définition 6 : Une matrice carrée est une matrice composée d’autant de lignes que de colonnes.

Pour n un entier naturel non nul, I’ensemble des matrices carrées de taille n x n (ou simplement de taille n)
a coefficients réels est noté M, (R).

1 0 2
mExemple5: | —1 7w 5 | estune matrice carrée de taille 3.
2 0 -7

Définition 7 : Soit n un entier naturel non nul et A € M, (R).
* On dit que A est diagonale si : Vi € [1,n],Vj € [1,n], (i# j=a;;=0);
* On dit que A est triangulaire supérieure si : Vi € [1,n],Vj € [1,n], (i > j=a;;=0);
* On dit que A est triangulaire inférieure si : Vi € [1,n],Vj € [1,n], (i< j=a;; =0).
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1 0 0 1 3 2 2 00
s Exemple 6: SoitA=(0 3 0 |,B=|{0 1 -2 ]etC=|—-1 3 O
00 =2 00 4 4 7 2

Alors A est diagonale, B est triangulaire supérieure et C est triangulaire inférieure.

Définition 8 : Soit n et p deux entiers naturels non nuls

* On appelle matrice nulle de taille n x p la matrice de M, ,(R) notée 0, , dont tous les coefficients
valent 0. Si n = p, on notera plus simplement cette matrice 0,,.

* On appelle matrice identité de taille n la matrice diagonale de M,,(R) notée I,, dont tous les coeffi-
cients diagonaux valent 1 et tous les autres valent 0.

-Exemple7:Ona0273:<8 8 8) ; 02:<0 0) ; =

S O =
(=) (=)
- o O

2 Opérations sur les matrices

2.1 Produit d’'une matrice par un réel

Définition 9 : Soit A = (a; ;) 1<i<» une matrice et A un réel. La matrice AA est la matrice de taille n x p
Isj<p
dont les coefficients sont égaux aux coefficients de A multipliés par A. Autrement dit,

Aaiy Aaip - - Aaiy
Aayy Aazgy - - Aagy
AA = (l a,-yj) I<i<n =
1<j<p
)Lan,l lan,z Aan’p
5 =2

>.Onaalors9A:(9 . _18).

. 1
= Exemple 8 : Soit A = ( 27 —72 81

3 -8 9

On utilisera bien une notation multiplicative quelles que soient les circonstances !

On écrira en effet %A et jamais %.

2.2 Somme de matrices

Définition 10 : Soit A = (a; ;) 1<i<n €t B = (b; j) 1<i<n deux matrices de méme taille n x p.
“i<j<p 1<j<p

La matrice A + B est la matrice de taille n x p dont le coefficient (i, j) vaut a; j + b; ;.

aji+biy - arp+biy
A+B=(ai;j+bij)i<icn = : : :
i<

1<j<p

dn, 1 +bn,l an,p+bn,p
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L’addition de deux matrices s’effectue donc terme a terme.

1 3 3 =2 4 1
mExemple 9: SoitA=(4 -3 |etB=|7 8 |.AlorsA+B=| 11 5
2 7 2 5 4 12

Propriété 1 : Soit A, B et C trois matrices de taille n x p, A et u deux réels. On a

* A+ B = B+A : I’addition de matrice est commutative ;
A+0,,=A;

(A+B)+C=A+ (B+C) : 'addition de matrices est associative ;
A(A+B)=AA+AB;

(A +U)A =AA+ UA.

Pour démontrer toutes ces propriétés, il suffit de revenir aux propriétés de calculs sur les réels.
Propriété 2 : SoitA = (a,-J) 1<i<n € Mmp(R).
I<j<p
Il existe une unique matrice de M,, ,(R) notée —A telle que A+ (—A) =0, .
Cette matrice est appelée « opposée de la matrice A » etona —A = (—a; ;) 1<i<n-
ISj<p

La propriété précédente nous permet alors de définir la différence de deux matrices.

Définition 11 : Soit A = (a; ;) 1<i<n €t B = (b; j) 1<i<n deux matrices de méme taille.
I<j<p 1<j<p

La matrice A — B est la matrice de taille n X p définie par A — B = A+ (—B). Ainsi,

aii—bin -+ a1p—bip
A—B=(ai;j—bij)i<i<n =
<J<p
a1 — bn,l o App — bn,p

2.3 Llien avec les matrices E; ;
Propriété 3 : Soit A = (a; ;) 1<i<n € Mup(R). On a alors

1<j<p

)4
A= Zai7jE,~7j.
i=1j=1

Toute matrice peut donc étre exprimée a I’aide des matrices E; ; dont nous avons parlée un peu plus t6t. C’est
une propriété qui nous intéressera fortement un peu plus tard dans 1’année...
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2.4 Produit de matrices

Produit d’une matrice lighe par une matrice colonne

by
Définition 12: SoitA= (a; -+ a,) e M p(R)etB=| : | e M, (R).
by
Le produit AB est la matrice de taille 1 x 1 qui vaut
)4
AB = (a1b1 +azby+---+apbp) = (Zaibi)
i=1
8
s Exemple 10: SoitA=(1 3 —5)etB=| —2 |.OnaAB=(1x8+3x (-2)+(—5)x3)=(—13)
3

1l est important que le nombre de lignes de la premiere matrice soit égal au nombre de colonnes de la seconde !

Produit de deux matrices
Définition 13 : Soit A une matrice de taille n x p et B une matrice de taille p x q.

Le produit AB est la matrice de taille n x ¢ dont le coefficient (i, j) est égal au coefficient du produit de la
i-ieme ligne de A par la j-ieme colonne de B.

aribig+aiphy1+--+arpbpr ... aribigtaipbrg - +aipbyy

P
AB= a'kbk i =

j<q an1bii+anpboi 4+ anpbp1 ... anibigtansbrg+--+anpbpg

N

— Important
:I; Il n’est pas possible de multiplier n’importe quelles matrices entre elles.

Deux matrices peuvent étre multipliées si et seulement si le nombre de
colonnes de la premiere est égal au nombre de lignes de la seconde.

lllustration

Pour ne pas se perdre dans le calcul du produit de deux matrices, il peut
étre utile de se les représenter sous cette forme. La premicre matrice est
a gauche et la deuxieme matrice est au-dessus de la matrice produit a
— — obtenir.

|
|
V| |O€p—t=|

o=
|
|

A retenir : (Matrice Nx P) x (Matrice P x Q ) = Matrice N x Q
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’ B : plignes g colonnes

S
N
<

S
<
<

C12 ce Clg
HollEIonE
anl Q2 ... Gy il Cn2 ... Cng
A : nlignes p colonnes ‘ ’ C =A X B : nlignes g colonnes
1 25 1 56 0
= Exemple 11 : On considere les matrices A = ( 3 2> etB=|7 0 1 2
21 0 —1

A est de taille 2 x 3 et B est de taille 3 x 4.
Il est donc possible de calculer le produit AB : ce produit sera de taille 2 x 4.

* Le coefficient ( 1 1) de AB est égal au coefficient du produit de la ligne 1 de A et de la colonne 1 de B.
1 2 5 =(1Ix14+2x74+5x%x2)=(25).

Le coefficient (1, 1 de AB vaut donc 25.
* Le coefficient ( ,l) deABvaut3x1+1x74+2x2=14

* Le coefficient (2,3) de ABvaut 3 x6+1x1+2x0=19

En faisant ainsi tous les calculs, on obtient

25 10 8 —1
AB_(M 17 19 0>

p) Attention ! La multiplication des matrices n’est pas commutative, méme lorsque les matrices sont de méme
taille.
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. 1 2 2 0
-ExemplelZ.SmtA—(O 1) etB-(_1 3’).Alors,

~AB—<1 2)(2 0>_<1><2+2><(—1) 1><0—|—2><3)_(0 6>
N0 1/ \—=1 3/ \0Ox2+1x(=1) 0x0+1x3/ \-1 3

.BA_<2 0)(1 2)_<2><1+0><0 2><1+0><1>_(2 4>
“\-1 3/\0 1) T \—1x143x2 —1x2+3x1/) \-1 1

Ainsi, AB # BA. On dit que les matrices A et B ne commutent pas.

Propriétés de calcul

Propriété 4 : Soit m, n, p et ¢ quatre entiers naturels non nuls. Soit A € M,, ,(R). On a alors

* 0y xA=0,,etAx0,,=0,4;
* ), xA=AXxI,=A;

La seule difficulté ici se trouve dans les tailles des matrices.

Attention : ce n’est pas parce que I’on a deux matrices A et B qui vérifient AB = 0 que I’on a forcément A = 0
ouB=0!

0 0 0 0 0 0
= Exemple 13 : Prenons A = (1 0> et B= <0 1). Alors AB = (0 O)

Propriété 5 : Soit A et B deux matrices de taille n x p, C et D deux matrices de taille p X q.
Soit A et u deux réels. On a

* (AA+ uUB)C = AAC + uBC ;
« A(AC+ puD) = AAC + UAD.

m Exemple 14: On a

G 3G 56 I ) -

- (6 1)

~ \6 15
Attention, on rappelle que la multiplication de matrices n’est pas commutative ! Il faut, lorsque I’on factorise,
que la matrice soit a chaque fois « du bon co6té ».

p ) factori <1 3>d r . (1 3>(7 2>+<3 2><1 3)
ar exemple, on ne factorisera par par { , | | dans I'expression { , | )| ;3 AT

I Propriété 6 : Soit A € M, ,(R), B€ M, ,(R) et C € M, ,(R). On a alors (AB)C = A(BC).
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Un cas particulier de multiplication matricielle est a retenir.

Propriété 7 : Soit n un entier naturel non nuls. Soit Ay, ..., A, Ui, ..., W, des réels. alors
0 X o 0 mo : _ 0 A
: 0 : o0 : o0
0 ... 0 A 0 ... 0 m 0 ... 0 Iuphs

Le produit de deux matrices diagonales de méme taille est la matrice diagonale dont les coefficients diago-
naux sont les produits des coefficients des deux matrices du produit.

1 0 O 5 0 O 5 0 0
nExemple 15: Ona|{ 0 3 0 x| 0 -8 O|J=(0 24 O
00 -2 0 0 7 0O 0 -14

2.5 Transposée d’une matrice

Définition 14 : Soit A = (a; ;) 1<i<n € M (R).
NS
La transposée de A, notée ‘A est la matrice de M, ,(R) définie par

‘A= (a)i)1<i<p-
I<j<n

C’est la matrice obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de la matrice A.

1 3 0 b2
s Exemple 16 : SoitA = ( ) Onaalors’/A=(3 5
2 5 7 0 7

Propriété 8 : Soit A et B deux matrices de M, ,(R) et A un réel. On a alors

((A)=A ; "(AA)=A'A ; '(A+B)='A+'B.

Soit C € M, ,(R) et D € M,, ;,(R). On a alors :
‘(cD)="D'C.
Il faut bien faire attention a I’ordre des matrices dans cette derniére propriété. En effet, la matrice 'D est de
taille ¢ X p et la matrice 'C est de taille p x n. Le produit ‘D’C est donc bien défini et est de taille g X n.
Comme pour le reste des propriétés, celles-ci se démontrent (laborieusement) en revenant aux définitions des
diverses opérations en jeu ici.

Définition 15 : Soit A € M,,(R) une matrice carrée.

 On dit que A est symétrique si’A = A.
* On dit que A est anti-symétrique si ‘A = A.
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1 2 4
mnExemple 17 : Lamatrice [ 2 5 3 | estsymétrique. Lamatrice [ —1 0 3 | estanti-symétrique.
4 3 0

Remarque : les coefficient diagonaux d’une matrice anti-symétrique sont toujours nuls.

3 Puissance d’'une matrice carrée

3.1 Puissance d’'une matrice

Définition 16 : Soit A une matrice carrée de taille n et k un entier naturel non nul.
On définit par A¥ la matrice égale 2 A X A x --- x A ol la matrice A apparait k fois.

Par ailleurs, on conviendra que AV=1,.

I Propriété 9 : Soit A une matrice carrée, k et £ deux entiers naturels. On a AF x A® = A+ et (A¥)! = AK.

En revanche, si A et B sont deux matrices carrées de méme taille et £ un entier naturel, on n’a pas toujours
(AB)* = A*Bk,

= Exemple 18 : SoitA = ((1) i)

Calculons les premieres puissances de la matrice A. On a alors

10 11
0 __ _ . 1 4 .
A _12_<0 1> > A _A_<o 1) ’

#=(o )0 1)=(o 1) + w=wxa=(o D6 1)=o 1)~

. o 1 n
Pour tout entier naturel n, on note alors P(n) la proposition : « A" = ( 0 1) ».

1 0
0 1
» Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. On a alors

1 n 1 1
n+l _ An _
AT =4 XA_(O 1)X<0 1)'

Ainsi,

An+1_(l><1—i—n><() 1X1+1><n>_<1 n—l—l)
T \0Ox14+1x0 0x0+1x1/ \O0 1 /°

» Initialisation : Ona A =1, = ( ) P(0) est vraie.

P(n+1) est donc vraie.
* Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. D’apres le principe de récurrence, on a montré :

n_ (1 n
YneN,A (O 1).
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De nouveau, un cas important est a retenir pour les puissances de matrices...

Propriété 10 : Soit k un entier naturel, n un entier naturel non nul, A4, ..., A, des réels. On a
A0 oo\ " Ak o 0
0 A . - 0 A
: .0 : ~ 0
0 ... 0 A 0 ... 0 AF
Démonstration 1: La démonstration se fait par récurrence en utilisant la propriété sur le produit de deux
matrices diagonales. o
10 0\’ /13 0 0 1 0 0
sExemple19: Ona {0 -2 0] = 0 (-2 0 |=|0 -8 ©
0 0 4 o o 4 0 0 64
1 0 O 1 00 1 00 1 0 O
s Exemple 20: SoitA=(0 1 O ),P=|1 1 0 ), D=10 1 0 ]etQO=|—-1 1
1 -1 2 01 1 0 0 2 1 -1 1

Des calculs directs montrent que PDQ = A et que QP = PQ = I (nous aborderons ce type de matrices un
peu plus tard dans ce chapitre...).

On a alors A% = (PDQ)? = PD QP DQ = PD*Q, puis A’ = A x A = PD*> QP DQ = PD*Q...
~~ ~~
I IE]

Pour tout entier naturel n, posons P (n) : « A" = PD"Q ».

» Initialisation : On a A° = I; et PD’Q = P x I; x Q = PQ = L. Ainsi, A° = PD°Q. P(0) est vraie.
 Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. On a alors

A" = A" x A = PD"QPDQ = PD" QP DQ = PD"t'Q.

HR. L
¢ Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire. D’apres le principe de récurrence, on a montré :
Vn € NJA" = PD"Q.

Ainsi, pour tout entier naturel , on a

1 00 1 0 O 1 0 O
A"=PD"Q = 11 0)x|101 O0)x|[-1 1 0
01 1 0 0 2 1 -1 1
1 0 0 1 0 O
= 11 0 Jx{-1 1 0O
0o 1 2 1 -1 1
1 0 0
= 0 1 0

2n—1 1-2" 2"
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3.2 PolynGbmes de matrices

n
Définition 17 : Soit 7 un entier naturel, ag, ..., a, des réels et P : x — Z axx* une fonction polyndmiale.
k=0

Pour une matrice carrée A € M ,(R), on notera alors P(A) la matrice définie par
n
PA) =Y aM".
k=0

On dit par ailleurs que P est un polynéme annulateur de A si P(A) = 0,,.

0 1 -1
= Exemple 21: SoitM = -1 2 -1
1 -1 2

Le polyndme P : x +— x> — 3x + 2 est un polyndme annulateur de M. En effet,

0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 1 00
M?*—-3M+2; = -1 2 -1 -1 2 —-1]-3({-1 2 —-1]+42(0 1 0
1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2 0 0 1

-2 3 -3 0 -3 3 200

= (-3 4 3|+l 3 -6 3 |]+(0 20

3 -3 4 -3 3 -6 0 0 2

= 0s.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Considérons alors le polyndme A : x — x" et déterminons le
reste de la division euclidienne de A par P. Puisque P est de degré 2, ce reste est donc de degré au plus 1.
Posons donc a et b les réels et Q le polyndme tels que, pour tout réel x, on a x" = (x> — 3x+2)Q(x) +ax+ b.

En particulier, en remplacant x par les racines de P (c’est-a-dire 1 et 2) dans cette relation, on obtient alors

{ 1 = a+b
2" = 2a+b

Résolvons alors ce systeme.

{ 1 = a+b <:>{ 1 = a+b <:>{1—(2"—1) = b <:>{2—2” = b
2" = 2a-+b 2"—1 = a (Ly < L, —Ly) 2"—1 = a 2"—1 = a

Ainsi, pour tout réel x, on a
¥ = =3x+2)0(x) + (2" — 1)x 422"
Il en vient que

2-2m 21 ]-—2n
M= (M?—3M +2I3) xQ(M)+ (2" = )M+ (2—2) L = (2" = )M+ (2-2" = 1-2" 20 1—2n
N—

05 2n—1 1-2" 2%
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Mairices inversibles

Inverse d’une matrice

Définition 18 : Soit A une matrice carré de taille n. On dit que A est inversible s’il existe une matrice carrée
B de taille n telle que AB = BA = I,.

Si une telle matrice existe, elle est unique et est appelée inverse de A. On la note alors A=,

L’ensemble des matrices a coefficients réels inversibles de taille n est noté GL, (R).
Démonstration 2 : Supposons qu’il existe deux matrices B et B’ telles que AB=BA =1I,, et AB' = B'A =1,.

Alors B'=1,B' = (BA)B' = B(AB') = BI, = B. On a donc B’ = B. a

= Exemple 22 : Soit n un entier naturel non nul. La matrice I, est inversible et I, l—p,.

I Propriété 11 : Soit A et B deux matrices carrées de taille n. Alors AB =1, < BA = I,,.

Dans les faits, pour montrer qu’une matrice B est I’inverse d’une matrice A, il suffit de vérifier que AB = I,,.

= Exemple 23 : L’inverse de la matrice (2 4> est la matrice (2’5 _2>. En effet,

25 -1 1
<2 4> (2,5 —2)_<2><2,5+4><(—1) 2><(—2)+4><1)_<1 0)_1
2 5)\=1 1/ \2x2545x(-1) 2x(=2)+5x1) \o 1) 2

Propriétés
Propriété 12 : Soit A une matrice inversible de taille n..

Alors A~ ! est inversible et (A~!)~! = A.

Démonstration 3 : 11 suffit de revenir a la définition.

Si A est inversible alors AA~! = A~!A =I,. On en conclut que A~! est inversible et (A~!)~! = A. o
Propriété 13 : Soit A et B deux matrices inversibles de taille .
Alors AB est inversible et (AB) ™! =B~ !4~

Démonstration 4 : Onaeneffet ABB 'A ' =AA'=1,etB'A"'AB=B"'B=1,.
1, 1,

Ainsi, AB est inversible et (AB) ! =B~1A~1. O
Propriété 14 : Soit A une matrice inversible.
Alors pour tout entier naturel k, AX est inversible et (AK)~! = (A~1)¥.

Démonstration 5 : La démonstration se fait par récurrence sur 1’entier k. o

I Propriété 15 : Soit A une matrice inversible de taille n. Alors ‘A est inversible et (‘fA)~! = /(A~1).

Démonstration 6 : Eneffet,ona ‘A" (A~ = 1(A71A) = "I, =L, et (A"))!A = "(AA™") = I, = I,.
Ainsi, 'A est inversible et ('A)~! = (A~ 1). D
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Propriété 16 : Soit A, B et C trois matrices de M, (R).

* Si A estinversible, alorsAB=C < B=A"!C;
* Si Best inversible, alors AB=C < A =CB™!.

Démonstration 7 : La premiére équivalence s’obtient en multipliant 2 gauche par A~!. La deuxiéme s’ obtient
en multipliant a droite par B~!. o

La multiplication de matrices n’étant pas commutative, il faut se montrer prudent lors de ce type de calculs, et
ne pas se tromper de c6té lors des diverses multiplications.

Cas particuliers d’inversibilité

Matrices diagonales

Propriété 17 : Soit n un entier naturel non nul, A1, ..., A, des réels. La matrice diagonale dont les coefficients

diagonaux sont A1, ..., A, est inversible si et seulement si tous ces coefficients sont non nuls. De plus,
A0 ..o\ ! £ 0 ... 0
0 A [ 0o %
: 0 : 0
0 ... 0 A 0 .. 0 .

Démonstration 8 : Si tous les coefficients Ay, ..., A, sont non nuls, on peut alors calculer lil’ % On a alors

M 0 ... 0 ~ 0 ... 0 MxE 0 .0
. . 1 . . 1 :
0 12 . : < 0 T . . _ 0 )LzX;TZ —1,
: o0 : 0 : w0
1 1
0 ... 0 A 0 ... 0 £ 0 e 0 Ayxg

Sinon, posons i € [1;n] tel que A; = 0. Alors la i-ieme ligne de notre matrice diagonale est nulle. Si on multiplie
cette matrice avec n’importe quelle matrice carrée de taille n, le produit aura également sa i-ieme ligne nulle,

et ne peut donc étre égal a I’identité. Une telle matrice ne peut donc pas étre inversible. o
1 00 1 00
nExemple 24 : LamatricceA=( 0 3 0 | estinversibleetA™'=( 0 % 0
005 00 3
0 00
Lamatrice B=| 0 3 0 | n’est pas inversible.
00 7
1 0 O 1 00 1 00 1 0 O
s Exemple 25: SoitA=(0 1 O)],P=(1 1 0},D=[0 1 0 ]etOg=|-1 1 O
1 -1 2 01 1 00 2 I -1 1

On a PQ = ;. Ainsi, P et Q sont inversibles, et on a P~ = Q et 9~ = P. Par ailleurs, la matrice D est une
matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont non nuls.
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Ainsi, D est inversible et

D! =

S O =
oS = O
-Oo O

2
En outre, on peut facilement montrer que A = PDQ. A est donc inversible et

A'=(Do)'=0 'D'P ' =PD7!Q

Ainsi,
100\ /100 1 0 0 100 1 0 0 1 00
At'=(1t1o0)fo1oO0])f-1 1 Of=({1 1 O0])|-1 1 0])=(0 10
01 1/\0 0 } 1 -1 1 01 1% 1 -1 1 -1 313

Utilisation d’un polynéme annulateur
La donnée d’un polynéme annulateur d’une matrice peut nous donner des informations sur son inversibilité.

0 1 -1
s Exemple 26 : SoitM = -1 2 -1
1 -1 2

Dans un exemple précédent, on a vu que le polyndme P : x —+ x> — 3x + 2 est un polyndme annulateur de M.

On a donc M? —3M + 215 = 0.
1 1
Ainsi, M> — 3M = —2I5. Tl en vient que —E(M2 —3M) = I3 et donc que _E(M_?)h) XM = L.

Ainsi, la matrice M est inversible et

| L3 -l
M*lz—E(M—yg):—5 -1 -1 -1
=1 =l
111 111 111 3 3 3
sExemple27: SoitA= (1 1 1 |.OnaalorsA>=(1 1 1)(1 1 1})=(3 3 3]|=3A
111 11 1/\1 11 3 3 3

Ainsi, A2 = 3A et donc A®> — 3A = 03. Ainsi, A(A —35) = 0s.

Supposons que A est inversible.
En multipliant I’égalité précédente par A~! 4 gauche, on aurait alors A — 355 = 03... ce qui n’est pas le cas.

Ainsi, la matrice A n’est pas inversible.

Cas des matrices de M;(R)

b
d

1 d b
e
ad —bc \—c a
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cas,

) € M3(R). Alors A est inversible si et seulement si ad — bc # 0. Dans ce
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Démonstration 9: Ona

(a b)><<d fb>_<adfbc —achac)_(adfbc 0 )-(d—b Y
¢ d ¢ a) \bd—bd —bctad) ~\ 0  ad—bc) 4T

1 _
* Siad —bc #0, alors (a b> X ——— < d b) = I,, et on obtient le résultat voulu
c d ad—bc \—c a
* Siad — bc = 0, supposons que A est inversible. Notons A~! son inverse et B la matrice <_dc _ab>

B=LB=(A"A)B=A""(AB)=A""x (ad —bc)h, =A"" x 0, =0,

Ainsi, B = 0, et tous ses coefficients sont nuls. On a alors a = b = ¢ = d = 0. C’est absurde, car on a
supposé la matrice A inversible. La matrice A n’est donc pas inversible.

1 _ —
= Exemple 28 : Soit A = (; _34> A est inversible et son inverse est A~ = 10 ( ! 3>'

5 Matrices et systémes linéaires

5.1 Traduction matricielle d’un systéme

Considérons le systeme linéaire de n équations a p inconnues suivant

anxi + apxo + ... 4+ apx, = b (L)
anxy + apxx + ... + aypx, = by (Lz)
(8)
amxi + amxa + ... 4+ apx, = by (L)
ot les (a;j) 1<i<n etles (b;)1<i<, sont des nombres réels, et x1,x2,...,x, sont des inconnues.
I<j<p
al,l al,z alJ’
0271 a272 e “en az’p
Notons alors A = | : S : | 1a matrice des coefficients ;
al’l,l a}’l,z .o .o an’p
X1
X = : | lamatrice des inconnues ;
Xp
Y1
Y = : | lamatrice colonne du second membre.
Yp

Le systeme linéaire (S) se traduire alors matriciellement par I’équation AX =Y.
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5.2 Llien avec l'inversibilité

Propriété 19 : Soit A une matrice carrée de taille n.

A est inversible si et seulement si, pour tout ¥ € M, ;(R), le systtme AX =Y d’inconnue X € M, ;(R)
admet une unique solution.

Dans ce cas, I’unique solution de 1’équation AX =Y est alors ¥ = A~'X.

Démonstration 10 : On raisonne par double implication.

* Supposons que A est inversible. Soit Y € M,, ;(R). On a alors
AX=Y oA 'AX=ATYyex=4"Y.

* Réciproquement, supposons que pour tout ¥ € M, 1(R), le systtme AX =Y d’inconnue X € M, ;(R)
admet une unique solution.
Pour i € [1,n], on considere alors la matrice colonne ¥; dont tous les coefficients valent 0 sauf le i-ieme
qui vaut 1 (il s’agit en réalité de la i-ieme colonne de la matrice identité). Notons alors X; 1’unique
solution de 1’équation AX = Y; et introduisons B la matrice carrée formée a 1’aide des X; mis cote a cote,
dans I’ordre. On a alors AB = I,,. La matrice A est donc inversible.

Ainsi, I’inversibilité d’une matrice est équivalente a 1’existence et I’unicité d’une solution a tout systeme asso=
ciée a cette matrice... lequel revient a I’existence de pivots tous non nuls. On en déduit la propriété suivante.

I Propriété 20 : Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont
non nuls.

1 0 2
m Exemple 29 : Soit A un réel. Lamatrice | 0 1—A 5 | estinversible si et seulement si A ¢ {0;1}.
0 0 A

Par ailleurs, la propriété précédente nous apporte également un moyen « rapide » de déceler une matrice non
inversible en regardant les liens entre ses colonnes.

Proprieté 21 : Soit A € M,(R). Notons Cy, Cs, ..., C, ses colonnes.
n

S’il existe des réels A1, A, ..., A, non tous nuls tels que Z AiC; = 0,1, alors la matrice A n’est pas inversible.
k=1

n

Démonstration 11 : Soit A1, A, ..., A, les réels tels que Y 4,C; =0,.

k=1
M 0
On a alors A : =0,,1. Or,on a égalementA | : | =0,;.
An 0
L’équation AX = 0, admet donc deux solutions distinctes (au moins un des A; est non nul), la matrice A n’est
donc pas inversible. o
1 2 3
m Exemple 30: Lamatrice A= | 5 —2 3 | n’est pas inversible.
3 1 4

En effet, si I’on note C1, C; et C5 ses colonnes, on a C; +C, —C3 = 03 1.
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La méme propriété peut étre énoncée en faisant intervenir les lignes de la matrice.

Proprieté 22 : Soit A € M,(R). Notons Ly, Ly, ..., L, ses colonnes.
n
S’il existe des réels A1, A3, ..., A, non tous nuls tels que Z AiL; =0y ,, alors la matrice A n’est pas inversible.

k=1
1 7 =2
m Exemple 31: LamatriceA=| 2 3 —5 | n’estpas inversible.
-4 —6 10

En effet, si I’on note L, L, et L3 ses lignes, on a 2L, + L3 = 0 3.

Ces deux propositions sont en réalité des équivalences, mais nous sommes bien loin d’avoir les outils a dispo-
sition pour 1’établir.

Deux cas particuliers facilement identifiables sont toutefois a retenir.
Propriété 23 : Soit A € M,(R).

Si I'une des colonnes ou I'une des lignes de A est composée uniquement de 0, alors la matrice A n’est pas
inversible.

0 0O 1 0 7
mExemple 32: Lesmatrices [ 1 2 5 |et| —3 0 4 | ne sont pas inversibles.
-1 2 3 0 0 1

5.3 Calcul d’inverse

Reste désormais a traiter tous les autres cas moins évidents...

v Méthode 1 : Pour étudier I’inversibilité d’une matrice A et déterminer son inverse...

* On regarde si elle est clairement non inversible (ligne ou colonne de 0, ligne ou colonne combinaison
linéaire des autres, matrices triangulaires avec des coefficients diagonaux nuls...)
* sinon, on résout, pour tout matrice colonne Y, le systtme AX =Y ou X est I'inconnue.

1 0 —1 X1 1
mExemple33: SoitA=|2 1 1 |.NotonsX=|x JetY=| y» |.Onaalors
1 1 1 X3 3
X1 - X3 = )i
AX=Y & 2X1 + x + x3 = Y2
X1+ x + x3 = Y3
X1 - X3 = NN
& X + 3x = -2y + » (Ly <= Ly —2Ly)
X + 2x3 = -y + y3 (L3« L —L3)
X1 - X3 = )
== X3 + 3x3 = —2y1 + »m
- x3 = y — » + y» (IzeL3-L)
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On aboutit & un systeme triangulaire dont les pivots (1, 1 et —1) sont non nuls. On peut d’ores et déja affirmer
que la matrice A est inversible. Continuons pour déterminer I’inverse de la matrice A.

X = 2 — y3 (Li+Li—Ls)
AX=Y & X = y1 — 2y + 3y (La+Ly+3L3)
- X3 = Y1 — Y2 + ¥
X1 = Y2 — ¥
& X2 = y1 — 2y + 3y
3 = -y + y» — y3 (L3« —Lj)

On peut alors traduire matriciellement ce nouveau systéme, pour obtenir

X1 0 1 -1 V1

AX=Y& | x| = 1 -2 3 2

X3 —1 1 —1 y3
0 1 -1 0 1 -1
Ainsi, AX =Y & X = 1 -2 3 |Y,onadoncA = 1 -2 3
-1 1 -1 -1 1 -1

Méthode 2 : En général, nous rédigerons autrement le calcul de ’inverse (éventuel) d’une matrice.

* On écrit cOte a cote la matrice A a gauche et la matrice [, a droite ;

* on applique 1’algorithme du pivot de Gauss a la matrice A jusqu’a éventuellement obtenir la matrice
identité a sa place ;

* on applique en méme temps les mémes opérations sur la matrice de droite ;

* si ’on parvient a gauche jusqu’a la matrice I,,, alors A est inversible, et son inverse est la matrice de
droite ;

* si’on aboutit a des pivots nuls, alors la matrice A n’est pas inversible.

-3 5 6
= Exemple 34 : On considere la matriceA=| —1 2 2
1 -1 -1

Déterminons si A est inversible et son éventuelle inverse. On a alors

-3 5 6|1 00 -3 5 6 00
-1 2 2010 ~ 0 1 0 —1 30 (Lp < 3L, — L)
1 -1 —-1]0 0 1 0 2 3/ 1 0 3 (Ls < 3L3+ L)

-3 5 6] 1 0 O

~ 0O 1 0j—-1 3 0
0 0 3 3 -6 3 (L3 — 13— 2L1)

On obtient a gauche une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux (c’est-a-dire les pivots du sys-
téme) sont tous nuls. La matrice A est donc inversible. Continuons nos calculs jusqu’a obtenir I’identité a
gauche. On a donc
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-3 5 6| 1 0 O -3 5 0|-5 12 -6
0 1 0/-1 3 0] ~ 0 1 0/-1 3 o | Tehi-2s)
0O 0 3|3 -6 3 0 0 3|3 -6 3
-3 0 0| 0 -3 -6
N 0 1 0/-1 3 o | Wl
0 0 3|1 0 3
1 0 0| O 1 2 (L1<——§L1)
~ 01 0|—-1 3 0
00 1|1 -21 (L3<—§L3)
0 1 2
Ainsi, la matrice A est inversibleetA~!=[ —1 3 0
1 -2 1
1 4 7
= Exemple 35: On considére la matrice B=1{ 2 5 8
3 6 9

Déterminons si B est inversible et son éventuelle inverse. On a alors

1 4 7|1 00 1 4 7 1 00
25 6/0 10 ~ 0 -3 —-6|-2120 (Lz%L2*2L1)
36 9/0 0 1 0 -6 —12| -3 0 1 /) (L3+ L3—3L))

1 4 7 1 0 O

~ 0 -3 —6/-2 1 0
0 O 0 1 -2 1 (L3 —L;— 2L2)

On aboutit a un systéme triangulaire ayant un pivot nul. La matrice B n’est donc pas inversible.

Remarque : On aurait aussi pu remarquer que C; +C3 —2C, =03 5.

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

	1 Notion de matrice
	1.1 Matrices
	1.2 Matrices particulières

	2 Opérations sur les matrices
	2.1 Produit d'une matrice par un réel
	2.2 Somme de matrices
	2.3 Lien avec les matrices Ei,j
	2.4 Produit de matrices
	2.5 Transposée d'une matrice

	3 Puissance d'une matrice carrée
	3.1 Puissance d'une matrice
	3.2 Polynômes de matrices

	4 Matrices inversibles
	4.1 Inverse d'une matrice
	4.2 Propriétés
	4.3 Cas particuliers d'inversibilité

	5 Matrices et systèmes linéaires
	5.1 Traduction matricielle d'un système
	5.2 Lien avec l'inversibilité
	5.3 Calcul d'inverse


