Exercices : Continuité

Continuité d’une fonction

» Exercice 1 - Voir le corrigé

6x+8 six<<—1
On considere la fonction f:x+— < —3x+7 si —1 <x<2 . festellecontinueen —1 ?eten2 ?
x—1 six>2

» Exercice 2 - Voir le corrigé

0 six<0

x définie sur R. La fonction f est-elle continue sur R ?
e sinon

On considere la fonction f : x — {

» Exercice 3 - Voir le corrigé
14+x
B+1

On considere la fonction f définie pour tout réel x # —1 par f(x) =
Montrer que f est prolongeable par continuité en —1.

» Exercice 4 - Voir le corrigé

Vx+1-2

On considere la fonction f définie pour tout réel x € [—1;3[U]3; 40| par f(x) = 3
x pa—

Montrer que f est prolongeable par continuité en 3.

Théoréme des valeurs intermédiaires
» Exercice 5 - Voir le corrigé
Pour tout réel x > 0, on pose f(x) =e* — %

Montrer que 1’équation f(x) = 2 posseéde au moins une solution sur I’intervalle [1;2].
On rappelle que 'on a2 < e < 3.

» Exercice 6 - Voir le corrigé

S 1 L X
On considere 1’application f : x — ——

In(x) "
1. Déterminer le domaine de définition de f. On le note Dy.
2. Construire le tableau de variations de f, en y incluant les limites aux bornes de son ensemble de définition.
3. Montrer que f est bijective de |0; 1] dans un intervalle a préciser.
4. Montrer que I’équation f(x) = 3 admet exactement deux solutions sur Dy.

» Exercice 7 - Voir le corrigé
On considere la fonction f : x — xe”, définie sur R.

Justifier que la fonction f définit une bijection de [—1;4-oo[ sur un intervalle a déterminer.
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» Exercice 8 - Voir le corrigé

ex

On considere la fonction f définie pour tout réel x €]0; +oo[ par f(x) = —.
x
1. Justifier que f est dérivable sur ]0;+oo[ et donner une expression de sa dérivée.
2. Construire le tableau de variations de f sur ]0;+oo[. On précisera les limites en O et en +-oo.

3. Soit m € R. Déterminer le nombre de solutions de I’équation f(x) = m en fonction de la valeur de m.

» Exercice 9 - Voir le corrigé
X

eF+1

Soit f et g les fonction définies pour tout réel x par f(x) = (1 —x)e* + 1 et g(x) =

1. Construire le tableau de variations de f en y incluant les limites.

2. En déduire que ’équation f(x) = 0 admet une unique solution sur R. On note o ce réel.
f()

(14e)?

4. Construire le tableau de variations de g.

3. Montrer que pour tout réel x, g’(x) =

» Exercice 10 - Voir le corrigé
On considere la fonction g définie pour tout réel x par g(x) = (x> +2x—1)e™*.
On notera C, la courbe représentative de la fonction g dans un repere orthonormé (0,7, J)-
1. Déterminer I’équation de 7', la tangente a C, au point d’abscisse 0.
On souhaite désormais déterminer s’il existe des tangentes a la courbe C, qui soient paralleles a T'.

2. Justifier que les solutions de ce probléeme correspondent aux solutions de 1’équation g'(x) = 3.

3. Construire le tableau de variations de g’. On inclura dans ce tableau les limites en +co et —oo ainsi que
les valeurs des extremums de la fonction g’.

4. Montrer que I’équation g’(x) = 3 posséde exactement deux solutions sur R et conclure.

» Exercice 11 - Voir le corrigé

Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que, pour tout réel x € [0;1], on a f(x) € [0;1].
Montrer que 1’équation f(x) = x admet au moins une solution sur [0; 1].

Suites et fonction continue

» Exercice 12 - Voir le corrigé
3
+3.
u, +1
1. Montrer que la suite (u,) est bien définie et que pour tout entier naturel n, 1 < u,, < 2.

2. Etudier le sens de variations de la suite (u,).
3. En déduire que la suite (u,,) converge et déterminer la limite de la suite (u,).

On considere la suite (u,) par up = 1 et, pour tout entier naturel n, u,| = —

» Exercice 13 - Voir le corrigé
On considere la fonction f : x — 4x> — 12x> 4 9x — 3.

1. Construire le tableau de variations de la fonction f. On y inclura les limites et extremums de f.
2. Montrer que I’équation f(x) = 0 posséde une unique solution réelle. On note o cette solution.
. . . . 12x% —8x+3
On considere désormais la fonction g définie pour tout réel x par g(x) = il
X

3. Construire le tableau de variations de la fonction g.
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[N . . . uy = 5
On considere la suite (u,,) définie par { 2 .
(1) P Y € N, sy = glun)

4. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a 5 < Uy < Uyt < 3. Que peut-on en déduire ?

_ fx)
14 4x2

5. Montrer que pour tout réel x, g(x) —x = ou f est la fonction définie plus tot.

6. En déduire lim u,.
n—+-oo
» Exercice 14 - EM Lyon 2023 - Voir le corrigé

Pour x € |0;4eo[ on pose : f(x) = € . On considére la suite (t4n)nen définie par ug = 1 et par la relation de
x

récurrence u, 1 = f(u,), valable pour tout entier naturel 7.

1. (a) Construire le tableau de variations de la fonction f, en incluant les limites.
(b) Vérifier que chaque terme de la suite (u,),cn est correctement défini et strictement positif.
2. (a) Recopier et compléter la fonction Python suivante afin que I’appel fonc_1(a) renvoie le plus petit
entier n tel que u, > a.

import numpy as np
def fonc_1(a):

u =1
4 n =0
5 while --------- 5
6 u = np.exp(-u)/u
7 n = -----—----
8 return n

(b) On considére maintenant la fonction Python :

| def fomnc_2(a):

2 u =1
n = 0
4 while u > a:
5 u = np.exp(-u)/u
6 n = n+l

7 return n

Les appels fonc_1(10*x6) et fonc_2(10**(-6)) donnent respectivement 6 et 5.
Qu’en déduire pour us et ug 7 Commenter ce résultat en une ligne.
(¢) Ecrire une fonction Python qui a pour argument un entier 7 et qui renvoie la valeur de u,.
3. Pour x € [0;+oo[ on pose g(x) = e —x2.
(a) Démontrer que la fonction g : x — g(x) réalise une bijection de [0; +oo[ sur |—oo; 1].
(b) En déduire que 1’équation f(x) = x, d’inconnue x, posséde une unique solution dans I’intervalle
]0; +oo[, que 1’on notera o.

(c) Justifier que — < o0 < 1. On rappelle que e ~ 2,7.
4. (a) Démontrer ql?e Iona: u > ug.
(b) En déduire que la suite (u2,),en est croissante.
(c) Justifier que la suite (up,+1)nen converge.
5. Pour x € ]0;+oco[ on pose : h(x) = fo f(x). On pose également ~(0) = 0.
(a) Soit x un réel strictement positif. Déterminer A(x).
(b) Démontrer que la fonction % : x — h(x) est continue sur [0; +oo].
(c) Démontrer que 1’équation A (x) = x, d’inconnue x, admet exactement deux solutions sur [0; +oo[ qui
sont 0 et a, o étant le réel introduit a la question 3b.
(d) En déduire la limite de la suite (#2,11)nenN-
6. La suite (uz,),cn est-elle majorée ? Admet-elle une limite ?
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Suites implicites

» Exercice 15 - Voir le corrigé

X

On considere la fonction f : x — e—l, définie sur R\ {1}.
x —_—

Ll o e

5.

Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition.

Construire le tableau de variations de f.

Justifier que la fonction f définit une bijection de | — e, 1] dans un intervalle J a préciser.

Justifier que, pour tout entier naturel non nul n, I’équation f(x) = —n admet une unique solution dans
] — o0 1[. On note u, cette solution.

Déterminer les variations et la limite de (u,).

» Exercice 16 - EDHEC 1997 - Voir le corrigé

Soit  un entier naturel supérieur ou égal a 3. On note f, la fonction définie sur R*. par f,(x) = x —nln(x).

1.
2.

kW

6.

Construire le tableau de variations de f,, sur RY .

Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet exactement deux solutions sur R* . En notant u,, la plus petite et
v, la plus grande, vérifier que 0 < u, < n < v,,.

Quelle est la limite de la suite (v,) ?

Montrer que 1 < u, <e.

Montrer que f;, (#n+1) = In(u,+1). En déduire le sens de variations de la suite (u,).

Montrer que la suite (u,) est convergente puis, en encadrant In(u, ), déterminer sa limite.

» Exercice 17 - Voir le corrigé

Pour n € N*, on définit la fonction f,, : x — x"T! +x" — 1 sur R.

1.

2.
3.

4

15

16
4.

5.
6.

Montrer que pour tout entier naturel non nul n, I’équation f,,(x) = 0 admet une unique solution sur ]0; 1[.
On note u,, cette solution.

Déterminer u;.

Recopier et compléter les lignes du programme suivant afin que I’exécution de la commande u(n) renvoie
une valeur approchée de u, 2 107> pres.

def f(n,x):

y =
return y

def u(n):
=
b = ...
while abs(a - b) < 10%*%x(-5)
m= ...
if f(n, m)==0:

return
elif f(n,m) < O
a =
else
b =
return

Soit n € N*. Déterminer le signe de f,,41(x) — f,(x).
Déterminer la monotonie de (u,) et en déduire sa convergence vers un réel £ € [u;;1].
En raisonnant par I’absurde, montrer que £ = 1.
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