Dérivabilité

1 Dérivée en un point

1.1 Taux de variation

Définition 1: Soit / un intervalle et f une fonction définie sur I. Soit x; et x, deux réels distincts de
I’intervalle 1. On appelle taux de variation de f entre x; et x, la quantité :

fx2) = fx1)

Tf(xleZ) = Xy — X

= Exemple 1: Soit f la fonction définie pour tout x € R par f(x) = x> — 2x. Le taux de variation de f entre
1 et 4 vaut

4-1 3

f@)—f(1) 4*—2x4—-(1>-2x1) v .
3=

® Ce taux de variation correspond au coefficient directeur de la droite passant
par les points de coordonnées (x;; f(x1)) et (x2; f(x2))

= Exemple 2 : On considére une fonction f dont la courbe est représentée
ci-contre dans un repere orthonormé.

* Le taux de variation de f entre -1 et 2 vaut 2.

* Le taux de variation de f entre -1 et 1 vaut 3.

1.2 Nombre dérivé
Définition 2 : Soit 7 un intervalle, f une fonction définie sur / eta € 1.

On dit que la fonction f est dérivable en a si le taux de variation de la fonction f entre a et @ + & admet une
limite finie ¢ lorsque 4 tend vers 0.

Cette limite est appelée nombre dérivé de f en g, et est notée

@)  tim L@ = F(@)

h—0 h

Propriété 1: Soit I un intervalle, f une fonction définie sur I eta € I.

Si f est dérivable en a, alors f'(a) = lim f_(x) —f (a).

x—a xX—a

fla+h)—f(a)

Démonstration 1: On a lim(x —a) = 0 et, f étant dérivable en @, on a lim ———————= = f'(a).
Ya h—0 h
Par composition des limites, on a lim flatx=a) = fla) = f'(a) c’est-a-dire lim fx) = fla) = f'(a). a
x—a xX—a x—a xX—a
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2

= Exemple 3 : Soit f la fonction définie pour tout x € R par f(x) = x> — 2x. On veut étudier la dérivabilité
de f enx = 0. Soit donc & € R*. On a

FO+h)—f(0)  (0+h)>—2(0+h)—0 h*—2h 4dh+h* Dl
h - h D

Lorsque /4 tend vers 0, ce taux de variation tend vers -2. La fonction f est donc dérivable en x = 0. Le nombre
dérivé de fen 0 est f/(0) = —2

m Exemple 4 : On rappelle que pour tout réel x, la valeur absolue de x, notée |x| vaux x si x > 0 et —x sinon.
Soit f la fonction définie pour tout x € R par f(x) = |x[. Calculons le taux de variation de la fonction f en 0.
Soit & > 0 ; alors

fO+h)—f(0) _[0+h[—[0] _h

= =-=1
h h h

En revanche, si 2 < 0

fO+h)—f(0) _[0+h|—[0] —h
n I I

=-1

Le taux de variation ne se rapproche pas d’une seule et unique valeur : la fonction f n’est donc pas dérivable
en 0.

Interprétation graphique

On fixe un point A d’abscisse a sur la courbe et on trace les droites qui passent par ce point et par un autre point
H d’abscisse a+ h sur la courbe.

Si la fonction est dérivable en a, plus le point H est proche du point A (¢’est-a-dire plus 4 est proche de 0), plus
le coefficient directeur de la droite (AH) se rapproche d’une valeur qui est le nombre dérivé de la fonction en
ce point.

= Exemple 5 : Dans I’exemple ci-dessous, on a tracé la courbe d’une fonction f dans un repere orthonormé.
Le coefficient directeur de la droite (AH ) se rapproche de -2. Le nombre dérivé de f en a vaut donc —2

W N W

La sécante (AH ) se rapproche alors d’une droite limite dont le coefficient directeur vaut f’(a) et que 1’on appelle
« tangente a la courbe de f au point d’abscisse a ».

La fonction valeur absolue, elle, n’est pas dérivable en 0. On peut le
voir graphiquement : la courbe est "pointue” en 0.

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

1.4

1.5

1 Dérivée en un point 3

Lien avec la continuité
| Propriété 2 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soita € I.

Si f est dérivable en a alors f est continue en a.
Démonstration 2 : Supposons que f est dérivable en a.
On considere la fonction g définie pour tout réel x € A par

(x) = fx)-fa) (x))c:ﬁ: (a) six#a
8 f'(a) sinon

Puisque f est dérivable en g, on a lim fx) = fla) = f'(a), c’est-a-dire lim g(x) = g(a). La fonction g est donc
x—a X—a x—a

continue en a.

Par ailleurs, pour tout x € I\ {a}, on a g(x) = L2219 ¢t donc £(x) = (x—a)g(x) + f(a).

X—a

La quantité a droite admet une limite en a et on a alors

lim f(x) = lim((x —a)g(x) + f(a)) = (a = a)g(a) + f(a) = f(a).

X—a xX—a

Finalement, lim f(a) = f(a). La fonction f est donc continue en a. D
xX—a

Tangente & une courbe
Définition 3 : Soit / un intervalle, a € I et f une fonction définie sur / et dérivable en a.

La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a est la droite passant par le point de coor-
données (a; f(a)) dont le coefficient directeur vaut f(a).

1
= Exemple 6 : On considere la fonction f : x +— §x2 —x — 1 définie sur R.

La courbe représentative de f est représentée ci-contre dans i /
un repere orthonormé. On souhaite tracer la tangente 7 a \ .

cette courbe a I’abscisse x = 2. >

Puisque f(2) = % x 2% -2 —1=—1, la tangente passe par \

le point de coordonnées (2;-1). Soit & € R*

1 2 1 2 1 2
h h h h 2

Ce taux de variation tend vers 1 lorsque 4 tend vers 0.
La tangente T a donc pour coefficient directeur f’(2), d’est-a-dire 1.

Propriété 3 : Soit I un intervalle, a € I et f une fonction définie sur I et dérivable en a. La tangente a la
courbe représentative de f au point d’abscisse a a pour équation

y=f'(a)(x—a)+f(a)
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Démonstration 3 : Toute droite non verticale admet une équation réduite de la forme y = mx+ p.

* On sait que le coefficient directeur de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse a a pour coefficient
directeur f’(a). L’équation est donc de la forme y = f’(a)x+ p

e La droite passe par le point de coordonnées (a; f(a)). On a donc f(a) = f'(a) X a+ p, c’est-a-dire
p=fla)—f(a)xa

* La tangente a donc pour équation y = f'(a) X x+ f(a) — f'(a) x a= f'(a) x (x —a) + f(a)

= Exemple 7 : Dans ’exemple précédent, la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse
x =2 apour équationy = f/(2)(x—2)+ f(2) =1 x (x=2)+(—1)=x—-3

fx) = fla)

est proche de f'(a).
x—a

Lorsque f est dérivable en a, si x est proche de a, alors

En isolant f(x), on obtient que f(x) est proche de f'(a)(x—a) + f(a) : la courbe de f est proche de la tangente
au voisinage de a. Plus précisément, on a la propriété suivante :

Propriété 4 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I et dérivable en un réel x intérieur a 1. Alors il
existe un réel § > 0 et une fonction & définie sur | — J; 6] tels que :

Vh €] =88l fx+h) = f(x)+hf'(x)*he(n) et lime(h) =0.

1.6 Dérivabilité a gauche / a droite

Définition 4 : Soit f une fonction définie sur un intervalle 1. Soita € I.

flat+h)—f(a)
h

* On dit que f est dérivable a gauche en a lorsque le taux de variation admet une limite

finie lorsque % tend vers O par valeurs inférieures.
h) —
Dans ce cas, on appelle nombre dérivé a gauche, noté f;(a) le réel fy(a) = hlir(r)l f(a—l—})lf(a).
gy
fla+h) - f(a)

. admet une limite

* On dit que f est dérivable a droite en a lorsque le taux de variation

finie lorsque 4 tend vers O par valeurs supérieures.

h) —
Dans ce cas, on appelle nombre dérivé a droite, noté f}(a) le réel f(a) = hlir(r)1+ w.
%

Propriété 5 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soit a € I.
[ est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a gauche et a droite en a et f,(a) = fy(a).

Dans ce cas, on a alors f'(a) = f(a) = f;(a).

Démonstration 4 : C’est une conséquence directe de ce qui a été vu sur les limites de fonction. o

4 Méthode 1 : Pour déterminer si une fonction f définie par morceaux est dérivable en a.

* On calcule le taux de variations de la fonction pour les valeurs supérieures a a et on en détermine la
limite (penser a simplifier pour lever I’indéterminée) ;

* On calcule le taux de variations de la fonction pour les valeurs inférieures a a et on en détermine la
limite (penser a simplifier pour lever I’'indéterminée) ;

* Si ces deux limites existent et sont identiques, la fonction f est dérivable en a.
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Remarque : de la méme maniere que pour la dérivabilité, il est possible d’étudier la limite en 0 de w

(@)=f(a)

que A tend vers O ou celle de i ~—, quand x tend vers a.

2 <
= Exemple 8 : On considere la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = { iz In(x) Zirfo; 0

Déterminons si la fonction f est dérivable en 0.

e 50itx < 0.Ona

S =f0) ¥-0
x—0  x—0 —x)H—OEO.

Ainsi, f est dérivable a gauche en 0 et fg’ (0) =0.
* Soitx >0. Ona
f() = f(0) _ *In(x) -0

= = xIn(x) — O par croissances comparées.
x—0 x—0 x—0*

Ainsi, f est dérivable a droite en 0 et f7(0) = 0.
Finalement, f est dérivable en O et f/(0) = 0.

Remarque : puisque f est dérivable en 0, on a également montré qu’elle était continue en 0. En général, cette
continuité est étudiée au préalable.
3 .
R . P . X’ —3x six>2
m Exemple 9 : On considere la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = { 2_7  sinon
Déterminons si la fonction f est dérivable en 2.

e Soitx<2.0Ona

f@)—f2) _»#-2-2_ x-4 (x-2)(x+2)

= = 2 — 4.
x—2 x—2 x—2 x—2 Xt x—2-

Ainsi, f est dérivable a gauche en 2 et f;(2) = 4.
* Soitx>2.0na

fx)—f(2) _x3—3x—2
x—2  x=2

Or, 2 est racine du polyndme x — x> — 3x — 2. Il existe donc un polyndéme Q tel que, pour tout réel x,
onax’—3x—2=(x—2)Q(x). La division euclidienne de x> — 3x — 2 par x — 2 montre alors que pour
tout réel x, on a x> —3x — 2 = (x —2)(x*> +2x+ 1). Ainsi,

2
fO=f@) _ @@ H2+D ooy g
x—2 x—2 x—2+

Ainsi, f est dérivable a droite en 2 et f7(2) =9.

f est donc dérivable a droite et a gauche en 2 mais les limites obtenues ne sont pas égales : f n’est pas
dérivable en 2.

On peut en revanche facilement montrer que la fonction f est tout de méme continue en 2.
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1.7 Extrema locaux
Définition 5 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I.

* On dit que f admet un maximum local en a si

36 e RY |Vx € INJa—6;a+ 0], f(x) < f(a).
* On dit que f admet un minimum local en a si

36 e RY |Vx € INJa—&;a+ 8], f(x) > f(a).

* On dit que f admet un extremum local si f admet un minimum local ou un maximum local en a.

= Exemple 10 : On considere la fonction f dont une représentation graphique est donnée ci-dessous.

A
\

La fonction f admet un minimum local en —2, en 1 et en 3. Elle admet un maximum local en —3, en —1 et
en 2.

Propriété 6 : Soit f une fonction définie sur un intervalle / et a € I qui n’est pas un bord de /.

Si f admet un extremum local en a et si f est dérivable a, alors f'(a) = 0.

Démonstration 5 : Supposons que f admet un maximum local en a. Posons alors 6 € R tel que, pour tout
réel x €]la—6;a+ [, ona f(x) < f(a).

* Pour tout x €]a — §;a[, on a alors A (x));i (@) > 0. Puisque f est dérivable en a (et est donc dérivable a
gauche en a), on peut passer a la limite lorsque x tend vers a par valeurs inférieures. Ainsi, fé(a) > 0.
* Pour tout x €]a;a+ §[, on a alors w < 0. Puisque f est dérivable en a (et est donc dérivable a

droite en a), on peut passer a la limite lorsque x tend vers a par valeurs inférieures. Ainsi, f}(a) <O0.

Or, f'(a) = fy(a) = fy(a). On adonc ala fois f'(a) <Oet f'(a) > 0. Ainsi, f'(a) = 0. D

La réciproque est fausse ! Ce n’est pas parce que f'(a) = 0 que f admet un
extremum local en a. 1
Si I’on considere la fonction f : x ~— x>, on a alors f'(0) = 0. La courbe de >
f présente une tangente horizontal a son point d’abscisse 0 mais n’admet pas
d’extremum local en ce point pour autant.
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2.1

2 Fonction dérivée 7

Fonction dérivée

Fonction dérivée

Définition 6 : Soit I un intervalle et f une fonction définie sur /. On dit que f est dérivable sur I si f est
dérivable en tout a € I. On appelle alors fonction dérivée de f sur / la fonction

I — R
f'{x — f(x).

= Exemple 11: Soit f:x — x2, définie sur R. Soit x € R ; nous allons montrer que f est dérivable en x, et
donc que f est dérivable sur R. Soit donc & € R*

fO+h)—f(x)  (x+h)?—x* XP+2xh+h*—x*  2xh+h?

h h h h

=2x+h

Or, }l}rr(l) (2x+h) = 2x. Ainsi, pour tout x € R, f est dérivable en x et f'(x) = 2x.
%

2.2 Dérivées usuelles

fix— Définie sur Dérivable sur flix—
x",n e N* R R a1
x", neN* ] —o0;0[ et ]0; oo ] —o0;0[ et ]0; +oo] —nx"!
X a g J0;-+oef 10:-4osf e
1
Vv [0; o] J05 o] NG
exp(x) R R exp(x)
In(x) 10; 4o J0; oo %

Démonstration 6 : On considere la fonction f définie pour tout x € R* par f(x) = —. Soit x > 0 et /& un réel
X

non nul tel que x+4 > 0. On a

1

Frh =) _cen 1 ( stk L, ko
N h h T \x(x+h) x(x+h)) h" x2+hx  xX2+hx
1 1
o (- ),
P\ 2 x?

1

[ est donc dérivable sur ]0; 4-oo[, et pour tout réel x > 0, f'(x) = ——. Le méme raisonnement vaut également
x

six <O.

Ainsi, f est également dérivable sur | — ;[ et pour tout réel x > 0, f/(x) = —
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Démonstration 7 : On considere la fonction f définie pour tout x € [0; 40| par f(x) = 1/x.
Soit x €]0; 4o et h € R tel que x+ 4 > 0.

St =f) _ Vath=vx _ (Vxth=VO)(Vx+h+yx)  xth—x 1
h h h(Vx+h+/x) h(Vxth+yx)  VithtJx

1
Or, lim f est donc dérivable sur ]0; +oo|, de dérivée f’:x+— —— o

%wv?¥*+vﬁ 2vx 2vﬁ

p) Lafonction Racine carrée est définie en O mais n’est pas dérivable en 0 !

2.3 Limites usuelles

Les propriétés précédentes permettent d’établir certaines limites usuelles en reconnaissant un taux de variations.

Propriété 7 : Soit & un réel strictement positif. On a les limites suivantes

r—1 1 In(1 1 “—1
lim =1 B ) G B (=
x—=0 X —1x—1 x—0 X x—0 X

Démonstration 8 : * Soit x un réel non nul. 0
X X1
Le taux de variations de la fonction exponentielle entre O et x vaut © 0 soit ¢
¥ —
)
Or, la fonction exponentielle est dérivable sur R. Ainsi, hn(l) ¢ 8 =exp/(0)=e’=1.
x—0 X —
1 —In(1 1
* Soit x > 0. Le taux de variations de la fonction In entre 1 et x vaut (x) 1n( ) soit n(xl)'
xX— xX—
1 —In(1
Or, la fonction In est dérivable sur ]0; +oo[. Ainsi, lirr% n(x)ln() =In'(1)=1.
X— X —
e Par ailleurs, soit x > —1.
In(1 In(1 In(X
On a alors n(l+x) _ In{l+x) Or, hm(l +x) = 1 et, d’apres le point précédent, hm M =1.

o l4x—1 X—1

In(1
Par composition de limites, on a lim M

=1
x—0 X
On aurait aussi tout simplement pu utiliser le taux de variation de la fonction x — In(1 + x) entre 0 et x.

e Soitx > —1 avec x # 0.
- . o (I+x)*—1
Le taux de variations de la fonction f : ¢ +— (1+17)* entre 0 et x vaut ————.
X
Or, la fonction f : ¢+ (141)% est dérivable sur | — 1; +oo[, de dérivée f' :t > a(1+1)*"!

1+x)%—1
Adnsi, tim UFYTL ) =
x—0 X

u Exemple 12 : En reconnaissant le taux de variations de la fonction x — (1 +x)'/2

oA/ 1I+x—1 1
Iim—— = —.
x—0 X 2

,ona

On aurait aussi pu utiliser la quantité conjuguée. En effet, pour tout réel x > —1,

Wlape=1  (Yl-re=1Te1) Iga=1 1 Hl
x x(VI+x+1) Cx(VIHx+1)  VI+x+1 2902
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1 X
= Exemple 13 : On souhaite déterminer lim <1 + 7> .
X—>+o0 X

1\* 1
Pour tout x > 0, 0na<1+) :exp(xln((1+)> =exp| —71
X X
x
(14
n —
1 In(1+X 1\*
Or, im —=0et limwzl.Par composition, lim X =1let lim <1+7> =e.
X——+oo X x—1 X—r+oo l X—>—+oo X
X

N . e'+x six<0
= Exemple 14 : On considere la fonction f : x — 5
(x+ 1)~ sinon
Montrons que f est dérivable sur R.

D’abord, f est dérivable sur | — o0;0] et sur |0; 40| (elle est définie a I’aide de fonctions usuelles dérivables
sur ces intervalles).

Par ailleurs, on a f(0) = e® +0 = 1. Etudions la dérivabilité de f en 0.
* Soit 4 < 0. On a alors

fO+h)—f(0) e'+h—1  ef—1
h = Ty

On reconnait le taux de variations de la fonction exponentielle entre O et /.

0+h)—f(0
On a alors lim fO+h) = f(0) =1+exp'(0) =2.
h—0~ h
La fonction f est donc dérivable a gauche en 0 et f,(0) = 2.

e Soit 4 > 0. On a alors

fO+h) —f0) _ (h+1)> K +2h _

= h+2.
h h h *
0+h)—f(0
On a alors lim fO+h) = f(0) =1+exp'(0) =2.
h—0+ h

La fonction f est donc dérivable a droite en 0 et f;(0) = 2.

Puisque f est dérivable a droite et a gauche en 0 et que f;(0) = £;(0), alors f est dérivable en 0 et f'(0) = 2.

Finalement, f est dérivable sur R.
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Opérations sur les dérivées

Dans toute la partie suivante, / désigne un intervalle.

Produit par un réel
Propriété 8 : Soit u une fonction définie et dérivable sur I et A € R.

Alors la fonction Au : x — Au(x) est définie sur I, et (Au) = A x

Démonstration 9: Soitxelethe Rtelquex+h € 1.

Au(x+h) — Au(x) u(x+h) —u(x)

=2
h h
h) — h) —
Or, puisque u est dérivable sur 7, alors lim uleth) = ulx) =u/(x) et donc lim AM = A (x)
h—0 h h—0 h
Ainsi, A u est dérivable sur I et (Au)' = A x . a

= Exemple 15 : La fonction f : x — 4x? est définie et dérivable sur R.

Pour tout réel x, on a f/(x) =4 x 2x = 8x.

Somme de fonctions dérivables

Propriété 9 : Soit u et v deux fonctions dérivables sur 1.
La fonction u + v : x — u(x) + v(x) est définie et dérivable sur I et (u+v) =u' +V'.

Démonstration 10: SoitxeletheRtelquex+h el

(u+v)(x+h)—(u+v)(x) _ u(x+h) —u(x)+vx+h) —v(x) _ u(x+h) —u(x) n v(x+h) —v(x)
h h h h

h)— h) —
Or, puisque u et v sont dérivables sur /, alors lim uleth) —ulx) _ u'(x) et lim vtk =vx) Vv (x).
h—0 h h—0 h
h) —
Ainsi, lim (A v)(xth) = (utv)(x) u'(x) +V'(x).
h—0 h
Finalement, u + v est dérivable sur I et (u+v) =u' +V'. o

= Exemple 16 : La fonction f : x > x> + 3x + 5 est définie et dérivable sur R, de dérivée f’: x > 2x+3

Produit de fonctions dérivables

Propriété 10 : Soit u et v deux fonctions dérivables sur /.
La fonction uv : x — u(x) x v(x) est dérivable sur et (uv) = u'v+uv'.

Démonstration 11: Soitxeleth € Rtelquex+hel.

(uv)(x+h) — (uv)(x) _ u(x+h)v(x+h) —u(x)v(x)
h
_ u(x+h)yv(x+h) —u(x)v(x+h) +u(x)v(x+h) —u(x)v(x)
h
_ V(x+h)u(x+h2l—u(x) +u(x)v(x+h)—v(x)
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h) — h) —
u et v étant dérivables sur 7, on a lim ulxth) —u(x) =u/(x) et lim vixth) —vix)
h—0 h h—0 h

Par ailleurs, }lllrr(l) (x4 h) = x. La fonction v étant dérivable sur /, elle est aussi continue sur / . Par composition
—

= (x).

des limites, on a donc lim v(x+h) = v(x).
h—0

h) —
Finalement, }llin(l) (1) (x+ })z () (x) =u'(x)v(x)+u(x)V'(x). La fonction uv est donc dérivable sur / et (uv)' =
%

uv+uy. o

= Exemple 17 : On considére la fonction f : x — x?e*, définie sur R.

o La fonction u : x — x* est dérivable sur R, de dérivée u/ : x — 2x ;
» La fonction v : x — e* est dérivable sur R, de dérivée V' : x — e*.

La fonction f est donc dérivable sur R, comme produit de deux fonctions dérivables sur cet intervalle. De
plus, pour tout x € R,

F1(x) = o (x)v(x) + u(x)v' (x) = 2xe" + 12" = (6 +2x)e" = x(x +2)e*

3.4 Quotient de fonctions dérivables

Propriété 11 : Soit u et v deux fonctions dérivables sur [ telle que v ne s’annule pas sur /.

u(x)

. u L. u\’ uv—uy
La fonction — — ——= est dérivable sur / et (7) = ————
V v V

v(x)

Démonstration 12: Soitxelethe Rtelquex+h e l.

S =T L[ u(xH () () <x+h>)
h o h (x+h)v(x) vix+h)v(x)
1 ulet h() — u)v(a) + ux)v() — vl )
h v(x+h)v(x)

B 1 u(x+h)pv(x) —u(x)v(x)  vix+h)u(x) —v(x)u(x)
 v(x+h)v(x) 8 ( h a h >
B 1 u(x+h) —u(x) v(x+h)—v(x)
v +h)v(x) 8 (v(x) h —ulx) h )

h) — h) —
u et v étant dérivables sur I, on a lim uleth) —ulx) _ u'(x) et lim vieth) =vix) Vv (x).
h—0 h h—0 h

Par ailleurs, }llirr(l) (x4 h) = x. La fonction v étant dérivable sur /, elle est aussi continue sur / . Par composition
—
des limites, on a donc lim v(x+h) = v(x).
h—0
u u
YO @) e ()

Finalement, lim ~ =
h—0 h v(x)?2

. u L. u\’"  uv—uv
La fonction — est donc dérivable sur [ et (7> = . O
% %
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242x+2

= Exemple 18 : On considere la fonction f : x — P
=

7
* Cette fonction est définie pour tout x tel que 3x — 7 # 0, c’est-a-dire sur R \ {3} ;

o La fonction u : x — x% 4+ 2x+ 2 est définie est dérivable sur R, de dérivée u’ : x — 2x+2 ;
e La fonction v : x — 3x — 7 est définie et dérivable sur R, de dérivée v' : x — 3. De plus, cette fonction

. 7 7
ne s’annule pas sur les intervalles 3 et g;—i-w.

7 7
La fonction f est donc dérivable sur chacun des intervalles } 3 { et } §; o0 { De plus, pour tout x dans

dans 1’un de ces intervalles :

Fx) = u' (x)v(x) — u(x)V'(x) _ (2x+2)(3x—7) —3(x* +2x+2)
v2(x) (3x—7)?
_ 6x? — 14x+6x— 14 —3x*> —6x—6
B (3x—17)2
3x% — 14x—20
T Bx—7)2

3.5 Composition de fonctions dérivables

Propriété 12 : Soit I et J deux intervalles, f une fonction définie et dérivable sur J et g une fonction définie
et dérivable sur I telle que pour tout x € 1, g(x) € J.

La fonction fog: x> f(g(x)) est dérivable sur I et (fog) =g x (f og).

» Exemple 19 : On considere la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = ¥ +3x-2_ pour tout réel x, on
pose alors u(x) = e* et v(x) = x> + 3x — 2. Pour tout réel x, on a alors f(x) = u(v(x)) = uov(x).

* v est dérivable sur R et pour tout réel x, v/'(x) = 2x+3
* u est dérivable sur R et pour tout réel x, u'(x) = e*

Ainsi, f est dérivable sur R et pour tout réel x,

f(x) =V (x) xu (v(x)) = (2x+3)6x2+3x72'

Propriété 13 — Cas particuliers : Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle 1
* Pour tout entier naturel n, u" est dérivable sur I et («")" = nu'u"~".

* ¢" est dérivable sur [ et (e*) =u’ x e”.

* Si pour tout réel x € I, u(x) > 0, alors \/u est dérivable sur I et (\/u)' = ZM\f'
u
/
* Si pour tout réel x € I, u(x) > 0, alors In(u) est dérivable sur / et (In(x))" = =
u
) ) 1 .. 1 u
* Si pour tout réel x € 1, u(x) # 0, — est dérivable sur et | — | = ——.
u u u
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= Exemple 20 : Pour tout réel x, posons f(x) = (4x+1)°.
Pour tout réel x, on pose u(x) = 4x+ 1. u est dérivable sur R. Or, f = u°.

Ainsi, f est dérivable sur R et /' =9 x u’ x u8, ¢’est-a-dire que pour tout réel x, on a

fl(x)=9x4x (4x+1)°1=36x (4x+1)8

1
Exemple 21 : Pour tout réel x, posons f(x) = ——.
1
Pour tout réel x, on pose alors u(x) = x>+ 1. u est dérivable sur R et ne s’annule pas. Or, f = —.
u

/

Ainsi, f est dérivable sur R et ' = ——, c’est-a-dire que pour tout x € R, on a

;’

2x

f/(x):—m-

» Exemple 22 : On considere la fonction f : x — v/4 — x2.

Notons Dy le domaine de définition de f. Soit x un réel. On a
X € Df(:>4—x2 >0 <4dsxc [—2;2].

Ainsi, f est définie sur [—2;2]. Cependant, la fonction Racine Carrée n’est pas dérivable en O : le domaine
de dérivabilité de f est donc | — 2;2[. Pour tout réel x €] —2;2[, on a

—2x X

Wa-2  i-=

flx) =

= Exemple 23 : On considere la fonction g : x > In(2x> 4+ 5x +4).

Pour tout réel x, on pose u(x) = 2x*> + 5x+ 4.
Le discriminant du polynome 2x> +S5x+4 est 52 —4 x4 x 2= -7 < 0.
Ainsi, la fonction u : x — 2x? + 5x + 4 est dérivable sur R et pour tout réel x, u(x) > 0. Or, g = In(u).
/
g est donc dérivable sur R et g’ = u—. Finalement, pour tout réel x,
u

dx+5

/ —
80 =55 5ra

Dérivées successives

Définition 7 : Soit f une fonction définie sur un intervalle 1. On dit que f est de classe C' sur I si

e f est dérivable sur [ ;
* f’ est continue sur /.

= Exemple 24 : Les fonctions polynémes, I’exponentielle, le logarithme népérien sont de classe C! sur leurs
domaines de définition respectifs.
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La définition vue précédemment peut naturellement se prolonger...

Définition 8 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est de classe C2 sur I si

* f est dérivable sur [ ;
e f’ est dérivable sur I (on dit alors que f est deux fois dérivable sur /) ;
* f” est continue sur /.

Et ainsi de suite...

Définition 9 : Soit f une fonction définie sur un intervalle 1. On dit que f est de classe C" sur [ si

* f estn fois dérivable sur [ ;
* Sa dérivée n-ieme, notée £ est continue sur /.

Enfin, on définit I’ensemble suivant.

Définition 10 : Soit f une fonction définie sur un intervalle /.

On dit que f est de classe C* sur [ si f est de classe C" pour tout entier naturel non nul .

m Exemple 25 : Les fonctions polynomes, 1’exponentielle, le logarithme népérien sont en réalité de classe
C* sur leurs domaines de définition respectifs.

Propriété 14 : Soit f et g deux fonctions de classes C" sur un intervalle et A un réel.

Alors Af, f+g, fg sont de classes C" sur I.
De plus, si g ne s’annule pas sur /, alors g est aussi de classe C" sur /.

Cette proposition s’étend donc naturellement aux fonctions de classe C*.

Inégalité des accroissements finis

Avant d’aborder ce résultat, présentons quelques résultats « culturels », pour que I’inégalité dont le nom est
mentionné ici ne semble pas sortir du chapeau.

Théoréme de Rolle

Théoreme 13 — Théoréme de Rolle - Hors programme : Soit f une fonction continue sur un intervalle
[a; D] et dérivable sur |a;b].

On suppose que f(a) = f(b). Alors il existe un réel ¢ €|a; b tel que f'(c) = 0.

Interprétation graphique : cela revient a dire que f admet des tangentes horizontales (et méme des extrema
locaux). Notons qu’un tel réel ¢ n’est pas forcément unique.

/a (,:1 |—V Cp
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Démonstration 14 : Si la fonction est constante sur |a;b[ alors la dérivée de f est nulle, ce qui démontre le
résultat.

Supposons désormais que f n’est pas constante. Puisque f est continue sur le segment [a;b], elle est bornée et
atteint ses bornes. Notons alors m son minimum et A son maximum.

* SiM > f(a), notons alors ¢ un réel tel que f(c) =M. On a alors ¢ €]a; b[. Or, la fonction f est dérivable
sur |a; b| et c est un réel qui n’est pas un bord de cet intervalle. Puisque f admet un maximum en ¢, on a
donc f'(c) = 0.

* Si M = f(a), alors on a nécessairement m < f(a) (sinon, on revient au cas de la fonction constante).
Notons alors ¢ un réel tel que f(c) = m. On a alors ¢ €]a;b|. De méme que précédemment, on en conclut

que f'(c) =0.

5.2 Théoréme des accroissements finis

Théoreme 15 — Théoréme des accroissements finis — Hors programme : Soit f une fonction continue
sur un intervalle [a;b] et dérivable sur |a; b|.

£(6)~f(@)

Alors il existe un réel ¢ €]a; b tel que f'(c) = 5
a

Interprétation graphique : Si I’on considére une fonction f continue sur un intervalle [a;b], cela signifie qu’il
existe une tangente parallele a la droite qui passe par les points de coordonnées (a; f(a)) et (b; f(b)).

. . e . . b) —
Démonstration 16 : On vérifie aisément que la droite [AB] a pour équation y = f(a) + f(;f(a)
—a

On considere alors la fonction g : x — f(x) — ( fla)+ W(x — a)) .

(x—a).

* Les opérations sur les fonctions permettent d’établir que g est continue sur [a;b] et dérivable sur |a; b].
* On vérifie que g(a) =0et g(b) =0.

Ainsi, d’apres le théoréme de Rolle, il existe un réel ¢ €]a; b| tel que g'(c) = 0.

f(b)—f(a)

b . Ainsi, il existe un réel ¢ tel que f'(¢) = ————. a
—a

Or, pour tout réel x, g'(x) = f'(x) —
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Inégalité des accroissements finis

Théoreme 17 — Inégalité des accroissements finis : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.

On suppose qu’il existe un réel positif k tel que, pour tout réel x € I, on a | f'(x)| < k. Alors,

Va,b e, |f(b) - f(a)] < klb—al.

Démonstration 18 : Soit a et b deux réels de I’intervalle I. On suppose que a < b (si a = b, le résultat est
immédiat, et si a > b, il suffit d’échanger le role de ces deux réels dans ce qui suit).

Puisque f est dérivable sur I, alors f est continue sur [a;b] et dérivable sur |a;b[. D’apres le théoreme des
f(b) — f(a)
b—a
Soit k € R tel que, pour tout réel x € I, on a | f'(x)| < k, c’est-a-dire —k < f/(x) < k.
0~ fa@) _,
b—a
En multipliant cette inégalité par b — a, qui est strictement positif, on a alors —k(b—a) < f(b) — f(a) < k(b—a).

accroissements finis, il existe un réel ¢ €]a; b] tel que f'(c) =

On a donc en particulier —k < f'(c) < k c’est-a-dire —k <

Puisque k et b — a sont positifs, on a alors | f(b) — f(a)| < k(b — a) soit, puisque b —a > 0,

£ (6) — f(a)| <klb—al

Méthode 2 : L’inégalité des accroissements finis est utilisée dans 1’étude de suites récurrentes. La méthode
donnée dans I’exemple suivant est un classique a maitriser absolument !

1
m Exemple 26 : On considere la fonction f : x — Ee_x définie sur R ainsi que la suite (u,) définie par

up=~0
Vn € Nuy1 = f(uy)

Puisque f est définie sur R, la suite (u,) est bien définie.
* Montrons que I’équation f(x) = x admet une unique solution sur R, noté o, puis que o € [0; 1].

L . 1
On considere la fonction g : x — —e™*

=%
2
Par somme de limites, on a alors lim g(x) = —ecet lim g(x) = +oo.
X—r oo X——00
1
Par ailleurs, g est définie et dérivable sur R et pour tout réel x, on a g’(x) = —Ee*x —1<0.

La fonction g est donc strictement décroissante sur R. Puisque g est également continue sur R, alors, d’apres
le théoréme de la bijection, g réalise une bijection de R dans g(R) = R. Ainsi, I’équation g(x) = 0 admet une
unique solution sur R, que 1’on note «.

Or, six € R, on a g(x) = 0 si et seulement si f(x) = x.

Ainsi, I’équation f(x) = x admet une unique solution réelle. ‘

1 1
Par ailleurs, g(0) = 3> Oetg(l)= Ee_l -1<0. ‘Ainsi, a < [0;1]. ‘
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e Montrons que pour tout entier naturel 7,ona 0 < u, < 1.
Pour tout entier naturel , on pose P(n) : « 0 < u, < 1 ».
— Initialisation : on a uy = 0 et on a donc bien 0 < up < 1. P(0) est vraie.
— Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie.

OnaalorsO<u, <letdoncO> —u, > —1.
On applique alors la fonction exponentielle qui est croissante sur [—1;0].
Ainsi, 1 > e >e ! puis § > Je " > 17l
Ainsi, on abien 0 < u,11 < 1. P(n+1) est vraie.
— Conclusion : Par récurrence, on a montré : ‘Vn eN,,0<u, <1 ‘

1
* Montrons que pour tout réel x € [0;1],on a |f'(x)| < 5
Pour tout réel x, on a f'(x) = —e ™.
Or, si 0 < x < 1, alors 0 > —x > —1 puis, par croissance de la fonction exponentielle sur [—1;0], on a

1>e*>e etdonCZQ% x}ée -

Ainsi, pour tout réel x € [0;1],ona > f/(x) > Je~! > 0etdonc||f'(x)| < 5|

. 1
* Montrons que pour tout entier naturel 7, on a |u, | — a| < E‘M" —a.
C’est ici que la formulation de la question doit faire penser a 1’inégalité des accroissements finis.

* La fonction f est dérivable sur [0;1] ;

1

2

Puisque pour tout entier naturel n, on a u, € [0; 1] mais également a € [0; 1], alors, d’aprés I’inégalité des
accroissements finis, on a

* Pour tout réel x € [0;1], on a | f/(x)| <

W €N, () — £(0)] < 5l 01|

Or, f(a) = o et, pour tout entier naturel n, f(u,) = t,+1. On a donc montré :

1
VneN, lu,11 —of < Eyun*m-

« Montrons que pour tout entier naturel 1, on a |u, — a| < (1)".
. 1 n
Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : « |u, — | < (5) ».

— Initialisation : pour n =0, on a uy = 0 et (%)0 =1.
Or, a € [0;1] et donc |ug — o] = |ot| < 1. P(0) est donc vraie.

— Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie. On a donc |u, — a| < (3)".
Or, d’apres le point précédent, on a |u, 1 — o] < %\un —a.
Ainsi, par hypothese de récurrence, on a |u, ] — a| < % X (%)n s0it |up1 — 0| < (E)HH.

P(n+1) est donc vraie.

. z < n
— Conclusion : Par récurrence, on a montré : |Vn € N, |u, — o] < (%) L
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* Montrons que la suite (u,) converge et déterminons sa limite.

1\" 1\" 1\"
Ainsi, pour tout entier naturel n, on a |u, — o¢| < <§> et donc — (§> <u,—a< <§> .
o e -1 <L <1t (=(2)") = i (1) <0
I, puisque — ,ona lim (— (= = lim (=) =0.
e % =AY i\ 2

D’apres le théoreme d’encadrement, (u, — &) converge et hrf (up, — ) =0.
n——+oo

Or, pour tout entier naturel n, u,, = (u, — o) + .

Par opérations sur les suites convergentes, on en déduit que (u,) converge et| lim u, = o |.
n—r—+oo

6 Dérivée et variations

Le théoreme des accroissements finis nous permet de démontrer un résultat bien connu...

Théoreme 19 : Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle 7
* La fonction f est constante sur / si et seulement si, pour tout x € [, on a f/(x) =0 ;
¢ La fonction f est croissante sur / si et seulement si, pour tout x € I, on a f'(x) >0 ;

0;
* La fonction f est décroissante sur / si et seulement si, pour tout x € I, ona f'(x) <0

* Sipour tout x € I, on a f'(x) > 0 et f’ ne s’annule qu’un nombre fini de fois, alors f est strictement
croissante sur / ;

* Si pour tout x € I, on a f’(x) < 0 et f’ ne s’annule qu’un nombre fini de fois, alors f est strictement
décroissante sur /.

Démonstration 20 : Supposons que f est constante sur /.

fo+h) — ()
h

= 0 et donc lim =0.

h—0

Soitx e€leth+#0tel que x+h € 1. Alors W

f est donc dérivable en x et f'(x) = 0.
Réciproquement, supposons que pour tout x € /,on a f'(x) = 0.
Soit donc a et b dans I avec a < b. Puisque f est continue sur [a;b] et dérivable sur |a;b] alors, d’aprés le

f(b)_z(a) = f'(c) =0etdonc f(b) = f(a).

théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €la, b tel que b

Démonstration 21 : Supposons que f est croissante sur /.

f+h) —f(x)

h

fleth) - f(x)
h

Soitxeleth>0telquex+h€l. Alors f(x+h) > f(x) et donc >0.

Puisque f est dérivable en x, on peut passer a la limite et on a alors hm+
h—0

> 0 soit f(x) >0
De méme, on montre que f,(x) > 0 et on a donc f'(x) > 0.
[<=] Réciproquement, supposons que pour tout x € /,on a f’(x) > 0.

Soit donc a et b dans [ avec a < b. Puisque f est continue sur [a;b] et dérivable sur ]a;b] alors, d’aprés le

f(b) —f(a)

théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]a, b tel que g =f'(c) =

Or,b—a > 0. Ainsi, f(b) — f(a) = 0 soit f(a) < f(b). f est donc croissante sur /.
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O
Démonstration 22 : Supposons que pour tout x € , on a f’(x) < 0 et f’ ne s’annule qu’un nombre fini de fois.
D’apres le point précédent, f est croissante sur /. Soit alors a et b dans I tels que a < b. On a alors f(a) < f(b).

Supposons que f(a) = f(b). Puisque la fonction f est croissante sur [a;b], on aurait alors que, pour tout
c €la;b], f(a) < f(c) < f(b) et donc la fonction f serait constante sur [a;b]. Ainsi, pour tout ¢ € [a;b], on
aurait f'(c) = 0 et la fonction f’ s’annulerait un nombre infini de fois.

Par contraposée, si f' s’annule seulement un nombre fini de fois, alors on n’a pas f(a) = f(b).
Il en vient que f(a) < f(b). La fonction f est donc strictement croissante sur /. O
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