Variables aléatoires finies

Dans tout le chapitre Q désigne 1’univers fini d’une expérience aléatoire.

1 Variable aléatoire

Définition 1 : On appelle variable aléatoire réelle toute fonction définie sur Q d’une expérience aléatoire et
a valeurs dans R.
Les variables aléatoires sont en général notées X.

L’ensemble des valeurs prise par Q (c’est-a-dire X (Q)) est appelé support de la variable aléatoire X.

= Exemple 1: On choisit un nombre entier au hasard entre Univers Variable
1 et 6 compris. L’univers de 1’expérience aléatoire est donc aléatoire
I’ensemble {1;2;3;4;5;6}. 1 —------ - -1

Si le nombre obtenu est 6, on gagne 2 points. Si le nombre

est impair, on perd 1 point. Dans les autres cas, on ne gagne . . 0

ni ne perd aucun point.
On appelle X la variable aléatoire qui donne le nombre de
points gagnés selon le résultat. 3 - - -1
* OnaX(Q)={-10;2}.
* Si on obtient le nombre 1, on perd 1 point.
Onaainsi X(1) = —1.
* Si on obtient le nombre 6, on gagne 2 points.
On a ainsi X (6) = 2. R - -1
* On a également X(2) =0, X(3) = —1, X(4) =0 et
X(5)=-1.

/\

Définition 2 : Soit X une variable aléatoire réelle sur un univers Q fini et a un réel.
On note [X = a] I’événement qui regroupe toutes les issues @ de Q telle que X () = a.

X=d={0eQ|X(w)=a}
On peut définir de la méme maniére les événements [X < a|, [X < a|, [X > a], [X €1]...

m Exemple 2 : On reprend I’exemple précédent.

» L’événement [X = —1] correspond aux issues qui font perdre un point, soit les issues 1, 3 et 5.
 L’événement [X > 0] correspond aux issues qui font gagner 0 point ou plus, soit les issues 2, 4 et 6.

Propriété 1 : Soit X une variable aléatoire finie.

La famille ([X = x]),cx(q) est un systéme complet d’événements.

Ce systeme complet d’événements est utile pour appliquer la formule des probabilités totales.
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2 Loi d’une variable aléatoire

2.1 Loi d’une variable aléatoire

Définition 3 : Soit X une variable aléatoire réelle sur un univers fini Q.
La loi de probabilité de X est la fonction qui, a chaque réel x € X(Q), associe la probabilité P([X = x]).

I Propriété 2 : Soit X une variable aléatoire finie. Ona ) P([X =x]) =1.
x€X(Q)

Démonstration 1: 1l suffit de noter que la famille ([X = x]).cx(q) est un systéme complet d’événements. o

v Méthode 1 : Pour déterminer la loi d’une variable aléatoire finie X...
* On déterminer I’ensemble X (Q) ;

* On écrit chaque événement [X = x] pour x € X(Q) ;

* On calcule P([X = x]) pour x € X (Q).

m Exemple 3 : On choisit uniformément au hasard un nombre entier entre 1 et 8 compris.

* Si le nombre obtenu est supérieur ou égal a 6, on gagne 2 points.
* Si le nombre obtenu est inférieur ou égal a 4, on perd 3 points.
* Si le nombre obtenu est 5, on gagne 5 points.

On note X la variable aléatoire qui donne le nombre de points gagnés apres I’expérience.

On a alors X (Q) = {—2;3;5}. Pour déterminer la loi de X, il faut donc déterminer P([X = —3]), P([X = 2])
et P([X =95)).

* Ona [X = —3] ={1;2;3;4} Puisque 1’on est en situation d’équiprobabilité, P([X = —3]) = - = —.
* Ona [X =2] = {6;7;8}. Puisque I’on est en situation d’équiprobabilité, P([X = 2]) =

* On a [X = 5] = {5}. Puisque I’on est en situation d’équiprobabilité, P([X = 5]) =

On peut résumer la loi de la variable aléatoire X dans un tableau.

x 3275
P(X=x]) | V2 |38 |18

Remarque : on vérifie alors que la somme des probabilités obtenues vaut bien 1 !

= Exemple 4 : On lance trois fois une piece équilibré et on note X le rang d’apparition du premier PILE. On
convient que X prend la valeur O si aucun PILE n’apparait.
Si I’on note P pour PILE et F pour FACE, on a alors Q = {P;F}? et X(Q) = [0;3]. Par ailleurs,

* X=0]={(F;F:F)};

* X =1]={(P;F;F),(P;F;P),(P;P;F),(P;P;P)} ;
« X =2]={(F;P;F),(F;P;P)} ;
© X=3]={(F:F:P)}
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Puisque toutes les issues sont équiprobables, on en déduit la loi de X.

x 01 ]2]3
PX=x) [ Vs | V2] Va]lfs

On peut aussi procéder autrement. Pour k € [1;3], on note P, I’événement « obtenir PILE au lancer k ».
« [X=1]=P. Ainsi, P(X = 1]) = 1.

* [X=2]=P NP. Ainsi, P([X =2] =P(P N P) = P(P)P(P) =5 x3=1.
indep.
s X=3]=P NPNP;. Ainsi, P(X =3] =P(PLNPNP;) = P(P)P(P,)P(P5) = § X 3 X § = &.
indep.
* X=0]=P NPNP;. Ainsi, P(X =0 =P(PLNPNP;) = PP)PP)P(P;) =ixixl=1
indep.

2.2 Transfert de variable aléatoire

Définition 4 : Soit X une variable aléatoire finie sur (Q,P(Q),P). Soit g une fonction définie sur X(Q) a
valeurs réelles. On définit la variable aléatoire g(X) par

Q — R
sX) | o s gx(0)

= Exemple 5 : On considere une variable aléatoire X dont la loi est résumée ci-dessous.

X 3| -1 1 2
P(X=x]) | V6 | /2| 1a| 112

On a alors X (Q) = {—3;—1;1;2}. On considére alors la variable aléatoire ¥ définie par ¥ = X2. On a alors
Y (Q) = {1;4;9}. Par ailleurs,

c Py =1)=P(X*=1)) =P(X = 1JU[X = —1]) mwm;ﬁbmﬂ”([x =1)+P([X=—1]))=5+;=3
. P([Y:4]):P([x2:4]):P([Xzz]u[x:—z])l_nwm;nblesp([x:2])+IP>([X:—2]):5+0:T12.
« P([Y =9]) =P([X?=9]) =P([X =3]U[X = -3]) mm;ﬁblesp([x =3)+P(X=-3])=0+;=1¢.

La loi de Y peut donc étre résumée par le tableau suivant

y 1 4 9
Py =yl) | 34| Y1z | /6

2.3 Fonction de répartition
Définition 5 : Soit X une variable aléatoire finie.

La fonction de répartition de X est la fonction notée Fx définie par

R — [0:1]

Berl v s px<q)
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= Exemple 6 : On considere la variable aléatoire X dont la loi est résumée dans le tableau suivant.

X -3 -1 1 2
P(X=x]) | Y6 | 12| 1/a] 12

0 six <=3 T =
/6 sixe[-3;—1]

Pour tout réel x, on a alors Fx(x) =< 2/3  sixe[-1;1] . - ——
/12 six € [1;2]
1 six>?2 FR

Propriété 3 : Soit X et Y deux variables aléatoires finies.

Alors X et Y suivent la méme loi si et seulement si Fy = Fy.

3 Parametres d’une variable aléatoire

3.1 Espérance d’une variable aléatoire réelle

Définition 6 : Soit X une variable aléatoire finie. L’espérance de X, notée E[X], est la valeur

EX]= Y xxP([X=x])

x€X(Q)

= Exemple 7 : On consideére une variable aléatoire X dont la loi est donnée par le tableau suivant.

k -1 2 3 8
PX=k)| 13| 1/a]| /6| 1/4

L’espérance de la variable aléatoire X vaut :

1 1 1 1 8

Propriété 4 : Soit m et M deux réels. Soit X une variable aléatoire telle que pour tout x € X(Q), on a
m<x<M.

Alorsonam < E[X] < M.

Démonstration 2 : Soit x € X(Q). On a alors m < x < M. En multipliant cette inégalité par P([X = x]) qui est
positive, on obtient

mxP(X =x]) <xxP([X =x]) <M xP([X =x]).

Cette inégalité étant vraie pour tout les x € X (Q), on peut sommer sur toutes ces valeurs. On a donc

Y mP(Xx=x)< ¥ tB(x=d)< ¥ MP(X=x)

xeX(Q) xeX(Q) xeX(Q)
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soit

m Y BX=x)< ¥ B(x=a)j<mM ¥ P(x=x)

xeX(Q) xeX(Q) xeX(Q)

Or, ) P([X=x])= 1. Ainsi, on a bien
xeX(Q)

m<E[X] <M.

Théoréeme 3 — Formule de transfert : Soit X une variable aléatoire finie et g une fonction définie sur X (Q).
On a alors

ElgX)]= ) g&)P(X=x).

xeX(Q)

On peut donc calculer I’espérance de toute variable aléatoire obtenue a partir de X en connaissant uniquement
la loi de X. On retiendra notamment les cas particuliers suivants.

v Propriété 5 : Soit X une variable aléatoire finie. Alors

¢ Pour tous réels a et b,
E[aX +Db] = aE[X]+b.
* Ona

EX*) =Y »XP(X=4x).
xeX(Q)

w|oo

» Exemple 8 : On reprend la variable aléatoire précédente, pour laquelle on avait trouvé E[X] =

k -1 2 3 8
PX=k)| 1/3|1/a]|1)e|1/4

Onaalors E[3X +5] =3E[X]+5=3x§+5=13.
Par ailleurs,

1 1 1 1 113
2 (2w ian2 ta2 2 b
E(X7)=( 1)><3+2 ><4+3 ><6+8 ><4 <

3.2 Variance et écart-type d’une variable aléatoire réelle
Définition 7 : Soit X une variable aléatoire. On note x1, X2, ..., X, les valeurs prises par la variable aléatoire

X. La variance X, notée V(X), est la valeur

VIX)=E[X-E(X))’|= ), (x—E[X])’xP([X =2x]).
XEX(Q)
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Théoréeme 4 — Formule de Kénig-Huygens : Soit X une variable aléatoire. On a alors

V(X) =E(X?) - (E[X])*.

Démonstration 5: On aen effet (X — E[X])? = X?> — 2XE[X] + E[X]?. Ainsi, puisque E[X] est une constante,
ona:

V(X) = E[X?>—-2XE[X]+E[X)?]
E(X*)—E2XE[X]] + E(X?)
E(X*) —2E[X]E[X] +E(X?)
(X7)
(X7)

E(X?) —2EX)? +E[X]?
x? [X]°.

|
Sl
sl

Remarque : la quantité E(X?) est naturellement calculée a I’aide de la formule de transfert.

= Exemple 9 : On reprend la variable aléatoire X précédente.

k -1 2 3 8
PX=k) | 1/3 | 1/a]| /6| 1/a

On avait montrée que E[X] = § et E(X?) = 12
2

o 113 (8
Ainsi, V(X) = E(X?) — E[X]* = - (3) =

113 64 211

6 9 18°

Propriété 6 : Soit X une variable aléatoire finie. Alors V(X) = 0 si et seulement si il existe un réel a tel que
P(X =d])=1.

Définition 8 : Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle écart-type de X, noté o(X) (sigma), la valeur

L’écart-type mesure la "variation moyenne" de la variable aléatoire autour de I’espérance.

Propriété 7 : Pour tous réels a et b, on a

V(aX +b) = a*V(X) o(aX +b) = |alo(X).

3.3 Variable aléatoire centrée réduite

I Définition 9 : Soit X une variable aléatoire finie. On dit que X est centrée et réduite si E[X] =0et V(X) = 1.

Propriété 8 : Soit X une variable aléatoire finie non constante.

X—EX
Alors la variable aléatoire X* définie par X* = A est centrée réduite.

o(X)
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Démonstration 6 : On a en effet

E[X'] = G(lx)E[x ~ EX) = o (BN~ EIX]) =0
et
V(X*) = G(;()ZV(X—E[X]) _ V(lx) < V(X) =1

4 Variables aléatoires finies usuelles

4.1 Loi certaine
Définition 10 : Soit a € R et X une variable aléatoire finie sur Q.

On dit que X suit la loi certaine de parametre a si
© X(Q)={a};
e P([X=4q])=1.

Propriété 9 : Soit X une variable aléatoire suivant une loi certaine de parametre a. Alors,
EX]=a V(X)=0 o(X)=0

Démonstration 7: Onaeneffet E(X) =axP([X =a]) =ax1=a.
De plus, V(X) = (a—E(X))>xP([X =d]) = (a—a)>x1=0 D

4.2  Loi uniforme sur [[1,1]
Définition 11 : Soit 7 un entier naturel non nul et X une variable aléatoire finie sur Q.
On dit que X suit la loi uniforme sur [1,7] si :
* X(Q)=11,n]
e Vke[l,n], P(X=k])=1

On écrit X — U([[1,n]). Cela correspond a une loi uniforme sur [1,7].

Propriété 10 : Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [1,n]. On a alors

7n+1
2

7112—1

E(X) V(x)="2

Démonstration 8 : On a en effet

EX)= ) xIP([X:x]):;xxizlzn:lex n(n2+1) :n—;—I.

xeX(Q) 2 n

Par ailleurs, d’apres la formule de transfert, on a

Ex*) =Y sz([X:x]):zn:xzx

xeX(Q) x=1

1 & I nn+1)2n+1) (n+1)(2n+1)

“ly el : _ ey

1
non
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Ainsi, d’apres la formule de Konig-Huygens, on a

(n+1)2n+1) (n+1)\? 2n+1 n+1
V() = E) - B = PEDEED (0PI (2L n )

Ainsi,

- 4n+2—03Bn+3) (n+1)(n—1) n*-1
V(X)=(n+1)x 2 = 2 =

]

En PYTHON, la loi uniforme sur [[1,n] peut-étre simulée a 1’aide de la fonction randint du module numpy . random.

rd.randint(a,b) | génere un entier aléatoire entre a inclus et b exclu.
rd.randint(a,b) | génere un tableau de n entiers aléatoires entre a inclus et b exclu.

4.3 Loi uniforme sur [a,b]
Définition 12 : Soit a et b deux entiers naturels avec 0 < @ < b. Soit X une variable aléatoire finie sur Q.
On dit que X suit la loi uniforme sur [a,b] si :
* X(Q) =[a,b]
* Vk € [a,b], P(X =k]) = ﬁ
On écrit X — U([a,b]). Cela correspond a une loi uniforme sur [a, b].

Propriété 11 : Soit a et b deux entiers naturels avec 0 < a < b.
SiX <= U([a,b]), alors (X —a+1) = U([1;6—a+1]).
Démonstration 9 : Notons ¥ = X —a+ 1. Puisque X (Q) = [a,b], alors Y (Q) = [1,b —a+1].

Par ailleurs, pour tout entier naturel y € [1,b —a+ 1], on a alors

By =)]) = B(X —a+1=)) =P(X =y+a—1)= ;——

Propriété 12 : Soit a et b deux entiers naturels avec 0 < a < b. Soit X — U([a,b]). Alors

a+b (b—a+1)*—1
E(X) = = - J
)= v =t
Démonstration 10 : Onnote Y = X —a+ 1. D apres la propriété précédente, ona ¥ < U([1,b —a+1]).
b—a+14+1 b—a+2 b—a+1)*—1
Onadonc E(Y) = atltl_boat etV(Y):%.
2 2 12
b— 2 b
Ainsi,E(x):E(Y+a—1):E(Y)+a—1:+++a—1:“; et
(b—a+1)*—1

VX)=V(Y +a—1)=V(Y)= 3

Remarque : le résultat précédent est a retrouver systématiquement.
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4.4 Loi de Bernoulli de parameétre p
Définition 13 : Soit p € [0; 1] et X une variable aléatoire finie.
On dit que X suit une loi de Bernoulli de parametre p si :

* X(Q)={0,1};
« P(X=1))=petP(X =0)) = 1—p.

On note alors X < B(p). Cette loi modélise les situations dans lesquelle sil n’y a que deux issues possibles,
I'une d’entre elles étant considérée comme le succes (qui correspond au cas ou [X = 1]) et I'autre étant
I’échec (qui correspond au cas [X = 0]).

Propriété 13 : Soit p € [0;1] et X — B(p). Alors
E(X)=p VX)=1-p
Démonstration 11: On a en effet
EX)=0xP(X=0))+1xP(X=1))=0x(1—p)+1xp=p.
Par ailleurs,
EXH)=0xP(X=0)+1>xP(X=1])=0x(1—p)+1xp=p.
Ainsi, d’apres la formule de Konig-Huygens,

V(X)=E(X*)~E(X)?=p—p*=p(1-p).

Propriété 14 : Soit A un événement. On considére la variable aléatoire 1,4 définie par

Vcer,]lA(w)—{ ! SW)GA
0 sinon
Alors 14 suit une loi de Bernoulli de parametre P(A). En particulier, E[14] = P(A).

Démonstration 12 : 11 suffit de remarquer que [X = 1] = A. O

4.5 Loi binomiale
Définition 14 : Soit n € N* et p €]0; 1[. Soit X une variable une variable aléatoire finie.

On dit que X suit la loi binomiale de paramétres (n, p) si
¢ X(Q)= [[Ovn]] )
* Vke [0,n], P(X =k]) = (Z)p"(l —p)"~.

On note alors X < B(n, p).

Démonstration 13 : Vérifions que 1’on définit bien ainsi une loi de probabilité. On a en effet, d’aprés la
formule du bindme de Newton

Y (Z)p"(l —p)E = (p+(1=p)) = L.

k=0
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Définition 15 : Soit n un entier naturel non nul et p € [0;1]

Une épreuve de Bernoulli de parametre p est une expérience aléatoire dont I’univers ne comporte que deux
issues : le succes S, de probabilité p, et I’échec S, de probabilité 1 — p.

Un schéma de Bernoulli de parameétres n et p est une succession de n épreuves de Bernoulli identiques et
indépendantes, chacune de paramétre p.

Propriété 15 — Loi binomiale : Soitn € N* et p € [0;1].

On considere un schéma de Bernoulli a n épreuves de parametre p. On note X la variable aléatoire qui
compte le nombre de succes de ce schéma de Bernoulli.

Alors X — B(n, p).

Méthode 2 : Pour justifier qu’une variable aléatoire X suit une loi binomiale, on a deux options :

* on détermine son support et sa loi par le calcul ;
* on justifie soigneusement que X compte le nombre de succes d’un schéma de Bernoulli

= Exemple 10: On lance 10 fois un dé équilibré a 6 faces, numérotées de 1 a 6 et on note X le nombre de
fois ot la face 5 a été obtenue.

Les lancers étant identiques et indépendants, X compte donc le nombre de succes (obtenir 5) d’un schéma de
Bernoulli a 10 épreuves. Pour chaque épreuve, la probabilité de succes est de %. Ainsi, X — B (10; %)

= Exemple 11 : On dispose d’une urne opaque contenant contenant » boules rouges et b boules bleues. On
tire n boules dans cette urne en remettant a chaque fois la boule tirée dans I'urne. On note X le nombre de
boules rouges tirées.

Puisque les tirages s’effectuent avec remise, ceux-ci sont identiques et indépendants. X compte donc le

nombre de succes (la boule tirée est rouge) dans un schéma de Bernoulli a n épreuves. Pour chaque épreuve,
0510, 2 N r

la probabilité de succes est de ;7.

Ainsi, X < B (n ﬁ)

Propriété 16 : Soitn € N* et p € [0;1]. Soit X — B(n, p). Alors

E(X)=np V(X) =np(1-p)

p . . n n—1
Démonstration 14 : Soit k € [1,n. Montrons que 1’on ak(k> = n(k 1). En effet,
o X n! n! n(n—1)! n—1

= = = =n .
k kKlin—k)!  (k—1)!  (k—=1)!((n—1)—(k—1))! k—1
Ainsi,

k (n> p*(1—p)"*  (le premier terme vaut 0)
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En utilisant la formule précédente, on a donc

1

:nn n—1 k(] — nk_nn<n_> k=1(] _ pynk — - (”—1) k=101 _ )k
E(X) k; (k_l)p( p) k; P L) Y, ) a=p

On effectue le changement de variable j = k— 1. On a alors

—1

n—1 n—1 . i n n—1 ; 1—i
EX)=npY | |pPQ-p) U =npy (" " )p/(1—p)y—'7
=0\ J =0\ J
Ainsi, d’apres la formule du bindme de Newton, on a

EX)=np(p+(1—p))" "' =np

Par ailleurs, si k € [2,n, on a alors

k(k—l)(Z) :(k—l)n(z:i) —n(n—1= (Z:;)

En remarquant que k> = k(k — 1) +k, on a alors
n n o n e
ExX?) =Y [ |r0-p) =Y k(=1 +k)| )P (1-p)"*
i—o \k k=0 k
Ainsi,
n n . n n .
EX*) =Y kk=1)| ) pQ=p) + Y k()P —p)*
k=0 k i—o \k

La deuxieme somme n’est autre que E(X), et vaut donc np. Pour la premiére somme, remarquons que ses deux
premiers termes sont égaux a 0. Par ailleurs,

- Yk ek _\ n—2\ 4 n—k (=2 g n—k
Y k=D )P (A =p)" " =Y nn=1){ )P =p)"F=nt=1)} ()P (1-p)
k=2 o k=2 \"
En posant alors j = k— 2, on a alors
- n\ i k N (r2) 2 +2 N (n=2) 24
I (4 PRUEECtlD of (o PRI BRI oY (o PR
k=2 =0\ J ‘ J
D’apres la formule du bindme de Newton, on a donc

n n B B

Zk(k—1)<k)pk(1—p)" “=nn—1)p*(p+(1—p))" > =n(n—1)p*.

k=2
Ainsi,

E(X?*)=n(n—1)p*+np.
D’apres la formule de Konig-Huygens, on a donc

V(X)=E(X*) —E(X)* =n(n—1)p*+np— (np)* = n*p* —np* + np —n*p* =np(1 - p).

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

12

En PYTHON, la loi binomiale de parametres (n, p) peut-étre simulée a I’aide de la fonction binomial du

module numpy . random.

rd.binomial(n,p)

simule une réalisation d’une variable aléatoire suivant une loi binomiale 5(n, p)

rbinomial(n,p,b)

binomiale B(n, p)

génere un tableau de b entiers générés selon une variable aléatoire suivant une loi

0.30 4

0.25 4

Probabilité
° o
= )
w (=]

=]
=
5]

0.00

Distribution de la loi Binomiale B(n,p) avec n=10

p=02 p=05 p=038
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 & 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Succes (k) Succes (k) Succes (k)
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