Séries numériques

» Exercice 1
En étudiant les sommes partielles, déterminer la nature des séries suivantes.
1 4 (=) 1
1n(1 __) 4 S
’;‘42 n 3n Z 3n+1 Z \/m + \/ﬁ

» Exercice 2 1. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout entier naturel n, on a

1 a b

n+1)(n+2) n+l + n+2
2. En déduire que la série Z ; converge et calculer sa somme
' d (n+1)(n+2) g '

» Exercice 3 1. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout entier naturel n > 2, on a

I a n b
n—1 n+l n—1
P L. 1
2. En déduire que la série Z 1 converge et calculer sa somme.
n p—

n=2

» Exercice 4 n
Pour tout entier naturel n > 2, on pose u, = PR

n2 —
1. Montrer que pour tout entier naturel n > 2, on a u, > %
2. En déduire la nature de la série ¥ u,.

» Exercice 5
1 = n?
On admet que Z — converge et Z - =—
n>1 n n=1 n 6
I ¥
1. Montrer que ) -—— converge et calculer ) ——.
n=1 (2}’1)2 n=1 (271)2
2. Montrer que Z _ converge et calculer Jio _
' 4 S (2n+1)? & “(2n+1)*
» Exercice 6
Dans chacun des cas suivants, justifier que la série donnée converge et calculer sa somme.
n+1 n n(n—1) 2" n?—2
)y n! o )y 5 Z(n—{—l)! )y n!

Pour cette derniére, on exprimera n2 en fonction de n(n — 1) et n.

4" +3 n+2 n(n—1)" n+1 n
> )} 3n ZW )} n! Z(n—H)!

n!
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» Exercice 7
L’ objectif de cet exercice est de démontrer partiellement les résultats sur les séries de Riemann.

1. On suppose que o < 0.

1
a) Que vaut lim — ?
@ Q Jim -

1
(b) Que peut-on en déduire sur la série Z — ?

n>1 n
2. Casax = 1. !
(a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on aIn(n+ 1) —In(n) < —.
n
. . . . 1
(b) En étudiant les sommes partielles, déterminer la nature de Z -.
n>1 n
3. On suppose que 0 < o < 1.
. . 1 1
(a) Justifier que pour tout entier naturel non nul n,ona — > —.
n
. L 1
(b) Que peut-on en déduire sur la série Z — ?
n>1
N1
4. Cas a = 2. Pour tout entier naturel non nul NV, on pose Sy = Z —-
n
n=1
(a) Montrer que la suite (Sy) est croissante.
1 1

(b) Montrer que pour tout entier naturel non nul #, on a o < 1 n

. . .
(c) En déduire que pour tout entier naturel N, ona Sy <2 — N puis conclure.

i 1
5. On suppose que o > 2. Montrer que la série g’] —5 converge.
nz

» Exercice 8
Soitg €] — I;1].

1. Justifier que la série ZqZ" converge et donner sa somme.

2. Soit m € N. Justifier que la série Z q" converge et donner sa somme.
n=m

» Exercice 9
On considére la suite (u,) définie par uy > 0 et pour tout entier naturel n, u, 1 = e “u,,.

1. Montrer que pour tout n € N, u,, > 0.

Montrer que la suite (u,) est décroissante.

En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

Pour tout entier naturel n, on pose v, = In(u, ). Exprimer v, | — v, en fonction de u,,.
En déduire la nature de la série Zun.

kW

» Exercice 10
On considere la suite (u,) définie par ug €]0; 1] et pour tout entier naturel n, w1 = u, — u>.

1. Etudier la fonction x — x — x? sur ]0; 1].

2. En déduire que pour tout entier naturel n, on a u, €]0;1][.

3. Etudier les variations de (u,). en déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.
4. Montrer que la série Zui converge et déterminer sa somme.
5

. u
. Donner la nature de la série Zln ( ntl )
Un
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» Exercice 11 — EDHEC 2013
On se propose d’étudier la suite (u,),cn, définie par la donnée de up = O et par la relation, valable pour tout
. uz+1
entier naturel n : u,4 = 5,
1. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n,ona: 0 <u, < 1.
(b) Etudier les variations de la suite (u,).
(c) Déduire des questions précédentes que la suite (u,) converge et donner sa limite.
2. (a) Ecrire une fonction Python qui prend en argument un entier n € N et renvoie la valeur de u,,.
(b) En déduire un programme, rédigé en Python, qui permet de déterminer et d’afficher la plus petite
valeur de n pour laquelle ona: 0 < 1 —u, < 1073,
3. Pour tout entier naturel n, on pose v, = 1 —u,,.

(a) Pour tout entier naturel n, exprimer v; — vi1 en fonction de vy.
n—1

(b) Simplifier, pour tout entier naturel n non nul, la somme Y (v — vgqq).
k=0

—+oo
(c) Donner pour finir la nature de la série de terme général v2 ainsi que la valeur de ¥ v2.
n=0

» Exercice 12
Soit (u,) une suite de réels positif et £ un réel positif.

1. En revenant 2 la définition de limite, montrer que si lim n%u, = ¢, alors la série Zun converge.
n—y—+oo

n

2. Justifier alors que la série Z I converge.

n3+

» Exercice 13 — Critére de d’Alembert

. . L. . .. . Upt1
Soit (u,,) une suite numerique strictement positive. On suppose que lim u =/.
n—+e Uy

1. On suppose que £ < 1.
(a) Justifier qu’il existe un réel € tel que {+ € < 1.
(b) En revenant a la définition de la limite, montrer qu’il existe un entier N tel que, pour toutn > N,

Upi1 < (04 €)u, puis w, < (L+€)" "uy

(c) En déduire que Zun converge.
2. On suppose que ¢ > 1. Montrer que Zun diverge.
3. On suppose que £ = 1. Montrer que 1’on ne peut pas conclure sur la nature de la série.

n

e e . . . n!
4. Application : Déterminer la nature des séries E —et) —.
n e
n>1
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» Exercice 14
Dans tout I’exercice, on prend comme convention : Vx € R,xo =1.
ik

L’ objectif de cet exercice est d’établir le résultat suivant : Vx € R, lim Z o

n%+°°k:0

=e".

Partie A : Une croissance comparée.

L’ objectif de cette partie est d’établir le résultat suivant, qui sera utile dans la partie B.

n

VxeR, lim = =0.

n—+oo p!l

e[

Soit x € R. On considere la suite (u,) définie par : Vn € N,u, = ——. On pose ny = [2|x|].

n!
On rappelle que pour un réel y, | y] désigne I’'unique entier vérifiant [y| <y < |y] + 1.
1

1. Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a ng, on a u, 1 < > ln-
1

anng

2. En déduire que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a ng, on a u,, < Upg -

3. Conclure.

Partie B : Démonstration.

Pour tout entier naturel non nul 7, on considere les fonctions f, et g, définie sur R par :

o X X
Vx eR, fu(x)=e xkgoﬁ 5 Vx eR,gu(x) = fu(x) —I—H—!e X,
1. Pour tout entier naturel n € N, calcule f,(0) et g,(0).
2. Soit n € N*. Justifier que les fonction f;, et g, sont dérivables puis montrer que, pour tout x € R,

x" foy . n—2x

fo(x) = —Hefx ;o gn(x) = Txnileﬂﬂ

3. Premier cas : six > 0.
(a) Construire le tableau de variations de f;, et g, sur [0; +oo].
(b) Soitx > 0etn e N*tel que n > 2x. Montrer que f,(x) < 1 < gu(x).
(c) En déduire que :

(d) Conclure.
4. Second cas : six < 0.
(a) Soit n € N*. Donner les tableaux de variations des fonctions f3, et f2,41 sur | —0;0].
(b) Soitx < 0etn e N*. Montrer que fa,+1(x) < 1 < fan(x).
(c) En déduire que

2n+1 2n+1 2n+1 2n Lk
oge"—):x—kg—xi ot ———<e'— Y =<0
kST 20+ 1) (2n+1)! = k!

(d) En déduire que pour tout réel x < 0, les suites (f2,(x)) et (f2nt1(x)) convergent toutes deux vers e*.
(e) Conclure.
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