Probabilités sur un univers dénombrable

1 Espace probabilisé dénombrable

1.1 Ensemble dénombrable

I Définition 1: Soit £ un ensemble. On dit que E est dénombrable s’il existe une bijection de E dans N.

m Exemple 1: Les ensembles N et QQ sont dénombrables.

Les ensembles P(N) et R ne sont pas dénombrables.

Dans toute la suite de ce chapitre, €2 désignera I’univers, fini ou infini, d’une expérience aléatoire et I désignera
un ensemble fini ou dénombrable non vide.

1.2 Opérations sur les ensembles

Avant toute chose, prolongeons la notion d’union et d’intersection d’une famille finie d’ensembles (ou d’évé-
nements).

Définition 2 : Soit (A;);c; une famille finie ou dénombrable d’ensembles.

e Onnote [JA; I'événement {w € Q|Jicl, ® € A;};

il
e Onnote N A; I'événement {w € Q|Viel, ® € A;};
iel
oo ~+o0
Lorsque I = N, on notera ces ensembles | A4; et () A;.
i=0 i=0

oo
s Exemple 2: OnaN= {J{i}.
i=0

Propriété 1 : Soit (A;);c; une famille finie ou dénombrable d’ensembles. Soit B un ensemble. Alors

BU (ﬂAl) =(\(BUA;) et BN (UA,) =JBnA)

icl il icl il

BU (UA,) ={JBUA;) et BN (ﬂAl) =(\(BNA)

iel i€l iel i€l

1.3 Ensemble d’événements

Lorsque ’ensemble Q est trop grand, I’ensemble P(Q) I’est d’autant plus. Il devient alors difficile de définir
une probabilité en vérifiant uniquement les propriétés précédentes sur 1’ensemble P(Q2) entier. On peut alors
choisir de se restreindre a un ensemble plus petit.
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Définition 3 : Soit .A un ensemble inclus dans P(Q). On dit que (L2,.4) est un espace probabilisable si :

e Qc A,
e A est stable par passage au complémentaire : VA € A, A€ A=A € A;

~+oo
e A est stable par union dénombrable : (Vn € N, A, € A)= | A, € A.
n=0

Les éléments de A sont alors appelés les événements.

L’ensemble A ainsi défini est ce que 1’on appelle une tribu... mais ce terme n’est pas au programme.

m Exemple 3 : Sil’on pose A = {Q, 2}, alors (Q,.4) est un espace probabilisable.
m Exemple 4 : Sil’on pose A =P(Q), alors (Q,.4) est un espace probabilisable.

Propriété 2 : Soit (€,.4) un espace probabilisable. Alors :
e Qc A,
—+oo
e A est stable par intersection dénombrable : (Vn € NJA, € A) = N A, € A.
0

n—=

Il faut donc retenir que, lorsque 1’on a un espace probabilisable, I’ensemble des événements est alors stable par
passage au complémentaire, union et intersection dénombrable.

Propriété 3 : Soit (A;);es une famille finie ou dénombrable d’événements d’un espace probabilisable (Q,.A).
Alors

Un=MF o Ma=U

icl iel icl icl

1.4 Systéme complet d’événements

Définition 4 : Soit (Q,.4) un espace probabilisable et (A;);c; une famille finie ou dénombrable d’événe-
ments.

On dit que la famille (A;);es est un systeme complet d’événements lorsque :
e Ces événements sont tous non vides;
e Ces événements sont deux a deux incompatibles, c’est-a-dire :

Vi,jel?, (i#j=ANA;=9).

e Leur union forme I'univers entier : |JA; = Q.
il

= Exemple 5: Si A est un événement d’une expérience aléatoire, alors (A,A) est un systéme complet d’évé-
nements. Onaeneffet ANA = et AUA = Q.

» Exemple 6 : On considere Q = N et A = P(N). Pour tout n € N, on note A, = [10n;10n+9]. (on a
Ao = [0:9], A; = [10;19], A> = [20;29], ...)

La famille (A, ),cn est un systeéme complet d’événements.
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2 Probabilité sur un univers dénombrable 3

m Exemple 7 : On lance une piece une infinité de fois et on regarde de quel coté cette piece tombe a chaque
lancer.

Pour tout entier k € N, on note P, ’événement : " on obtient Pile pour la premiere fois au k-ieme lancer ".

La famille (P )rcn n’est pas un systeme complet d’événement! En effet, cette famille ne contient pas le
cas ou I’on n’obtient jamais le coté Pile.

Probabilité sur un univers dénombrable

Lorsque I’univers d’une expérience aléatoire était fini, nous définissions une probabilité comme une application
définie sur P(Q) vérifiant :

e P(Q)=1;

e pour tous événements incompatibles A et B, on a P(AUB) = P(A) +P(B).
Par une récurrence simple, on pouvait alors montrer que pour toute famille d’événements (A;)c[ ) deux a

n n
deux disjoints, on avait P <UA,) =) P(4)).
i=1 i=1

Toutefois, cette simple définition ne nous permet pas de généraliser ce calcul a une famille infinie d’événements.
Il nous est donc essentiel de la prolonger.

Probabilité sur un univers dénombrable
Définition 5 : Soit (Q,.4) un espace probabilisable.
Une probabilité sur (Q,.4) est une application P : A — [0; 1] vérifiant :

e P(Q)=1;

e pour toute famille dénombrable d’événements (A;);cy deux a deux incompatibles, la série Y P(A;)
ieN
converge et

~+oo oo
P (UA,) =) PA).
i=0 i=0
Le triplet (2,.A,P) est alors appelé espace probabilisé.

Il ne suffit plus ici d’avoir 1’additivité de la probabilité pour deux événements incompatibles : il faut aussi
qu’elle soit vraie pour toute famille dénombrable d’événements. La définition que nous voyons ici est une
généralisation de celle vue pour les probabilités sur un univers fini. Nous avons d’ailleurs toujours la proposition
suivante vérifiée.

Propriété 4 : Soit (A;)e[1,,) une famille finie d’événements deux a deux incompatibles.

Alors P (iL_nle,> = é‘,IP(A,').

i
Démonstration 1 : Pour tout i € N, on note B; = { Ai SLES T
<& sinon
+o0 n +o0 n L. n +o0 n
Onaalors B, = JA;U U @= A, Ainsi, P < U Ai> =Y P(Bl) =Y ]P)(A,) |
i=0 i=0 i=n+1 i=0 i=1 i=0 i=0
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—+co
Propriété 5 : On suppose ici que Q@ = Net A =P(Q). SoitA € P(Q) tel que A = U {w;}.
i=0

Alors P(A) = JEQIP’({(O,-}).
i=0

Autrement dit, pour calculer la probabilité d’un événement, il suffit de calculer la somme des probabilités
des événements élémentaires qui le composent.

Méthode 1: On se donne une application P qui, a tout singleton {n} de P(N) associe un nombre P({n}).

Pour montrer que 1’on définit bien une probabilité sur (N, P(N)), il suffit de montrer que Z P({n}) converge
oo
etque Y P({n})=1.
n=

0

» Exemple 8 : Pour tout entier naturel n, on note P({n}) = TESE

1 1

n
Pour tout entier naturel n, on a alors P({n}) = 5 X (§> .

. 1 .
Or, puisque —1 < = < 1, la série de terme général > converge.

e 1E/1y 11
Ainsi, Y P({n}) converge et Y P({n})= 5 ) <§> 5 X 1= 1.
n=0 n=0 -2

Finalement, IP définit bien une probabilité sur (N, P(N)).

o2
n!

= Exemple 9 : Soit a un réel. Pour tout entier naturel n, on note P({n}) =

Pour quelle valeur de o définit-on une probabilité sur (N, P(N))?
on +oo on

On sait que la série de terme général — converge et que Z - = e’
n! = n!

Joo
Ainsi, ZIP’({n}) converge et ;)]P’({n}) = ae’.

Ainsi, P définit une probabilité sur (N, P(N)) si et seulement si ot = e 2.

Méthode 2 : On se donne une application IP qui, a tout singleton {n} de P(N) associe un nombre P({n}).
On suppose que P est une probabilité.

Pour calculer la probabilité d’un événement A, on calcule la somme Y P({o}).
WEA

Remarque : puisque 1’on est dans le cadre d’une probabilité, la série obtenue est automatiquement convergente
et la somme est donc bien définie.
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2 Probabilité sur un univers dénombrable 5

= Exemple 10: Pour tout entier naturel n, on note P({n}) = . On a montré que 1’on définit bien une
probabilité sur (N, P(N)) ainsi.

On considere 1’événement P : « le nombre obtenu est pair ».

2n+1

oo oo
On aalors P = |J{2i}. Ainsi, P(P) = ¥ P({2i}).
i=0 i=0

1 1 1Y’
Or, pour tout entier naturel i, on a P({2i}) = 7T = 5 (4) . Ainsi,

1+°°<1>f 1 1 2
P(P) = S== ==,
P =32\3) =3%771~3

Propriétés des probabilités
I Propriétée 6 : Soit (Q,.4,P) un espace probabilisé. Alors P(&) = 0.

Démonstration 2 : En effet, Q € A et puisque A est stable par complémentaire, on a également Q € A, c’est-
a-dire o € A.

Par ailleurs, Q et & sont incompatibles. Ainsi, P(QU @) =P(Q)+P(2) = 1+ P().
Or, P(QU@) =P(Q) = 1. Ainsi, P(@) =0. D

Propriéte 7 : Soit (2,.A,P) un espace probabilisé, soient A et B deux événements. Alors,

e SiA CB,alors P(A) < P(B);
e P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB);
e P(B\A) =P(B) —P(ANB).

Probabilité sur un systeme complet d’événements

Propriétée 8 : Soit (Q,.4,P) un espace probabilisé et (A;);cy un systéme complet d’événements.

o0
Alors Z]P’(A,-) converge et Z]P’(A,-) =1
ieN i=0

Démonstration 3 : Puisque les A; sont deux a deux disjoints, on a

+oo +o0
Y P(a;) =P <UA,-) =P(Q)=1.
i=0 i=0

On retiendra notamment le cas particulier suivant
Proprieté 9 : Soit (,.A,P) un espace probabilisé. Alors pour tout événement A, on a
P(A) = 1-P(A).

Démonstration 4 : 11 suffit de remarquer que (A;A) est un systéme complet d’événements. o
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2.5

6

Indépendance d’événements

Définition 6 : Soit (A;);c; une famille finie ou dénombrable d’événements.

Les événements (A;);c; sont mutuellement indépendants lorsque, pour tout sous-ensemble fini J C 7, on a

P (ﬂAi> =[]P@).

icJ ieJ

Attention : le programme ne mentionne rien concernant 1’intersection d’une famille infinie d’événements,
méme indépendants.

oo n
On peut en réalité montrer que pour toute famille (A;);cny d’événements, on a P ( U A,-> = liIJIrl P ( U A,-).
i=0 e \j=0

Evénements négligeables et presque sirs
Définition 7 : Soit (Q,.4,P) un espace probabilisé et A € A.
e On dit que A est négligeable si P(A) =0;
e On dit que A est presque sir si P(A) = 1.
Attention : ce n’est pas parce que P(A) =0 que I’on a A = &. De méme, ce n’est pas parce que P(A) = 1 que
I’on a forcément A = Q.

m Exemple 11: On lance indéfiniment une piecce de monnaie équilibrée. Pour tout entier naturel non nul
n, on note P, I’événement : "obtenir pour la premiere fois PILE au lancer n" et F' ’événement "ne jamais
obtenir PILE". On suppose que les résultats pour tous les lancer sont indépendants.

Or, (F, (P,)nen+) est un systeme complet d’événements. On a donc

Par ailleurs, pour tout entier naturel non nul n, on note S, I’événement "obtenir PILE au lancer n".
Soit donc # un entier naturel non nul. On a P, = (nﬂll E) NS,.
i=
Puisque les lancers sont indépendants, on a alors
n-1 N~ 1\"
P(P,) = EP(Si) xP(S,) = <§> R = (5) .

Ainsi, pour N € N, on a

N N 1 n N 1 n
=2 (z) =55) -
n=1 n=1 2 0 2
et donc
= 1
Y P(R)=—7F—-1=1.
n=1 l_f

Il en vient que P(F) + 1 = 1 et donc P(F) = 0. L’événement F est donc négligeable.
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3 Probabilités conditionnelles

3 Probabilités conditionnelles

3.1 Notion de probabilité conditionnelle

La notion de probabilité conditionnelle peut évidemment étre étendue naturellement & un univers dénombrable.

Propriété 10 : Soit (Q,.A,P) un espace probabilisé et A un événement telle que P(A) # 0.

A — [0;1]
L application P4 : = P(ANB) est une probabilité.
P(A)

Démonstration 5 : Vérifions que cette application vérifie bien la définition d’une probabilité.
P(ANQ) P(A)
PA)  P(A)

Soit (B;);en une famille d’événements deux a deux incompatibles. On a alors

D’abord, ANQ = A. Ainsi, P4(Q) = =1

. (DOB,) ) P(an(U3)) ) F(Gs “A)) P60 fm

Définition 8 : Soit A et B deux événements tels que P(A) # 0. On appelle probabilité conditionnelle de B

sachant A, la quantité

P(ANB)

Proprieté 11 : Soit A et B deux événements tels que P(A) # 0. On a

e 0<Ps(B)< 1
o P(ANB) = PA(B) x P(4)
o P4(B) +Ps(B) =1

Démonstration 6 : Cela vient directement du fait que P4 est une probabilité. Elle vérifie donc toutes les pro-

priétés déja énoncées.

3.2 Formule des probabilités composées

]

n—1
A, des événements tels que P < N Ai> # 0. alors
i=1

(ﬂA ) P(A1) X P4, (A2) X Pa;ru, (A3) X -+« X Payraynna, s (An)-

Théoreme 7 — Formule des probabilités composées : Soit (Q2,.4,P) un espace probabilisé. Soit A, ...

>

Dans le cas ot n = 2, on retrouve la relation P(ANB) = P(A) x P4(B).

La démonstration de ce résultat se fait par récurrence sur n.
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m Exemple 12 : Une urne contient 3 boules rouges et 2 boules noires. On tire successivement et sans remise
3 boules de cette urne. Pour i € [1,3], on note R; I’événement : "la i-eme boule tirée est rouge". On cherche
la probabilité d’obtenir 3 boules rouges, c’est-a-dire P(R; "Ry NR3).

D’apres la formule des probabilités composées :

]P)(Rl NRy ﬂR3) = ]P)(Rl) X PRl (Rz) X PleRz (R3)

3
e Au premier tirage, on a 3 boules rouges sur 5, donc P(R;) = 5
2 1
e Sachant R, réalisé, il ne reste plus que 2 boules rouges sur 4 dans ’urne, donc Pg, (Rz) = 1 = 5
e Sachant R; N R; réalisé, il ne reste plus qu’une seule boule rouge sur 3 dans 1’urne.
. 1
Ainsi, Pg,ng,(R3) = 3
3 1 1 1
Final t, PRINRNR3) ==X =X = = —
inalement, P(R; "R, NR3) 523~ 10
Formule des probabilités totales
Théoreme 8 — Formule des probabilités totales : Soit (Q,.4,P) un espace probabilisé.
Soit B un événement et (A;);c; un systeéme complet d’événements. Alors
P(B) =Y P(BNA;)
icl
De plus, si pour tout i € 1, on a P(A;) # 0, alors
P(B) =} Pa,(B)P(4;)
icl
On remarquera notamment le cas particulier du syst¢éme complet d’événements (A,A).
On a alors P(B) =P(ANB)+P(ANB).
s Exemple 13 : On dispose d’une infinité d’urnes numérotées U;,U,,...,U,,.... Pour tout n € N*, I'urne

U, contient 1 boule rouge et 3" — 1 boules noires (soit 3" boules au total).

On choisit une urne de maniere aléatoire de sorte que la probabilité de choisir I’urne U, soit égale a <2> .
On tire ensuite une boule dans 1’urne choisie.

On cherche la probabilité de I’événement R : "obtenir une boule rouge".

. 1"
Pour tout n € N*, on note A, I’événement "I’'urne U, est choisie". Par hypothese, P(A,) = <§> .
Puisque 1’on choisit exactement une urne, la famille (A,),cn- constitue un systeme complet d’événements.
De plus, Vn € N*,IP(4,) # 0.
D’apres la formule des probabilités totales, on a :

P(R) = ¥ B(4,) x By, (R)

n=1

Or, sachant 1I’événement A, réalisé, on tire une boule parmi 3" boules (dont une seule est rouge). Ainsi,
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1
P4, (R) = —. On obtient donc le calcul de la somme d’une série géométrique :
n 3n

=5 () £ E )

n=1

1
Puisque 6' < 1, la série converge (ce qui assure 1’existence de la probabilité) et on a :
6 _5_ |
l=¢ & 9

3.4 Formules de Bayes

Théoreme 9 — Formule de Bayes : Soit (Q,.4,P) un espace probabilisé. Soit A et B deux événements de
probabilité non nulle. Alors,

Démonstration 10 : On a en effet

_ P(ANB) _ P(A)PA(B)
P =" = ba)

Theéoreme 11 — Formule de Bayes généralisée : Soit (Q,.A,P) un espace probabilisé. Soit (A4;);c; un
systéme complet d’événements tel que pour tout i € I, P(A;) # 0.

Soit B un événement de probabilité non nulle.

Alors pour toutk € 1 :

_ P(Ax) x P4, (B)
Pp(Ar) = Y P(Ai) x Pa,(B)

icl

m Exemple 14 : Reprenons I’expérience précédente avec infinité d urnes (Uy),en-.

1 n
Rappelons que la probabilité de choisir I'urne U, est P(A,) = (2) et que la probabilité de tirer une boule

1

==

Supposons que le joueur a effectué le tirage et annonce qu’il a obtenu une boule rouge. Quelle est la proba-
bilité que cette boule provienne de la toute premiere urne (Uy) ?

rouge sachant 1’urne U, choisie est P4, (R)

On cherche ici a calculer la probabilité conditionnelle Pg(Aj).

Puisque la famille (A,),cn- constitue un systeme complet d’événements et que P(R) > 0, on peut appliquer
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la formule de Bayes généralisée :
]P(A]) X ]P)Al (R)

Jri P(A,) x P4, (R)
n=1

Pr(A1) =

Le dénominateur correspond a la probabilité totale P(R). D apres les calculs effectués dans I’exemple précé-

dent, nous savons déja que P(R) = 3

Il ne reste plus qu’a calculer le numérateur (qui correspond a I’intersection A NR) :

NNy 1111
P xBa®)=(5) x5r=3x5=¢

Finalement, en remplacant dans la formule :

1 5
= — 5:—
6><

Pr(A;) = e

Ul— |\ —
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