Généralités sur les fonctions

1 Notion de fonction

1.1 Définition et notations
Définition 1 : Soit D un ensemble inclus dans R.

Définir une fonction f sur D, c’est associer a chaque nombre de départ x un UNIQUE nombre d’arrivée,
noté f(x). D est alors appelé domaine de définition de la fonction f.

En mathématiques, on peut utiliser une fonction pour modéliser une évolution continue (par exemple 1’évolution
d’un chiffre d’affaires en fonction du temps, ou 1’évolution d’un cofit de production en fonction des quantités).

On utilise deux notations principales pour décrire cette machine mathématique :

e La notation avec la fleche : x — f(x) se lit "la fonction associe a x la valeur f(x)".
e La notation avec 1’égalité : y = f(x) signifie que la grandeur y dépend de la grandeur x.

= Exemple 1 — Fonction définie par une expression algébrique : Une fonction peut étre définie par une
formule explicite. On consideére la fonction g définie sur I’intervalle [0; 10] par 1’expression :

x2-3x+5

8 = —

Avec cette expression, on peut calculer g(x) pour n’importe quel réel x compris entre 0 et 10.
12-3x1+5 1-3+5 3

= - =1.
2x1+1 3 3

On aainsi g(1) =

= Exemple 2 — Fonction définie par un tableau de valeurs : Une fonction peut également étre définie a
I’aide d’un tableau.

Le tableau ci-dessous donne le chiffre d’affaires C (en milliers d’euros) d’une entreprise en fonction du mois
m de I’année :

Mois (m) 1|23 |45
Chiffre d’affaires C(m) | 12 | 15 | 14 | 18 | 22

Ce tableau définit bien une fonction car a chaque mois de 1’année correspond un unique chiffre d’affaires.

On a ainsi C(2) = 15.

1.2 Image et antécédents
Définition 2 : Soit f une fonction définie sur un ensemble D et x un élément de D.

e f(x) estl’image de x par f. (Il n’y en a toujours qu’une seule).
o Le réel x est un antécédent de f(x) par f. (Il peut y en avoir plusieurs).
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= Exemple 3 : On considére une fonction 4 dont les valeurs sont données dans le tableau ci-dessous :

Valeurs de départ (x) 2102|468

Valeurs d’arrivée h(x) | 5 | -1 |3 |-1|7|5

e Pour trouver une image, on lit la valeur de départ sur la premiére ligne (x), puis on lit le résultat juste
en dessous. Par exemple, sous le 2, on lit 3. L’image de 2 par la fonction /4 est donc 3.
Cela se note i(2) = 3.

e Pour trouver un antécédent, on cherche le résultat ciblé dans la deuxieme ligne (4(x)), puis on
remonte pour lire la ou les valeurs de départ correspondantes.
Par exemple, si on cherche les antécédents de —1, on constate que le résultat —1 apparait deux fois dans
la ligne du bas. On remonte pour lire les valeurs correspondantes : les antécédents de —1 par la fonction

h sont donc O et 4.

Méthode 1 — Calculer une image : Pour calculer I’'image d’un nombre par une fonction définie a 1’aide
d’une expression algébrique, on remplace la variable (souvent la lettre x) par ce nombre dans 1’expression
algébrique de la fonction, puis on effectue le calcul en respectant les priorités opératoires.

1
= Exemple 4 : On consideére la fonction f définie par f(x) = —4x? + 3. Calculons ’image de 5 par f:

1 . . . .
On remplace x par — dans I’expression (en ajoutant des parenthéses autour de la fraction pour appliquer le

carré a I’ensemble) :
2

f L) - 4 x 12+3— 4><1 +3= 4><1+3— 1+3=2
2]~ 2 - 22 T 47 -

1
L’image de 3 par la fonction f est donc 2.

Méthode 2 — Déterminer le/les antécédent(s) : Chercher le ou les antécédents d’un nombre k par une
fonction f revient a résoudre 1’équation : f(x) = k.

Automatisme 1 — Résolution d’'une équation du premier degré : du type ax + b = ¢ :

1. On regroupe les termes constants d’un coté du signe égal (en soustrayant b aux deux membres de
I’équation).
2. On divise ensuite le résultat obtenu par le coefficient a pour trouver x.

= Exemple 5 : On considere la fonction g définie pour tout réel x par g(x) = 2x + 3.
On cherche le ou les antécédents de 7 par la fonction g.

On pose 1’équation correspondante et on remplace g(x) par son expression :

gx)=7Te2x+3=17
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On isole le terme avec x en soustrayant 3 de chaque c6té puis en divisant par 2
4
g(x):7<22x:7—3<:>2x:4<:>x:§<:>x:2.

L’unique antécédent de 7 par la fonction g est donc 2.

2 Représentation graphique

2.1 Courbe représentative

Définition 3 : Soit f une fonction définie sur un ensemble D. La courbe représentative de f, souvent notée
Cy, est I’ensemble de tous les points de coordonnées (x; f(x)) pour x € D.

e Les antécédents (x) se lisent sur I’axe horizontal (axe des abscisses).
e Les images (f(x)) se lisent sur 1’axe vertical (axe des ordonnées).

= Exemple 6 : On considere la fonction f dont la courbe représentative C est donnée ci-dessous.

1. Déterminer une image graphiquement
Exemple : Quelle est I’image de 1 par la fonction f ?

On se place en x = 1 sur I’axe des abscisses (horizontal).
On se déplace verticalement pour rejoindre la courbe.

On lit I’image sur 1’axe des ordonnées (vertical).

On trouve —2. L’image de 1 est —2, ce qui s’écrit f(1) = —2.

2. Déterminer des antécédents graphiquement
Exemple : Quels sont les antécédents de 2 par la fonction f ?

On se place en y = 2 sur I’axe des ordonnées (vertical).

On trace une droite horizontale pour chercher tous les points d’intersection avec la courbe.
On redescend sur I’axe des abscisses pour lire les antécédents correspondants.

On trouve trois intersections : les antécédents de 2 par f sont donc -2, 3 et 5.
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2.2 Résolution graphique d’équations et inéquations

&) Automatisme 2 — Méthode de résolution graphique : Pour une fonction f représentée par sa courbe
Cretunréel k :

e Résoudre f(x) = k revient a lire les abscisses des points d’intersection de C s avec la droite horizontale
d’équation y = k (autrement dit, a déterminer les antécédents de k par f.).

e Résoudre f(x) < k (resp. f(x) > k) revient a lire les abscisses des points de Cy situés strictement en
dessous (resp. au-dessus) de la droite d’équation y = k.

= Exemple 7 : Soit f une fonction définie sur I’intervalle / = [—3;5] dont la représentation graphique est
donnée ci-dessous.

1. Résoudre I’équation f(x) = 2

e On cherche les abscisses des points d’intersection entre la courbe et la droite d’équation y = 2.
e En lisant ces abscisses sur 1’axe horizontal, on trouve trois solutions : x = =2, x = 1l et x = 4.
e [’ensemble des solutions de 1’équation f(x) = 2 s’écrit: S = {-2; 1; 4}.

2. Résoudre ’inéquation f(x) <2

e On cherche les abscisses des points pour lesquels la courbe est strictement en dessous de la droite
d’équation y = 2.

o Cela correspond a deux portions de la courbe. On lit les abscisses correspondantes sur ’axe des
abscisses.

e [’ensemble des solutions est la réunion de deux intervalles disjoints : S = [—3; =2[U] 1;4][.
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3 Taux de variation et Monotonie

3.1 Taux de variation d’une fonction
Définition 4 : Soit f une fonction et deux nombres distincts a et b.
Le taux de variation de la fonction f entre a et b est le quotient :

f(b) - f(a) _ Différence des ordonnées
b-a " Différence des abscisses

Il mesure la vitesse moyenne d’évolution de la fonction entre a et b.

= Exemple 8 : Le chiffre d’affaires d’une entreprise (en milliers d’euros) en fonction du mois x est modélisé
par f(x) = x> + 10.

Calculons le taux de variation entre le mois 2 et le mois 5. On a

e f(2)=22+10=4+10= 14;
e f(5)=52+10=25+10=35

Le taux de variation de f entre 2 et 5 vaut

f5)-f(2 35-14 21
5-2 3 3

7.

Le chiffre d’affaires a augmenté en moyenne de 7 000 € par mois sur cette période.

3.2 Variations et lien avec le taux
Définition 5 : Soit f une fonction définie sur un intervalle /.

e f est croissante sur / si, pour tous réels a et b de I, si a < b, alors f(a) < f(b).
La fonction conserve 1’ordre : plus le réel x est grand, plus f(x) est grand.

e f est décroissante sur / si, pour tous réels a et b de I, si a < b, alors f(a) > f(b).
La fonction inverse I’ordre : plus le réel x est grand, plus f(x) est petit.

e f est constante sur / si, pour tous réels a et b de I, on a f(a) = f(b).

On dit qu’une fonction est monotone sur un intervalle si elle y est uniquement croissante ou uniquement

décroissante.
Fonction croissante Fonction décroissante
L’ordre est conservé : a < b et f(a) < f(b) L'ordre est inversé : a < b mais f(a) = f(b)
yl yl\

a
£(b) f(a)

b
£(a) f(b)
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Propriété 1 : Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.

e Si, pour tous réels a et b dans [ tels que a < b, le taux de variation entre a et b est positif, alors la

fonction f est croissante.
e Si, pour tous réels a et b dans I tels que a < b, le taux de variation entre a et b est négatif, alors la

fonction f est décroissante.
e Si, pour tous réels a et b dans [ tels que a < b, le taux de variation entre a et b est nul, alors la fonction

f est constante.

Méthode 3 — Dresser un tableau de variations : Pour traduire un graphique en tableau de variations,
on procede en trois étapes :

1. Sur la premiére ligne (x), on place les abscisses de départ et de fin, ainsi que les abscisses ou la courbe
"change de direction", rangées dans 1’ordre croissant.

2. Sur la deuxieme ligne, on trace des fleches qui imitent I’allure de la courbe : une fleche qui monte pour
la croissance, qui descend pour la décroissance.

3. Au bout de chaque fleche, on inscrit I’image correspondante (lue sur 1’axe des ordonnées).

= Exemple 9 : Voici la courbe d’une fonction f et le tableau de variations déduit par lecture graphique :

Variations
de f

Extremums :

e e maximum global de cette fonction est 4 (atteint pour x = —4).
e e minimum global est -3 (atteint pour x = 3).

Jason LAPEYRONNIE http://mathoutils.fr


http://mathoutils.fr

4 Signe d’une fonction 7

4 Signe d’une fonction

L Méthode 4 — Dresser un tableau de signes par lecture graphique : Pour construire le tableau de
signes d’une fonction f, on s’intéresse uniquement a la position de sa courbe par rapport a I’axe des
abscisses :

1. Sur la premiere ligne (x), on place les abscisses de début et de fin de la courbe.

2. On repere les points d’intersection entre la courbe et 1’axe des abscisses (ce sont les solutions de
I’équation f(x) = 0). On place ces valeurs de x dans 1’ordre croissant sur la premiére ligne, et on tire
un trait vertical avec un 0 en dessous.

3. On remplit la ligne des signes par observation :

e Lorsque la courbe est au-dessus de I’axe des abscisses, la fonction est positive (on note +).
e Lorsque la courbe est en dessous de I’axe des abscisses, la fonction est négative (on note —).

= Exemple 10: On considere la fonction f définie sur I’intervalle [—5;6] dont la courbe est donnée ci-
dessous.

La courbe coupe I’axe des abscissesenx = —4,x = 1l etx = 5.

On construit le tableau de signes en observant la position de la courbe entre ces valeurs :

X =5 —4 1 5 6
Signe de N TRV SR S
f(x)
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