Probabilités conditionnelles et indépendance

&S m » ]
1 Expérience aleatoire
Définition 1 :
¢ Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne peut prévoir le résultat a coup sdr.

e Les résultats possibles de cette expérience s’appellent les issues.
e ['ensemble des issues d’une expérience aléatoire s’appelle I’univers. On le note en général €2.

= Exemple 1: On lance un dé a 6 faces numérotées de 1 a 6 et on regarde le nombre de la face du dessous.
L’ expérience aléatoire est le lancer du dé. Les issues sont les nombres 1, 2, 3, 4, 5 et 6. L'univers est donc
Q={1;2;3;4;5;6}.

= Exemple 2 : On lance une piece de monnaie et on regarde la face qui apparait. L’expérience aléatoire est
le lancer de la piece. Les issues sont « pile » et « face ». L'univers est donc Q = {pile; face}.

» Exemple 3 : On choisit au hasard un éléve dans la classe. L’univers est I’ensemble des éléves de la classe.
Les issues sont les éleéves eux-mémes.

Définition 2 : Un événement d’une expérience aléatoire est un sous-ensemble de son univers. S’il n’est
composé que d’un élément, on parle d’événement élémentaire.

= Exemple 4 : On lance un dé a 6 faces, numérotées de 1 a 6 et on regarde le nombre de la face du dessous.
L’univers est donc Q = {1;2;3;4;5;6}.

e [’événement « obtenir un nombre pair » est I’événement A = {2;4; 6}.
e [’événement « obtenir un nombre supérieur ou égal a 5 » est I’événement B = {5;6}.

2 Probabilité

2.1 Loi de probabilité

Définition 3 : Définir une loi de probabilité sur un univers Q = {xi,x3,...,x,}, c’est associer a tout
nombre x; un réel p; positif tel que p; + po +--- + p, = 1. Le nombre p; est la probabilité de I’issue x;.

= Exemple 5: Dans une urne sont placées 3 boules jaunes, 5 boules rouges et 2 boules bleues, toutes
indiscernables au toucher. On tire une boule au hasard et on regarde sa couleur. Cette expérience aléatoire
peut-&tre modélisée par la loi de probabilité suivante :

Issue Jaune | Rouge | Bleue
Probabilité | 3/10 172 1/5
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2.2 Probabilité d’'un événement
Définition 4 : On considére une expérience aléatoire sur un univers Q et A un événement. La probabilité
de I’événement A est la somme des probabilités des issues qui composent A. On la note P(A).

= Exemple 6 : On considére un dé truqué a 6 faces numérotées de 1 a 6 dont la loi de probabilité est donnée

par le tableau suivant :

Issue 1 2 3 4 5 6
Probabilité | 1/10 | 1/5 | 1/20 | 1/20 | 1/5 | 3/10

On note A I’événement « obtenir un nombre pair » et B 1’événement « obtenir un nombre supérieur ou égal a

5 ».On a alors :

I 1 3 11
o A={2;4;6}, donc P(A) I 52%?@‘ 5
e B ={5;6}, donc P(B) = b

2.3 Equiprobabilité
Définition 5: On dit d’une loi de probabilité qu’elle est équiprobable sur un univers Q fini si chaque
événement élémentaire posseéde la méme probabilité.

p) Celasert notamment & modéliser des situations équilibrées.

= Exemple 7 : On lance un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6 et on regarde le nombre de la face du

dessous. L’expérience aléatoire est le lancer du dé. Les issues sont les nombres 1, 2, 3, 4, 5 et 6. L'univers est
1

donc Q = {1;2;3;4;5;6}. Chaque issue a la méme probabilité 2

On peut donc résumer la loi de probabilité par le tableau suivant :

Issue 1 2 3 4 5 6
Probabilité | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

Propriété 1 : En situation d’équiprobabilité sur un univers Q fini, la probabilité d’un événement A vaut :

|A| _ Nombre de cas favorables

P(A) = — =
(A) |Q] Nombre de cas total

= Exemple 8 : On lance un dé équilibré a 8 faces, numérotées de 1 a 8 et on regarde le numéro du dessus.
Cette expérience peut-€tre modélisée par I’univers Q = {1;2;3;4;5;6;7; 8} en situation d’équiprobabilité.

o . 1
e La probabilité de chaque issue est 3
e ['événement A : « obtenir un nombre supérieur ou €gal a 6 » est composé des issues 6, 7 et 8, soit trois

éléments. 3
e OnadoncP(A) = 5
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= Exemple 9 : Dans un lycée de 1 600 éleves, 500 sont en classe de premiere. On choisit un éléve au hasard,
de maniere équiprobable. On note A 1’événement « I’éléve choisi est en classe de premiere ». On a alors

500 5
A = 1600 16

3 Opérations sur les événements

3.1 Evénement contraire

Définition 6 : On considére une expérience aléatoire sur un univers Q et A un événement. On appelle
événement contraire de A 1’événement qui correspond a toutes les issues de € qui ne sont pas dans A. On
le note A.

= Exemple 10 : On lance un dé€ a 12 faces numérotées de 1 a 12. Le contraire de 1’événement « obtenir 9 ou
plus » est I’événement « obtenir 8§ ou moins ».

Propriété 2 : Pour tout événement A, P(A) + P(A) = 1. Il en vient que :

P(A) =1-P(A) et P(A) =1-P(A)

= Exemple 11 : On considere un dé a 8 faces numérotées de 1 a 8. Ce dé€ est truqué et les résultats que I’on
peut obtenir sont modélisés par la loi de probabilité suivante :

Issue 1 2 3 4 5 6 7 8
Probabilité | 1/10 | 1/5 | 1/20 | 1/20 | 1/5 | 1/10 | 1/5 | 3/20

On considere 1’événement A : « obtenir 7 ou moins ».

e [’événement A est composé des issues 1, 2, 3,4, 5, 6 et 7. Sa probabilité vaut donc P(A) = p; + pr +
P3 + pa + ps + pe + p7... ce qui peut Etre long a calculer.
e Passons par I’événement contraire A.
» Le contraire de I’événement A est « obtenir 8 ».
» Sa probabilité est de 20"

= 3 17
Or,P(A) =1-P(A). Ains;, P(A) =1 - — = —.
» Or, P(A) (A). Ainsi, P(A) 20~ 20
3.2 Union et intersection d’événements
Définition 7 : Soient A et B deux événements.

e ['événement A U B (A union B) est I’événement composé des issues qui réalisent au moins A ou B.
o ’événement A N B (A inter B) est I’événement composé des issues qui réalisent a la fois A et B.
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= Exemple 12 : On lance un dé a 6 faces numérotées de 1 a 6. On considere les événements :

e A : «obtenir un nombre pair » = {2;4; 6}
e B : «obtenir un nombre supérieur ou égal a 4 » = {4;5; 6}

On a alors :

e AU B ={2;4;5;6} : il s’agit de I’événement « obtenir un nombre pair ou supérieur ou égal a 4 ».
e AN B ={4;6}:il s’agit de I’événement « obtenir un nombre pair et supérieur ou égal a 4 ».

= Exemple 13 : Une enquéte est effectuée dans un établissement de 1 550 éleves afin de connaitre leur groupe
sanguin ; les résultats sont consignés dans le tableau ci-dessous :

Groupes
A B | AB| O | Total
Sexe
Garcons 300 | 150 | 50 | 200 | 700
Filles 250 | 100 | 30 | 150 | 530
Total 550 | 250 | 80 | 350 | 1550

On choisit un éleve au hasard, de maniere équiprobable. On note :

e G : «I’éleve choisi est un gargon »
e A : «I’éleve choisi a le groupe sanguin A »

700 14 550 11

Pui I t ituation d’équiprobabilité, P(G)= —=—¢etP(A) = —= = —.

uisque 1’on est en situation d’équiprobabilité, on a P(G) 1550 ~ 31 et P(A) 1550 ~ 31
L événement G correspond 2 I’événement « 1’éléve choisi est une fille ». II est composé des 850 filles de

— 850 17

I’ établi t. Ainsi, P(G) = —— = —.

établissement. Ainsi, P(G) 1550 ~ 31
Par ailleurs, I’événement A NG correspond a I’événement « 1’éleve choisi est un garcon et a le groupe sanguin

300

A ». Il est composé des 300 garcons ayant le groupe sanguin A. Ainsi, P(ANG) = 1550 ~ 31"

L’événement A U G correspond a I’événement « I’éleéve choisi est un garcon ou a le groupe sanguin A ». Il est
composé des 300 garcons ayant le groupe sanguin A, des 150 garcons de groupe sanguin B, des 50 garcons
de groupe sanguin AB, des 200 garcons de groupe sanguin O, et des 250 filles de groupe sanguin A.
300 + 150 + 50 +200 +250 950 19

1550 T 1550 31

Ainsi, P(AUG) =

Probabilités conditionnelles

Définition 8 : Soit A et B deux événements tels que P(A) # 0. On appelle probabilité conditionnelle de B
sachant A, la quantité :

P(A N B)

Pa(B) = P(A)
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= Exemple 14 : On lance un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6. On considere les événements :

e A : «le nombre est pair »
e B : «le nombre est supérieur ou égal a 3 »
En termes d’issues, on a A = {2;4;6} et B = {3;4;5; 6}. Puisque I’on est en situation d’équiprobabilité, on

3 1 4 2
aalors P(A) = i EetP(B) =73

2 1
Par ailleurs, A N B = {4;6}. Ainsi, P(A N B) = At

En appliquant la définition, on trouve donc :

P(ANB) _
P(4)

P(BNA) _
P(B)

N —

PA(B) = = % et PB(A) =

N | »—n|u.>| p—
W N|W| —

p ) Cette probabilité s’interprete comme la probabilit€ de I’événement B sachant que I’événement A est déja réalisé.

= Exemple 15 : Dans I’exemple précédent, la probabilité P4 (B) correspond a la probabilité que le nombre
soit supérieur ou égal a 3 sachant qu’il est pair.

e Puisque I’on sait qu’il est pair, les seules possibilités restantes sont 2, 4 et 6.
o Il y aéquiprobabilité, la probabilité que le nombre soit supérieur ou égal a 3 (donc soit 4 soit 6) sachant

2
qu’il est pair est donc bien de 3

= Exemple 16 : Une entreprise commande a une société de sondage une enquéte sur la satisfaction de ses
clients. Lors du premier appel téléphonique, la probabilité qu’un client réponde est de 0,25. Si le client répond
a I’appel, la probabilité qu’il réponde au questionnaire de la société est de 0,3. On note R 1’événement « la
personne répond a I’appel » et Q 1’événement « la personne répond au questionnaire ».

D’apres 1’énoncé, on a directement P(R) = 0,25 et Pr(Q) =0, 3.

Méthode 1 — Calculer des probabilités a partir d’un tableau : Face a un tableau croisé d’effectifs, la
difficulté principale est de choisir le bon dénominateur. Tout dépend de la formulation de la phrase :

1. Probabilité simple ou intersection : Si la phrase ne pose aucune condition préalable (ex. : « On
choisit un éleéve au hasard... »), on divise par 1’effectif total (Ie nombre situé¢ dans la case en bas a
droite du tableau).

e Pour P(A) : le numérateur est I’effectif total de la ligne (ou de la colonne) A.
e Pour P(A N B) : le numérateur est 1’effectif situé a I’intersection de la ligne A et de la colonne B.

2. Probabilité conditionnelle : Sila phrase impose une condition (ex. : « Parmi les filles... » ou « Sachant
que I’éleve est une fille... »), on oublie I’effectif total général ! Le dénominateur devient 1’effectif de
la ligne ou de la colonne qui correspond a la condition. Le numérateur, lui, reste I’effectif situé a
I’intersection.
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= Exemple 17 : On interroge un groupe de 1 200 étudiants titulaires d’un baccalauréat STMG et ayant
poursuivi leurs études. On a relevé les informations suivantes, classées dans un tableau a double entrée :

Orientation ) )
BTS | Université | Autres | Total
Sexe
Filles 363 132 225 720
Garcons 297 132 51 480
Total 660 264 276 1200

On choisit un étudiant au hasard, de maniere équiprobable. On note :

e [ : «I’étudiant choisi est une fille »
e B : «1’étudiant choisi est en BTS »
720 3 660 11
——=—¢tP(B) = — = —.
1200 ~ 5 < F®) = 1300 = 20

L’événement F N B correspond a I’événement « I’étudiant choisi est une fille et est en BTS ». Il est composé

363 121
fill BTS. Ainsi, P(FNB) = —— = —.
des 363 filles en BTS. Ainsi, P( ) 1200 — 200

On interroge maintenant une fille, et on souhaite connaitre la probabilité qu’elle soit en BTS. Il s’agit de la
probabilité conditionnelle Pr(B). On a alors :

Puisque 1’on est en situation d’équiprobabilité, on a P(F) =

121
P(FNB) 400 121 5 121
P B = = = — X = = —
r(B) P(F) 3740073 240
5
On peut raisonner de maniere intuitive : parmi les 720 filles, 363 sont en BTS. La probabilité qu'une fille
363 121
hoisi h iten BT — = —.
choisie au hasard soit en BTS est donc 70 ~ 240

4.1 Propriétés de calcul

Propriété 3 : Soient A et B deux événements tels que P(A) # 0.
e 0<Ps(B)< 1
e P(ANB) =Pa(B) XP(A)
o P4(B) +PA(B) = 1

= Exemple 18 : Un étudiant doit passer un examen de mathématiques et un examen d’anglais. On note M
I’événement « I’étudiant réussit I’examen de mathématiques » et A ’événement « 1’étudiant réussit I’examen
d’anglais ».

On sait que 70 % des étudiants réussissent I’examen de mathématiques. Parmi les étudiants qui réussissent
I’examen de mathématiques, 80 % réussissent également I’examen d’anglais.

Ainsi, on a P(M) = 0,7 et Pps(A) = 0,8. On peut donc calculer la probabilité que 1’étudiant réussisse les
deux examens :

P(M N A) =Py (A) x P(M) =0,8x0,7 = 0,56
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5 Arbre pondéré

Arbre pondéré

Construction d’'un arbre

expérience aléatoire comportant plusieurs épreuves successives.

branches sont des probabilités simples, comme P(A).

branches sont des probabilités conditionnelles, comme P (D).

——————— ~AND
------- ~BND

@(g
pc@ __D ------- ~CND

Deux regles fondamentales sont a retenir pour faire les calculs :

nceud est toujours égale a 1.
Exemples : P(A) + P(B) + P(C) =1 et Pa(D)+Pa(E)=1.

Exemple : P(AN D) =P(A) X Pa(D).

Méthode 2 — Construire et exploiter un arbre pondéré : Un arbre pondéré permet de modéliser une

e 1°" niveau : On place les événements de la premiére épreuve (ici A, B et C). Les probabilités sur ces

e 2° niveau : On place les évenements de la seconde épreuve (ici D et E). Les probabilités sur ces

1. La regle des nceuds (ou de la somme) : La somme des probabilités des branches issues d’un méme

2. La regle des chemins (ou du produit) : La probabilité d’un chemin complet (c’est-a-dire d’une
intersection) s’obtient en multipliant les probabilités des branches qui le composent.

= Exemple 19 : Un grand magasin d’électroménager étudie les achats de ses clients. Il constate que ses ventes

se répartissent sur trois grands rayons :

e 50 % des achats concernent le rayon Téléphonie.
e 30 % des achats concernent le rayon Informatique.
e 20 % des achats concernent le rayon Image & Son.

Le gérant s’intéresse a la souscription d’une « extension de garantie ». D’apres ses fiches :

e Parmi les clients achetant en Téléphonie, 10 % prennent 1’extension de garantie.
e Parmi les clients achetant en Informatique, 40 % prennent I’extension de garantie.
e Parmi les clients achetant en Image & Son, 25 % prennent 1’extension de garantie.
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On choisit au hasard la fiche d’un client. On note :

e T : « Le client a acheté au rayon Téléphonie »

e ] : «Le client a acheté au rayon Informatique »

e S : «Le client a acheté au rayon Image & Son »

e G : « Le client a souscrit une extension de garantie »

1. Traduction de I’énoncé et construction de I’arbre
L’énoncé nous donne les probabilités simples de la premiére épreuve : P(T) = 0,5, P(I) = 0,3 et P(S) = 0, 2.
Le mot « Parmi » introduit les probabilités conditionnelles : P7(G) = 0, 1, P;(G) = 0,4 et Ps(G) = 0, 25.

On complete les branches manquantes en utilisant la regle de la somme (la somme des branches issues d’un
nceud vaut 1). Par exemple, P7(G) =1-0,1=0,9.

2. Utilisation de I’arbre (Régle du produit)

On cherche la probabilité que le client ait acheté un article en informatique ET souscrit a la garantie : on
souhaite donc calculer P(1 N G).

On a alors :

P(ING) =P(I) xP;(G) = 0,3%0,4 = 0,12

5.2 Formule des probabilités totales

Définition 9 : On dit que des événements Ay, As, ..., A, forment une partition de ’univers s’ils sont deux
a deux incompatibles (ils ne peuvent pas se réaliser en méme temps) et si la réunion de tous ces évenements
forme 1’univers tout entier.

p) Graphiquement, cela correspond a toutes les branches principales partant du premier neeud d’un arbre.

Propriété 4 — Formule des probabilités totales : Sides évenements Aj, A,, . .., A, forment une partition
de I'univers, alors pour tout événement B :

P(B) =P(A1NB) +P(A, N B) +--- +P(A, N B)

R Surunarbre pondéré, cette formule se traduit comme suit : la probabilité d’un événement est égale a la somme
des probabilités de tous les chemins qui ménent a cet événement.
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= Exemple 20 : Reprenons I’arbre du magasin d’électroménager. Le gérant souhaite calculer la probabilité
totale qu’un client souscrive une extension de garantie, ¢’est-a-dire P(G).

%G
T
 o—

G

%G
1
o

Les événements S, I et T forment une partition de I’univers (le client achéte forcément dans 1’un de ces trois
rayons). On a par ailleurs :

e P(SNG) =0,2%0,25 = 0,05
e P(ING)=0,3%0,4=0,12
e« (TNG)=0,5x0,1=0,05

D’apres la formule des probabilités totales, on a alors :

P(G)=P(SNG) +P(ING) +P(TNG) =0,05+0,12 +0,05 = 0,22

Ainsi, 22 % des clients du magasin souscrivent a une extension de garantie.

5.3 Calculer une probabilité conditionnelle "inversée"

v Méthode 3 — Trouver une probabilité qui n’est pas sur I'arbre : L’ arbre pondéré donne les probabilités
conditionnelles dans le sens chronologique de 1’expérience (par exemple Pr(G)). Dans les exercices, on
demande treés souvent de calculer la probabilité dans le sens "inverse" (par exemple P (7).

L’astuce consiste a toujours revenir a la définition de base de la probabilité conditionnelle :

P(A N B)

Pp(A) = F(B)

1. Le numérateur P(A N B) se calcule facilement en suivant un seul chemin de 1’arbre.
2. Le dénominateur P(B) a généralement été calculé a la question précédente avec la formule des
probabilités totales.
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= Exemple 21 : Le gérant du magasin croise un client a la sortie et constate que celui-ci a souscrit a une
extension de garantie.
Quelle est la probabilité que ce client ait fait son achat au rayon Téléphonie ?

L’énoncé nous indique comme information certaine que I’éveénement G est réalisé (le client a la garantie). On
cherche donc a calculer la probabilité de T sachant G, soit Pg (7).

On applique directement la définition :

P(T N G)

Po(T) = P(G)

D’apres nos calculs réalisés aux questions précédentes :

o Le numérateur (le chemin 7 puis G) vaut : P(T N G) = 0,05
e Le dénominateur (la probabilité totale de G) vaut : P(G) = 0,22

On obtient donc :

0,05 5
022 -2 ~ 0,227

Pg(T) =

Il y a donc environ 22,7 % de chances que ce client provienne du rayon Téléphonie.

Indépendance de deux événements

Définition 10 : Soit A et B deux événements avec P(A) # 0.
On dit que les évenements A et B sont indépendants si :

Pa(B) =P(B)
p) Concretement, cela signifie que les informations que I'on posséde sur I’événement A n’apportent aucune

information supplémentaire sur la réalisation de I’évenement B. Les deux événements n’ont aucune influence
I’un sur I’autre.

= Exemple 22 : Dans une concession automobile, on a étudié les 200 dernieres ventes selon le type de
motorisation et le profil de I’acheteur. Les résultats sont regroupés dans le tableau suivant :

Professionnel (P) | Particulier (/) | Total
Véhicule Electrique (E) 20 30 50
Véhicule Thermique (7') 60 90 150
Total 80 120 200

On choisit une fiche de vente au hasard. Les événements P (« L’acheteur est un professionnel ») et E (« Le
véhicule vendu est électrique ») sont-ils indépendants ?

1. On calcule d’abord la probabilité qu'un véhicule vendu soit électrique sur I’ensemble de la concession :

50
P(E) = — = 0,2
(E) = 200 =02
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2. On calcule ensuite la probabilité que le véhicule soit électrique sachant que 1’acheteur est un profes-
sionnel. On restreint notre lecture a la seule colonne des professionnels (80 ventes) :

20 2 1
PP(E):%Igzzzo,zs

On constate que Pp(E) = P(E).

Le fait de savoir que 1’acheteur est un professionnel ne modifie en rien la probabilité qu’il choisisse un véhicule
électrique (la proportion est exactement la méme que pour I’ensemble des clients). Les évenements P et E
sont donc indépendants.

Propriété 5: Soit A et B deux événements. A et B sont indépendants si, et seulement si, la probabilité de
leur intersection est égale au produit de leurs probabilités :

P(A N B) = P(A) x P(B)

= Exemple 23 : Pour féter son anniversaire, une grande surface propose a ses clients de participer successi-
vement a deux jeux promotionnels totalement indépendants 1’un de 1’autre :

e Jeu 1 : Un ticket a gratter. La probabilité de gagner est de 10 %.
e Jeu 2 : Une roue a faire tourner. La probabilité de gagner est de 20 %.

On note A I’événement « Le client gagne au jeu 1 » et B I’événement « Le client gagne au jeu 2 ».
On adonc P(A) =0,1etP(B) =0,2.

Puisque les deux jeux sont indépendants, on peut directement calculer la probabilité qu’un client gagne aux
deux jeux (c’est-a-dire I’intersection A N B) en multipliant les probabilités :

P(ANB) =P(A) xP(B) =0,1x0,2=0,02

Il y a donc 2 % de chances qu’un client reparte en ayant gagné aux deux jeux.
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