1.1

1. Nombres complexes : forme algébrique

Ensemble C des nombres complexes

Forme algébrique d’un nombre complexe

Définition 1 : 1l existe un ensemble de nombres appelé nombres complexes et noté C tel que

e [’ensemble des réels R est inclus dans C.

e Il existe un nombre complexe, noté i, et tel que i> = —1.

e [’addition et la multiplication des réels se prolonge "naturellement" dans I’ensemble des complexes.
e Pour tout nombre complexe z, il existe un couple de réels (a, b) tel que z = a + ib.

=« Exemple 1: 2 + 3i, 7i, \/5, % - %i sont des nombres complexes.

L’addition et la multiplication des nombres réels se prolongent naturellement pour les nombres complexes. Le
nombre 7 joue le role de facteur. Il ne faut toutefois pas oublier que i> = —1, notamment pour la multiplication.
Ainsi, on peut développer, factoriser, et I’on retrouve évidemment les identités remarquables.

nExemple 2: Soitz=2+5ietz’ =1-3i. Alorsz+ 7' = et
’
27 =

Enfin, 72 =

I Propriété 1: Soita et b deuxréelsetz =a +ib.Onaz = Osietseulementsia =0etb = 0.

Démonstration 1 :

I Propriété 2 : Soit a, a’, b et b’ quatre réels. Alors a + ib = a’ +ib’ si et seulementsia =a’ etb = b’.

Démonstration 2 :
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2 1. Nombres complexes : forme algébrique

1.2 Partie réelle et partie imaginaire d’'un nombre complexe

Nous venons donc de démontrer que 1’écriture z = a + ib d’un nombre complexe z est unique. On peut donc
définir la partie réelle et la partie imaginaire d’un nombre complexe.
Définition 2 : Soit z un nombre complexe. Il existe un unique couple de réels (a, b) tel que z = a + ib.

e q est appelée partie réelle de z, notée Re(z).
e b est appelée partie imaginaire de z, notée /m(z).
e [Vécriture z = a + ib est la forme algébrique de z.

Propriété 3 : Soit z et z/ deux nombres complexes. Alors

e Re(z+7)=Re(z) +Re(Z)etIm(z+7') =Im(z) + Im(Z);
e Re(z7') = Re(z)Re(Z') — Im(2)Im(Z’) et Im(zz') = Re(z)Im(z’) + Im(z)Re(2)).

Démonstration 3 :

Définition 3 : Soit z un nombre complexe.

e z est un nombre réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle.
e Si Re(z) = 0, on dit que z est un nombre imaginaire pur. On note z € iR.

= Exemple 3 : 2i est un nombre imaginaire pur.

1.3 Résolution d’équations dans C

L'unicité de I’écriture d’un nombre complexe sous forme algébrique permet de résoudre des équations dans C.

» Exemple 4 : Résoudre I’équation (E) : 2z +i—3 = 5i +4z -7, d’inconnue z € C.

Nous pouvons donc résoudre des équations dans C en utilisant les mémes méthodes que pour les équations dans
R, a la différence que 1’on peut avoir des solutions qui ne sont pas réelles. Il est également possible de poser
Z = a + ib et d’identifier les parties réelles et imaginaires de chaque membre de 1’équation.

Toutefois, il est important de garder a I’esprit que 1’on ne peut pas comparer deux nombres complexes. Il n’existe
pas de relation d’ordre sur C. On ne résout donc pas d’inéquations dans C.
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2 Conjugué d’'un nombre complexe

2.1 Définition et propriétés
Définition 4 : Soit a et b deux réels et z = a + ib.

Le conjugué de z est le nombre complexe noté 7 et qui vaut 7 = a — ib.
= Exemple 5 : Le conjugué de 7 + 3i est . Le conjugué de 2i est

Propriété 4 : Soit z € C.

e zestréel sietseulementsiz = z;
e 7 est imaginaire pur si et seulement si 7 = —z.

Démonstration 4 — Premier point :

La démonstration du deuxieéme point fait I’objet d’un exercice.

Propriété 5 : Soit z et z” deux nombres complexes. On a les propriétés suivantes

=2 2+ =72+7 727/ =7X7

a1l

Démonstration 5 :

I Propriété 6 : Soit z un nombre complexe et 7 un entier naturel non nul. Alors 7" = 7".

Démonstration 6 :
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Propriété 7 : Soit z un complexe. Soit a et b deux réels tels que z = a + ib. Alors
7z = a’ + b>.

Démonstration 7 :

2.2 Résolution d’équation en ; et

Lorsque des équations font intervenir z et z, il est préférable d’écrire ces nombres sous forme algébrique, puis
d’identifier les parties réelles et imaginaires de chaque membre de 1’équation.

= Exemple 6 : On souhaite résoudre I’équation (E) : 27+ 3i —5 = 3iz—2i + 5, d’inconnue z € C.
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Division dans C

Jusqu’a présent, nous avons vu que I’addition, la soustraction et la multiplication s’étendent naturellement a
I’ensemble C. En appliquant les régles de calcul usuelles, le résultat de ces opérations s’exprime facilement
sous forme algébrique.

L’extension de la division souléve en revanche une difficulté : que signifie diviser par un nombre complexe
comme 2 + 3i ? Cette division aboutit-elle a un complexe ? Si oui, comment I’exprimer sous forme algébrique ?

Pour contourner ce probléme, il faut se ramener a une notion fondamentale. Dans I’ensemble des nombres réels,
diviser par un nombre non nul revient simplement a multiplier par son inverse. Nous allons adopter exactement
la méme démarche dans C : avant de pouvoir définir le quotient de deux nombres complexes, il nous faut d’abord
prouver que tout nombre complexe non nul posséde un inverse par rapport a la multiplication.

Inverse d’un complexe

I Propriété 8 : Soit z un nombre complexe non nul. Il existe un unique complexe z’ tel que zz’ = z’z = 1.
Démonstration 8 : Soit z un complexe non nul. Soit a et b les deux réels tels que z = a + ib un nombre
complexe non nul.

Puisque z # 0, les réels a et b ne sont pas simultanément nuls, ce qui garantit que a” + b2 # 0.

Soit z un complexe. Soit x et y les deux réels tels que z’ = x + iy. Alors

(E) :z7 =1 (a+ib)(x+iy) =1 o (ax —by) +i(bx +ay) =1+ 0i.

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles et imaginaires sont égales. On
obtient donc le systeme linéaire suivant, d’inconnues x et y :
{ ax—-by = 1 (Ly)

(E) bx + ay 0 (Ly)

Distinguons alors trois cas :

e Sib=0,onaalorsa # 0. Ainsi (E) © x =1/aety =0.
L’unique inverse de z = a est donc é (on retrouve ici le cas réel)

e Sia=0,onaalors b # 0. Ainsi, (E) © x=0ety = —1/b.
L’unique inverse de z = ib est donc —%i .

On suppose désormais que a # 0 et b # 0.

Puisque a # O et b # 0, on peut multiplier L; par a et L, par b en conservant I’équivalence stricte du systéme :

2 ’
ax —aby = a (L})
(E) < { b’x+aby = 0 (L))
On remplace la premiere ligne par la somme des deux lignes (L] < L} + L)), ce qui conserve I’équivalence :
(@>+bH)x = a
E
(E) { b’x+aby = 0
Puisque a® + b? # 0, on peut isoler x dans la premiére ligne, puis substituer cette expression dans la seconde :
a a
= — X = —
* a + b? a? + b?
(E) & u =3 b2
bzx(—)+ab =0 -
a’ + b? Y aby a? + b?
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Puisque a # 0 et b # 0, on peut diviser la deuxieme ligne par ab :

a
X = —
a’ + b2
® -t
J a? + b?

Le systeme admet donc un unique couple solution. Il existe ainsi un unique nombre complexe z’ tel que zz” = 1,
qui est :

a b
= —i
a?+b?  a?+ b2

’

Z

Définition 5 : Soit z un complexe non nul.
L'unique complexe 7’ tel que zz' = 1 est appelé inverse de z et est noté % ouz !

= Exemple 7 : Déterminons I’inverse du nombre complexe z = 1 + 2i. En appliquant la formule démontrée
précédemment, on obtient :

1
1+2i

1 2
On peut par ailleurs vérifier que (1 + 2i) (§ - 51) =1

Dans la pratique, on n’utilise presque jamais la formule de I’inverse telle quelle pour calculer un quotient.
a b a—ib
—1i = ,0
a’+b%> a’?+b* a?+0?
remarque que le numérateur correspond exactement au conjugué 7 = a — ib, et le dénominateur correspond au
produit z7 = a + b? (qui est un nombre réel positif).

En observant I’expression de I’inverse trouvée dans la démonstration (z’ = n

On a en réalité — = — (ce quotient est bien défini puisque le dénominateur est un réel strictement positif).
z 2z

Quotient de deux complexes

Définition 6 : Soit z un complexe et z’ un complexe non nul.
1

On définit le quotient de z par 7’ par 5 =z X 7

Dans la pratique, pour exprimer un quotient sous forme algébrique, on utilise la remarque précédente.

. 1 7, . e . Z Z 2z
Puisque — = I'opération de division revient a écrire — = z X =
Z 7/ Z

7 77 7
Pour écrire un quotient sous forme algébrique, on multiplie donc le numérateur et le dénominateur par le
conjugué du dénominateur.
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3
,l sous forme algébrique.
—i

= Exemple 8 : On souhaite exprimer

= Exemple 9 : On souhaite résoudre I’équation 2z + 3 —i = (1 +i)z —2 +i. Soitdonc z € C

Propriété 9 : Soit z un complexe et z” un complexe non nul. Alors

[5)-5 = (5)-3
== et - |l==
Z i Z 7’

Démonstration 9 :

4 Equations du second degré & coefficients réels

Propriété 10 : Soit a un réel strictement positif.

Les solutions de 1’équation z> = —a d’inconnue complexe z sont les complexes iva et —i/a.

Démonstration 10 :

= Exemple 10 : Les solutions de 1’équation z> = —4 sont

L’exemple que nous venons de voir est un peu simpliste mais permet de vous rafraichir la mémoire. Passons
donc aux choses sérieuses.
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Théoréme 11 : Soit a, b et ¢ des réels avec a # 0. Soit P : z — az® + bz + c.
Notons A = b? — 4ac le discriminant du polynome P.

—b—\/Ket—bH/&

e Si A > 0, alors P admet deux racines réelles distinctes : 5
a a

b
e Si A =0, alors P admet une racine réelle double : ~5 ;

~b—iV=A _ ~b+iV=A

e Si A <0, alors P admet deux racines complexes conjuguées : > 5
a a

Démonstration 12 : Ecrivons P sous forme canonique. Pour tout complexe z,

azi*+bz+c=a +£2—A—a +£2—A
crorme=al T Tag TN T 2] T a2

e Si A > 0, alors, pour tout complexe z,

2
az’ +bz+c=a (z+£)2_(ﬂ) =a(z+b_ A)(Z+b+\/Z)‘

2a 2a 2a

—b—\/Zet—b+\/Z

Ainsi, P possede deux racines réelles qui sont 5 5
a a

2
b
e Si A =0, alors pour tout complexe z, az’> + bz + ¢ = a (z + 2—) . L'unique racine de P est ~5a
a a
e Si A <0, alors —A > 0. Ainsi, pour tout complexe z,
2
+b2+ A +b2_2x -A
— -——||=a — —i —1 |
‘T2 442 " 24 4d>

On se retrouve dans le méme cas que dans la propriété précédente, et on proceéde donc de la méme
maniére. Pour tout complexe z,

az?+bz+c=a

2
’ b
az-+bz+c=allz+—| - Z

iﬁ)z ( b—iV-A
2a -4z

+ —_—
2a 2a

N b+ivV-A
2a '

~b—iNZA _ —b+iV=A

Ainsi, P admet deux racines complexes conjuguées : > >
a a

= Exemple 11 : On cherche a résoudre I’équation 2z> + 3z + 5 = 0.

Remarque : La démonstration met en évidence la factorisation (dans C) de tout polyndme de degré 2 a
coeflicients réels, peu importe la nature de leurs racines (réelles ou imaginaires).

Si z; et z; sont les deux racines du polyndme az? + bz + c, alors pour tout complexe z, on a

az? +bz+c=a(z-21)(z - 22).
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